Mota delld

Jaki dzien tygodnia?

Czesto zastanawiamy sie, jakiego dnia tygodnia miato miejsce pewne
wydarzenie. Jesli to bylo w tym roku, to wystarczy zajrze¢ do kalendarza.
Ale co zrobié¢, gdy byto to kilka, kilkanascie albo kilkadziesiat lat temu?
Dni tygodnia powtarzaja sie cyklicznie: jesli dzi§ jest wtorek, to siedem
dni temu tez byl wtorek i czternaécie dni temu tez wtorek, i siedemdziesiat
dni temu takze wtorek. Mozemy domyélac¢ sie, ze pomocne w dalszych
rozwazaniach beda kongruencje modulo 7. Przypomnijmy to pojecie.

Okreslenie. Ustalona jest pewna liczba naturalna m > 1. Liczby
catkowite a i b przystaja modulo m (pozostaja w kongruencji modulo m),
co zapisujemy symbolicznie a = b (mod m), wtedy i tylko wtedy, gdy
m|(a—b) (liczba a — b jest podzielna przez m).

To jest relacja rownowaznosci w zbiorze liczb catkowitych Z. Dwie liczby
przystaja modulo m, jesli daja réwne reszty z dzielenia przez m.

Kongruencje o tym samym module mozna dodawaé stronami, odejmowaé
stronami i mnozy¢ stronami: jesli a = b (mod m) i ¢ = d (mod m), to

a+c=b+d(modm),a—c=b—d(modm),a-c=b-d(modm).

Dowod jest prosty. Z zalozenia wynika, ze liczby a — b i ¢ — d sa podzielne
przez m, wiec a —b=k-m, ¢ —d=1[1-m. Dodajac te rownosci stronami,
stwierdzamy, ze (a + ¢) — (b + d) jest liczba podzielna przez m, ma wiec
miejsce kongruencja a + ¢ = b+ d (mod m). Podobnie postepujemy przy
dowodzie tego, ze kongruencje mozna odejmowaé i mnozy¢.

Wréémy do pytania, w jakim dniu tygodnia miato miejsce pewne wydarzenie.
Ponumerujmy dni tygodnia:
1 — poniedziatek, 2 — wtorek, 3 — Sroda,

4 — czwartek, 5 — piatek, 6 — sobota,
0 = 7 — niedziela.
Po uplywie n dni od danej daty d wypada dzien tygodnia, ktérego numer
przystaje do d +n modulo 7. Wynikaja stad nastepujace wnioski.

Whiosek 1. Jesli od ustalonego dnia tygodnia o numerze d uplynie
365 dni (rok zwykly), bedzie to dzien tygodnia o numerze d+ 1, natomiast
365 dni wezesniej byt dzien tygodnia o numerze d — 1.

Dowdod. Numer dnia tygodnia za rok od dnia d przystaje modulo 7 do
liczby d+365=d+350+14+1=d+ 1 (mod 7).
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Na przyktad, zajrzyjmy do kalendarza: 1 stycznia
2010 r. byt w piatek, wiec rok 2011 zacznie sig

w sobote, natomiast rok 2009 zaczynal si¢ w czwartek.

Analogicznie mozna uzasadnié

Whniosek 2. Jesli od ustalonego dnia tygodnia

o numerze d uplynie 366 dni (rok przestepny),
bedzie to dzieri tygodnia o numerze d+ 2 (mod 7),
natomiast 366 dni wczesniej byl dzien tygodnia

o numerze d — 2 (mod 7).

Przyktad 1. Trzecie tysiaclecie rozpoczeto sie

1 stycznia 2001 r. Jaki to byt dzien tygodnia?
Poniewaz od dnia 1 stycznia 2001 r. do piatku

1 stycznia 2010 roku uptyneto 9 lat, w tym dwa
lata przestepne (2004 i 2008), wiec numer d dnia
tygodnia 1 I 2001 spelnia kongruencje

d=5-9-2=1 (mod 7).
Zatem obecne, trzecie tysiaclecie rozpoczeto sie
w poniedzialek.

Przyktad 2. We wtorek, 1 wrzesnia ub.r.
przypadata 70. rocznica rozpoczecia drugiej wojny
sSwiatowej. W jakim dniu tygodnia mialo miejsce
to tragiczne wydarzenie?

Od daty 1 wrzesnia 1939 roku do wtorku

1 wrze$nia 2009 r. mineto 70 lat, w tym 18 lat
przestepnych (przed dziesiecioma laty byla

60. rocznica, 60 : 4 = 15, wiec do 1999 roku mineto
15 lat przestepnych, a potem jeszcze byly lata
przestepne 2000, 2004, 2008). Zatem numer n
interesujacego nas dnia spelnia kongruencje

n=2-"70-18 (mod 7).
Stad
n=-16=5 (mod 7).
Druga wojna $wiatowa rozpoczeta sie w piatek.

Przy sieganiu do dat znacznie wczesniejszych
trzeba uwzgledni¢ fakt, ze w roku 1582
obowiazujacy wczedniej kalendarz julianski

zostal zastapiony przez papieza Grzegorza XIII
kalendarzem, ktéry od jego imienia nosi nazwe
gregorianskiego. W kalendarzu julianskim

kazdy rok o numerze podzielnym przez 4 byl
przestepny i miat 366 dni, pozostale lata byly
zwykle i mialy po 365 dni. Kalendarz gregorianski
wprowadzil nastepujace wyjatki od tej zasady: rok

o numerze podzielnym przez 100, ale nie przez 400,

jest rokiem zwyklym. Dotychczas sposrod lat

o numerach podzielnych przez 4 latami zwyklymi
byly nastepujace trzy: 1700, 1800, 1900. Ponadto
pominieto w kalendarzu 10 dat od 5 do 14
pazdziernika 1582 r.

Przyktad 3. W jakim dniu tygodnia odbyla sie
bitwa pod Grunwaldem? Bylo to 15 lipca 1410 r.
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Mozna sprawdzi¢ w kalendarzu, ze 15 lipca 2010 r.
wypadnie w czwartek i bedzie to okragla 600. rocznica
bitwy. Gdyby nie poprawki gregorianskie,
mogliby$my napisa¢ kongruencje

n=4-600— 150 (mod 7).
Po uwzglednieniu 10 usunigtych dat i lat 1700,
1800, 1900, ktore nie sa przestepne, mamy jednak

n=4-600— 150+ 10 + 3 (mod 7),
tj. n = —733 (mod 7). Poniewaz
733 = —700 — 35+ 2,

wiec n =2 (mod 7), a zatem bitwa pod Grunwaldem
rozpoczeta sie we wtorek.

Przyklad 4. W kazdym roku 13. dzien pewnego
miesiaca (co najmniej jednego) wypada w piatek
(dzien feralny). Oczywiscie to, w jakim dniu
tygodnia wypadnie 13. dzien miesiaca, zalezy od
tego, w jakim dniu byt poczatek tego miesiaca.
Wystarczy wiec stwierdzié, ze numery dni tygodnia
pierwszych dni kolejnych miesiecy wyczerpuja
wszystkie liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Przyjmijmy dla
uproszczenia, ze 1 stycznia wypadt w poniedzialek.
Jesli rozwazamy rok zwykly, to:

1431 =4 (mod 7), wiec 1 lutego jest w czwartek,
4428=4( ), wiec 1 marca jest w czwartek,
4431 =7 (mod 7), wiec 1 kwietnia jest w niedziele,
7430 =2 (mod 7), wiec 1 maja jest we wtorek,
2+31 =5 (mod 7), wiec 1 czerwca jest w piatek,

( ), wiec 1 lipca jest w niedzielg,
7+ 31 =3 (mod 7),

3+ 31 =6 (mod 7), wiec 1 wrzesnia jest w sobote,

wiec 1 sierpnia jest w $rode,

i w ten sposéb kazdy z dni tygodnia przypada na
poczatek jakiego$ miesiaca.

Jesli natomiast rok jest przestepny, to przyjmujac,
ze 1 stycznia jest w poniedzialek, mamy podobnie:

1431 =4 (mod7), wiec 1 lutego jest w czwartek,
4429 =5 (mod 7), wiec 1 marca jest w piatek,
5+31=1 (mod 7), wiec 1 kwietnia jest
w poniedzialek,

1430 =3 (mod 7), wiec 1 maja jest w érode,
3+ 31 =6 (mod 7), wiec 1 czerwca jest w sobote,
6+30=1 (mod 7), wiec 1 lipca jest w poniedzialek,
1431 =4 (mod 7), wiec 1 sierpnia jest w czwartek,
4431 =7 (mod 7), wiec 1 wrzeénia jest w niedziele,
7430 =2 (mod 7), wiec 1 pazdziernika jest

we wtorek

i znéw otrzymalidmy wszystkie dni tygodnia.

Tak wiec rzeczywiscie w kazdym roku jest (co
najmniej jeden) piatek trzynastego.
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