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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2010

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 597, 598
Redaguje Marcin E. KUCZMA

597. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R, spelniajace rownanie

flaf(@)+ f(y) = f)’ +y

dla z,y € R.

598. Niech M = {1,2,...,m?} (m jest ustalona liczba naturalna).

(a) Ile jest w zbiorze M podzbioréw niezawierajacych pary liczb, ktérych réznica

dzieli sie przez m?

(b) Ile jest w zbiorze M podzbioréw niezawierajacych pary liczb, ktérych réznica

jest rowna m?

Zadanie 598 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2009

Przypominamy tresé zadan:

589. W kazde pole tabelki o wymiarach n X n wpisujemy dodatnig
liczbe calkowita niewigksza od n tak, by w kazdym wierszu oraz

w kazdej kolumnie wszystkie liczby byly rowne lub wszystkie liczby
byly rézne. Niech S bedzie suma wszystkich liczb w tabelce. Ile
réznych wartos$ci S mozna w ten sposéb uzyskaé (dla ustalonego n)?

590. Dowiesé, ze dla kazdej parzystej liczby naturalnej n oraz dla
kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

(1§x)”< 1+x+...+x".

n+1
589. Jedli w kazdym wierszu jest permutacja liczb 1,...,n,
to S=mn-n(n+1)/2. Gdy w dokladnie jednym wierszu jest
ciag staly (k,..., k), a w kazdym z pozostalych wierszy jest
permutacja liczb 1,...,n, wéwczas S =nk + (n — 1) -n(n +1)/2.

Gdy w dwéch wierszach sa ciagi state (k, ..., k), (I,...,1), przy
czym k # I, to w kazdej kolumnie musi byé permutacja liczb
1,...,n,iznéw S =n-n(n+1)/2. Jedli za$ k = [, to w kazdej
kolumnie musi by¢ ciag staty (k,..., k), wiec S = n?k.

Reasumujac, mozliwymi wartosciami sumy S sa liczby
n?(n+1) n(n? —1)
2 2
(i wszystkie one faktycznie moga by¢ osiagniete) — razem, a priori,
2n + 1 wartosci. Czy jednak sg one rézne? Mozliwe, ze (dla
pewnych k,l < n) ma miejsce ktéras z réwnosci

, nk+ . n’k; 1<k<n

n?(n+1) n(n? —1)
(1) 3 =nk + 3 )
n?(n+1)
(2) D e,
n(n?—1)
(3) nk+ ———= = n?l.

Kazde z réwnan (1) i (2) sprowadza si¢ do 2k = n + 1; nie ma
wiec rozwigzania, gdy n jest liczba parzysta, ma natomiast
dokladnie jedno rozwiagzanie k = (n + 1)/2, gdy n jest liczba
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nieparzysta. Réwnanie (3) przeksztalcamy do postaci

2k —1=n(2l —n).
I znéw: dla n parzystego — brak rozwiazan. Dla n nieparzystego:
lewa strona przedstawia liczbe mniejsza niz 2n, prawa —

wielokrotno$é n. Rownosé zachodzi jedynie, gdy obie strony sa
réwne n, czylidla k= (n+1)/2 =1.

Whiosek: gdy n jest liczba parzysta, wszystkie wyznaczone

na poczatku wartosci sa rézne; suma S moze mieé¢ kazda

z tych 2n + 1 wartosci. Gdy n jest liczba nieparzysta, warto$é
n?(n + 1)/2 powtarza si¢ trzykrotnie; jest wiec 2n — 1 mozliwych
wartosci sumy S.

590. Zadana nieréwnos¢ zachodzi dla x = 1. Dla « # 1
przepisujemy ja rownowaznie jako

(4) o >(n+1)(

i w tej postaci bedziemy jej dowodzié.
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Dla kazdej pary liczb rzeczywistych a,b ma miejsce réwnosc

n+1
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gdzie K = {1,3,5,...,n — 1,n + 1}. Kontynuujemy
przeksztalcenia dla b # 0:

(a+b)" Tt —(a—b)" T n+1y k1
) 2 =2 g )a ez

ke K
2 (n+1)a™;
ostatnia nieréwnosé¢ powstata przez odrzucenie z uzyskanej sumy

wszystkich skladnikéw z wyjatkiem pierwszego — sa one liczbami
nieujemnymi, bo wyktadniki poteg sa parzyste.

Podstawiamy teraz w (5) a = (x +1)/2, b= (z — 1)/2 i dostajemy
dowodzong nieréwnosé (4).



