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kiedy$ pewien program, ktéry byl uzywany Kazdy problem algorytmiczny mozna rozwiazaé na wiele sposobéw. Gdy zalezy

przez pare lat, przy czym za kazdym
uruchomieniem dla typowych danych
obliczenia trwaly okoto pét godziny.
Tymczasem przesuniecie jednej instrukcji
w kodzie spowodowato, ze czas dziatania
zmniejszyl sie do 4 sekund! Po prostu
jeden z iloczynéw skalarnych byl obliczany
niepotrzebnie w najbardziej zagniezdzonej
z trzech petli i wystarczyto jego obliczenie
przeniesé na wyzszy poziom, zmniejszajac
koszt z O(n*) do O(n®) — prosze zgadnad,
ile wynosito n dla typowych danych.

*Instytut Informatyki,

Uniwersytet Warszawski jest gorszy.

Czasami sprawa jest prosta: pod kazdym wzgledem
algorytm A przewyzsza algorytm B. Obliczanie
rozwiazan ukladu réwnan liniowych za pomoca wzoréow
Cramera praktycznie zawsze bedzie gorsze od metody
eliminacji Gaussa. Zazwyczaj jednak sytuacja jest

inna. Dla jednych danych lepszy jest algorytm A, a dla
innych B. Informatycy radza sobie z tymi problemami,
wprowadzajac pojecie zlozonosci sredniej. Zaktadamy
zatem pewien rozklad prawdopodobienstwa na
przestrzeni danych (najczesciej jednostajny) i jako miare
zlozonosci algorytmu przyjmujemy wartosci zmiennej
losowej wyrazajacej liczbe operacji, ktére wykonamy dla
tych danych. Wtedy warto$é oczekiwana tej zmiennej
losowej jest poszukiwana funkcja kosztu — nazywamy

ja kosztem $rednim algorytmu (lub problemu, gdy
bierzemy jeszcze minimum po wszystkich $rednich
kosztach algorytméw rozwiazujacych dany problem).

Rozwazmy te kwestie na bardzo praktycznym przyktadzie.
Mamy dwie wersje niesamowicie waznego algorytmu,
zwanego algorytmem wyszukiwania binarnego — mozna
powiedzie¢ — bedacego podstawa informatyki. Za pomoca
wyszukiwania binarnego przeszukujemy wickszo$¢ baz
danych. Kazda oszczednosé jest tu wazna. Podstawowa
idea jest jasna: w posortowanym niemalejaco ciagu
danych A[l..p] szukamy zadanej wartosci z, a dokladniej
indeksu, pod ktérym wystepuje. Szukamy zatem

takiego 7, | < i < p, zeby nasza poszukiwana wartos¢ x
byla réwna Ali]. Badamy wiec ,$rodek” przedzialu
s=1[(l+p)/2] ijesli © < Als], to koncentrujemy sie

na lewej ,polowie” przedziatu, a jesli x > A[s], to na
prawej. Powtarzamy to tak dlugo, az przedzial zrobi

sie jednoelementowy, i wtedy sprawdzamy, czy szukana
wartosé tam wlasnie si¢ znajduje. Kod w Pascalu podanego
algorytmu wyglada¢ moze tak:

1:=1; p:=n;
while (1 < p) do
begin
s:=(1+p) div 2;
if (x > A[s]) then 1:=s+1
else p:=s;
end;
if (x = A[1]) then wynik:=1
else wynik:=-1; // w ten sposéb
// zakomunikujemy porazke
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nam na wyborze jednego z takich rozwiazan, musimy odpowiedzie¢ sobie na
pytanie, co to znaczy, ze jeden algorytm jest lepszy od drugiego, czyli znalezé
wspolna miare oceny ich jakosci. Trudno$é polega na tym, ze nie do konca
wiadomo, co bra¢ pod uwage. Algorytm szybki, czyli wykonujacy stosunkowo
niewiele dzialan, moze by¢ wymagajacy pamieciowo, czyli potrzebowa¢ duzo
pamieci komputera. Algorytm dzialajacy wolno dla duzych danych moze
Swietnie poradzi¢ sobie z danymi malymi. Dalej, nie tylko rodzaj mierzonej
wielkosci moze mie¢ wplyw na nasza oceng algorytmu, ale i rodzaj danych.
Moze sie chociazby zdarzy¢, ze dla wigkszosci danych jeden z algorytmow
zdecydowanie przewaza nad drugim, i tylko dla stosunkowo niewielkiej ich liczby

Moéwienie o ,srodku” i ,polowach” jest drobnym, ale
dopuszczalnym naduzyciem: w rzeczywistosci zazwyczaj
bedzie to prawie $rodek i prawie polowa (z dokladno$cia
do jedynki).

Mozemy jednak zada¢ pytanie: w kazdym obrocie petli
juz mamy element A[s] w rece, wiec moze lepiej byloby
sprawdzié, czy przypadkiem zachodzi = = A[s]? Glupio
bytoby czekaé, az przedzial zrobi sie jednoelementowy.

Zatem konkurencyjna wersja algorytmu wyszukiwania
binarnego jest taka:

1:=1; p:=n; s:=(1+p) div 2;
while (1 < p) and (A[s] <> x) do
begin
if (x > A[s]) then 1l:=s+1
else p:=s-1; // tu wiemy, ze
// Als]<>x
s:=(1+p) div 2;
end;
if (x = A[s]) then wynik:=s
else wynik:=-1; // w ten sposéb
// zakomunikujemy porazke

Poza nieistotna z punktu widzenia ztozonosci kolejnoscia
wyznaczania srodka przedzialu kod ten od poprzedniego
rozni sie w zasadzie tylko tym, ze w dozorze petli mamy
dodatkowo jeszcze jeden warunek do sprawdzenia

i koniunkcje do wykonania. Teraz petla zakonczy
wykonywacé sie wezesniej, jesli tylko dostatecznie szybko
wpadniemy na x znajdujace sie gdzies w srodku przedzialu
[l..p] — wydaje sie wiec, ze mozemy na tym sporo zyskaé.
Czy mniejsza liczba wykonan petli zrekompensuje nam
jednak lekkie zwigkszenie kosztu wykonania pojedynczego
obrotu zwigzane ze skomplikowaniem dozoru petli?

Ustalmy najpierw, co jest tu miara danych i algorytmu.
Rozmiar danych to po prostu n, czyli liczno$é zbioru,

w ktorym poszukujemy naszego x. Niewatpliwie, gdy
elementu x nie ma w tablicy, to druga wersja jest
gorsza, po prostu bedzie niepotrzebnie sprawdzala jeden
warunek wiecej, a i tak zakonczy dziatanie, gdy dtugoscé
przedziatu spadnie do 1. Jesli jednak x jest, i to w dodatku
tylko w jednym miejscu, to by¢ moze, majac szczescie,
nie wykonamy ani jednego obrotu petli i od razu natrafimy
na szukana wartos¢. Ale tak zdarzy sie tylko w jednym
przypadku na n, przy zalozeniu, ze kazdej wartosci



szukamy z jednakowym prawdopodobienistwem. Jesli
z-Ow jest wiecej, to oczywiscie szansa natrafienia na
ktoras z pozycji zawierajaca x roénie i drugi algorytm
moze okazaé si¢ lepszy (a na pewno lepszy bedzie, gdy
wszystkie wartodci sa réwne z).

W kazdym razie zlozonosé algorytmu jest zalezna od
liczby wykonan petli. Przyjmijmy zatem jako miare
ztozonosci liczbe sprawdzen dozoru petli. Przeanalizujmy
sytuacje, w ktorej zadany ciag w tablicy jest Scisle rosnacy,
a poszukiwane wartosci pojawiaja sie z jednakowym
prawdopodobienstwem. Czy warto wtedy dokladaé

sobie pracy przy kazdorazowym sprawdzaniu warunku
wyjscia z petli, aby zmniejszy¢ liczbe jej obrotéw?
Rachunki w ogélnym przypadku sa dos¢ skomplikowane.
Wykonamy teraz upraszczajace zalozenie. Przyjmiemy
mianowicie, ze n = 2¥ — 1 dla pewnego k. Dzieki temu
po kazdym obrocie petli w drugim algorytmie bedziemy
mieli przedzialy dlugoéci 2% — 1 dla pewnego k’ < k.
Czy wolno robi¢ takie zalozenia? W zasadzie moglyby one
nieco wypaczy¢ wynik, ale w naszym przypadku nie bedzie
tak zle. Jak duzy btad mozemy popelni¢? Ot6z mozemy
pomylié sie nie wiecej niz o 1. W koncu po pierwszym
strzale mamy do zbadania dla dowolnego n przedziat

nie dtuzszy niz 7, zatem nasz wynik bedzie si¢ r6znit od
prawdziwego nie wigcej niz o 1, bo w przedziale [gn]
musi znajdowaé sie jaka$ liczba postaci 2¥ — 1, a dla niej
liczba krokéw jest co najmniej taka jak dla § — wszak liczba
obrotéw petli nie moze urosnaé¢ dla mniejszych danych.

I mozna przypuszczaé, ze réznica w obliczeniach dla obu
algorytmow bedzie proporcjonalna, zatem obliczenia
wykonane dla n bedacych prawie potegami dwojki beda
dawaly reprezentatywne wyniki.

Jaki jest zatem sredni koszt pierwszego algorytmu?
Tam — zaleznie od szukanej wartosci x — otrzymamy
zawsze albo k, albo k + 1 sprawdzen dozoru petli. Mniej
si¢ nie da: musimy zjechaé z dlugoécia przedziatu do
jedynki, odrzucajac za kazdym razem albo potowe, albo
o jeden mniej niz potowe elementéw. W przypadku
drugiego algorytmu sytuacja nieco sie komplikuje.

Zeby wyznaczyé srednia liczbe sprawdzen dozoru petli,
przyjmijmy, ze kolejno wyszukujemy wartosci 1,2,...,n
w tablicy zawierajacej tylko te liczby, dodajmy uzyskane
liczby sprawdzen dozoru petli dla kazdej z tych wartosci
i podzielmy wynik przez n — otrzymamy w ten sposéb
Srednig liczbe sprawdzen dozoru petli.

Jest tylko jedna wartosdé, dla ktorej petla nie wykona sie
ani razu, czyli dozor bedzie sprawdzony raz — znajduje
sie ona w potowie tablicy. Sa dwie wartosci, dla ktérych
sprawdzenie wykona sie dwa razy — sg one umieszczone
mniej wiecej w jednej czwartej i w trzech czwartych
tablicy, cztery, dla ktérych wykona sie trzy razy, itd.

W koncu dla prawie polowy wartosci (a dokladniej

dla wszystkich nieparzystych wartosci) wykonamy
maksymalng liczbe k sprawdzen dozoru. Lacznie zatem
wysumowana liczba wszystkich sprawdzen dozoru petli
dla wszystkich danych to

k
§=> 2"
j=1

(sumowanie przebiega wzgledem liczby sprawdzen
dozoru petli).

Ile wynosi ta liczba doktadnie, mozna obliczy¢ na wiele
sposobow. Jednym z najciekawszych jest niejako
utrudnienie tego problemu i obliczenie wartosci wielomianu

k
W(w) =) ja™!
j=1
w punkcie z = 2. Widzimy, ze
k
W(x)=V'(z) da V(z)=>)» a’.
j=1

Ale wyrazy wielomianu V(z) tworza zwykly ciag
geometryczny z pierwszym wyrazem, jak i ilorazem,
rownym z. Korzystajac ze wzoru na sume pierwszych
k wyrazow ciggu geometrycznego, otrzymujemy

zF —1

x—1"

Viz)==z

A pochodna to
(k+1D2* - 1)(z—1) -2 4o
(-1 '
Wyglada dos¢ obskurnie, ale takie jest juz zycie!
Na szczescie chcemy znaé jej warto$¢ w dosé przyjaznym
punkcie x = 2, wiec szybko otrzymujemy
S=we)=V'(2)=2"k-1)+1.
Ostatecznie srednia liczba obrotow petli bedzie réwna
S 2Kk-1)+1
n 2k —1
Zatem okazuje sie, ze w porOwnaniu z pierwszym
algorytmem zyskujemy $érednio nie wiecej niz dwa
obroty petli!

V'(z) =

>k—1.

Czy zysk ten moze zrekompensowaé strate zwiazana

ze sprawdzaniem dodatkowego warunku przy kazdym
obrocie petli? Tak, ale tylko dla matych danych.
Przeprowadzone eksperymenty pokazaly, ze dla danych
rzedu paru milionéw pierwszy, a zarazem prostszy,
algorytm daje wyniki o kilka-kilkanascie procent lepsze.
W trakcie testowania nie korzystaliSmy tu z funkcji
optymalizacyjnych kompilatora, takich jak tzw. leniwe
wyliczanie warunkéw logicznych, co mogloby nieco
poprawié¢ dziatanie drugiego algorytmu.

Leniwe wyliczanie polega na tym, ze kompilator przerywa obliczanie
warunku w pierwszym momencie, w ktérym orientuje sie, ze wynik
juz i tak zna. Na przyktad, gdy oblicza koniunkcje dwéch warunkéw
i pierwszy z nich okazuje sie falszem, uznaje, ze nie ma po co obliczaé
drugiego, i przerywa obliczenia, od razu przekazujac wynik.

Zanim zaczniemy ulepsza¢ nasze rozwigzania, warto
czasem troche przeliczy¢, czy si¢ to w ogdle oplaci.

A tak czy siak, warto potem przetestowaé nowe
pomysty z zegarkiem w reku, szczegdlnie w przypadku
algorytméw waznych, ktore maja istotny wplyw

na koncowsg ztozonos¢. Reasumujac: dla typowych
danych, kiedy z duzym prawdopodobienstwem dany
element x wystepuje w tablicy co najwyzej jednokrotnie,
zazwyczaj lepiej stosowaé pierwszy, prostszy algorytm

i nie zawracaé sobie glowy wczesniejszym przerywaniem
petli. Czasami w programowaniu lenistwo si¢ optacal



