Entropia: nieporzadek czy fantazja?
Rafal SZTENCEL ™

Termin ,entropia” wystepuje w tak wielu dziedzinach nauki, ze nie mogto
zabraknaé¢ go i w rachunku prawdopodobienstwa. Na ogét duza entropie
kojarzymy stusznie z nieporzadkiem, wrecz bataganem (ktéry ma jedna mila
ceche — jest stanem stabilnym, co nie powinno dziwi¢, bo w poblizu maksimum
entropii zadne wysilki juz jej znaczaco nie zwieksza).

W teorii prawdopodobienstwa moze lepiej mowi¢ o niepewnosci lub
roznorodnodci, zwiazanej z rozktadem. Dla prostoty zajmiemy sie rozkladami

dyskretnymi: niech liczby p1,po,. ..

, Pn Wyznaczaja rozklad prawdopodobienstwa

(zatem p1 +pa+...+p,=1,p; >0dlai=1,2,...,n). Wartosci liczbowe
skojarzone z prawdopodobienstwami p; sa zupelnie nieistotne; zreszta nie
musza to by¢ liczby, a moga to by¢, na przyklad, imiona pan, ktére pojawity
sie na pewnym protokole egzaminacyjnym. Imion tych bylo n = 45.

Gdybyémy chcieli odgadnaé, jak ma na imie losowo wybrana dziewczyna, znajac
mozliwe imiona i zadajac pytania, na ktére mozna odpowiedzie¢ tak/nie, to

5 pytan mogloby nie wystarczyé (2° = 32), ale 6 pytan wystarczy na pewno,

bo wszystkich mozliwych ciagéw odpowiedzi jest 26 = 64. Czytelnik na pewno
wie, jak rozsadnie zadawaé pytania, zeby ich Srednia liczba miescila si¢ pomiedzy

516.
Kluczowa role w tym rozumowaniu odgrywalta
nieréwnosé
32 < 45 < 64,

réwnowazna z

log, 32 < logy n < log, 64,
czyli

5 < log, 45 = 5,49 < 6.

Mozna zatem podejrzewac, ze logarytm dwojkowy

z liczby mozliwosci n faktycznie jako$ mierzy

réznorodnosé. Ale przeciez nie wzigliSmy pod uwage

tego, ze imiona wystepuja z rozmaitymi czestoéciami.

W naszym protokole cztery najczestsze imiona to Anna

— 14%, Joanna, Katarzyna i Magdalena — po 8%. Jak
mozna z tego skorzystaé przy zadawaniu
pytan?

Rozwazmy prostsza sytuacje. Jesli
sg tylko cztery imiona: Agnieszka,
Barbara, Celina i Dorota, pojawiajace
sie jednakowo czesto, to srednio

(i zawsze) potrzebne sa 2 pytania.
Niech teraz A. ma czestosé 50%, B.

- 25%, C.iD. — po 12,5%. Kazdy
widzi, ze z prawdopodobienstwem

2

wystarczy jedno pytanie, % — dwa, % -

A B C D

A B CD trzy. Srednio jest 1% pytania.

Zapiszmy te érednia tak:
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Srednia liczba pytan okazala sie rowna

n
H =~ pilog,pi,

i=1
i to jest wladnie entropia rozktadu prawdopodobienstwa.
Mozna udowodnié, ze

(%) H<qg< HA+1,

zatem entropia H jest dolnym ograniczeniem Sredniej
liczby pytan q.

Entropia jest najwieksza, gdy wszystkie p; sa rowne.
Wiynika to z wklestodci funkeji f(z) = —zlog, =
i nieréwnosci Jensena:

tif(wr) +taf(w2) +.. +tuf(zn) <

< f(t1x1 +toxg + ...+ tnxn),
gdzie liczby t; sa dodatnie i daja w sumie 1.

W takim razie
H=f(p1)+ f(p2) + ...+ f(pn) =

=0 (@) + 500+t )

ety 1
<nf<p1+p2+ +p):nf<—
n

n

Jasne jest, ze H =logyn, gdy p; = ~, n = 1,2,...

n’
W przypadku 45. imion z protokohu faktyczna entropia
jest rowna 4,76, podczas gdy maksymalna mozliwa to
log, 45 = 5,49; niewielka réznica obu liczb Swiadczy
o duzej fantazji rodzicow przy nadawaniu imion
dziewczynkom.

Pozostaje pytanie, czy jest prosty sposob na zadawanie
pytan tak, by spelniona byla nieréwnosé (). O tym

za miesiac — doprowadzi nas to do tak zwanego kodu
Huffmana (dajemy stowo honoru, ze Leonardo da Vinci
nie mégt go znad).



