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Rozwigzanie zadania F 751.

W chwili, gdy natezenie pradu

wynosilo Ip, tadunek na kondensatorze C

wynosil go = CIpR, a energia pola
elektrostatycznego byta réwna

Wy =

Stan réwnowagi nastapi, gdy ten tadunek
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rozdzieli si¢ migdzy kondensatorami.

Energia pola elektrostatycznego bedzie

wtedy réwna
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Zatem w ukladzie wydzieli si¢ ciepto
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Drobne oszustwo Jakub RADOSZEWSKI

Stowniki. Dany jest pewien duzy zbiér D = {0,1,..., N — 1}. Chcieliby$my
zaprojektowaé sfownik do przechowywania wybranych elementéw z D. Taki
stownik to struktura danych, do ktorej mozna wstawia¢ elementy, z ktorej
mozna elementy usuwac i dla ktérej mozna sprawdzaé, czy dana liczba x € D
sie w niej znajduje. Implementuje si¢ go zazwyczaj za pomoca zréwnowazonych
drzew poszukiwan binarnych, ktérych nazwa chyba dobrze oddaje ich poziom
skomplikowania. Ale po co sie meczyé, jesli mozemy troszke oszukaé?

Do wykonania naszego zadania wykorzystamy haszowanie, ktérego gtéwna
ideg jest to, zeby z czego$ duzego zrobié¢ co$ matego o ,,odpowiednich”
wlasciwosciach. Obierzmy pewna funkcje h (zwana funkcja haszujaca, funkcja
mieszajaca lub funkcja skrétu), ktéra elementy ze zbioru D przeksztalca na
elementy pewnego nieduzego zbioru M = {0, 1,...,n — 1} i ktérej wartodci
mozna jako$ tatwo oblicza¢. Zauwazmy teraz, ze stownik dla elementéw z D
mozemy zaimplementowaé za pomoca slownika dla elementéw z M, jezeli tylko
przed wykonaniem kazdej operacji stownikowej wystepujacy w niej element z D
bedziemy przeksztalcaé¢ za pomoca h (wynik tego przeksztalcenia nazywamy
haszem dla elementu). Z kolei stownik dla elementéw z M implementuje sie
prosciutko, chociazby za pomoca n-elementowej tablicy zliczajace;j.

Gdzie zatem tkwi oszustwo? Poniewaz n jest istotnie mniejsze niz IV, to na pewno
funkcja h nie bedzie roznowarto$ciowa, a dowolne dwa elementy x # y, dla ktérych
h(z) = h(y), w naszym slowniku potraktujemy jako takie same — to niedobrze.
Zaradzi¢ mozna temu na dwa sposoby. Po pierwsze, mozna zalozy¢, ze bedziemy
mieli szczedcie, tzn. ze na zadne dwa takie elementy nie natrafimy, i starac si¢ wybrac
h tak, zeby jak najlepiej ,rozrzucala” elementy z D (do tego celu $wietnie nadaje sie
funkcja h(z) = x mod n irézne jej odmiany). Takie zalozenie jest jednak zazwyczaj
nazbyt optymistyczne, gdyz niezaleznie od wyboru h, $rednio po O(y/n) operacjach
z duzym prawdopodobienstwem zdarzy sie jakas kolizja (jest to tzw. paradoks
urodzin, opisany w IKO w Delcie 9/2009). Drugi sposéb polega na zastosowaniu
jakiej$ metody radzenia sobie z takimi kolizjami, na przyktad przez zastapienie
tablicy zliczajacej tablica list, do ktorych beda trafialy elementy o tych samych
wartosciach haszy; wowczas znalezienie elementu bedzie wymagalo zawsze przejscia
po liscie odpowiadajacej jego haszowi. Przy odpowiednim doborze h mozna z duzym
prawdopodobienstwem zapewnié¢, aby listy te nadmiernie sie nie wydtuzaty —
doktadne oszacowania pozostawiamy teoretykom.

Stowa. Niniejszy artykul nie jest jednak poéwiecony liczbom, ale stowom,
czyli skoficzonym ciagom liter z pewnego ustalonego alfabetu A (np. alfabetu
angielskiego), ktérego rozmiar oznaczamy przez |A|. Zakladajac, ze D jest tym
razem zbiorem takich stow, jak w tym przypadku dobra¢ odpowiednia funkcje
haszujaca? Dla danego stowa s = ajas ... a,, przyjmiemy mianowicie:

h(s) = (a1 + agx + azz® + ... + apx™ ') mod p.
W powyzszym zapisie x jest dowolna liczbg catkowita dodatnia, p — liczba
pierwsza (tak na wszelki wypadek — zapewne teoretycy maja jakie$ dobre
argumenty uzasadniajace ten wybor), a litery a; utozsamiamy z liczbami
catkowitymi, tj. a =0, b=1... Ze wzgledéw praktycznych warto dobiera¢
zawsze x > 2|A|, gdyz dla bardzo malych x (np. z = 2) zazwyczaj latwo znalezé
dwa krétkie stowa tej samej dlugosei i o tych samych wartosciach haszy. (Czy
potrafisz, Czytelniku, podaé jaki$ taki przyktad?)

Aby wyznaczy¢ hasz dla danego stowa, mozemy zastosowaé tzw. schemat
Hornera, czyli obliczy¢ hasze dla wszystkich kolejnych sufikséow (tj. konicowych
fragmentéw) slowa s:

Ry = @ mod p,  h; = (a; + xhjp1) modp dlai=m—1,m—2,...,1.
Daje to prosty algorytm o zlozonosci O(m).
Za pomoca opisanej funkcji A mozemy juz tatwo skonstruowaé stownik

reprezentujacy zbiér sléw. Jednak nie jest to bynajmniej jedyne zastosowanie
haszy na stowach. Okazuje sie, ze za ich pomoca mozna rozwiazaé wiele znanych
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Rozwigzanie zadania M 1259.
Z danych w treséci zadania réwnosci katéw
wynika, ze XEFD = XBCA.

Oznaczmy przez H punkt przecigcia
wysokosci tréjkata DEF.

Przyjmijmy ponadto, ze proste DH i EF
przecinaja sie w punkcie X, proste
EH i DF przecinajg si¢ w punkcie Y,
a proste FFH i ED przecinajg sie
w punkcie Z. Wowczas
XEAF + XEHF = XEDF + XYHZ =
=360° — XxXHYD — XHZD = 180°,
skad wynika, ze na czworokacie AFFHE
mozna opisaé okrag. Analogicznie, na
czworokacie BF H D mozna opisa¢ okrag.
Ponadto
XHEF = 90° — XDFE = XHDF.
‘Wobec tego
XHAF = XHEF = XHDF = XHBF,
skad wynika, ze HA = HB.
Analogicznie dowodzimy, ze HB = HC,

co oznacza, ze punkt H jest $rodkiem
okregu opisanego na tréjkacie ABC.

probleméw z algorytmiki tekstéw, zazwyczaj w podobnej zltozonosci czasowej co
w przypadku innych klasycznych metod (takich jak stownik stéw bazowych czy
duzo bardziej zlozone drzewo sufiksowe), ale znacznie prosciej.

Jak poprzednio, i tutaj tkwi drobne oszustwo wynikajace z niebezpieczenstwa
kolizji. Jednakze, poniewaz w dalszych rozwazaniach nie bedziemy si¢ zajmowaé
strukturami stownikowymi, wiec mozemy sobie pozwoli¢ na to, zeby p bylo
stosunkowo duze, np. rzedu 10*¢ (zaktadajac, ze chcemy uniknaé przepeienia
typu 64-bitowego w schemacie Hornera). Mozna tez w ogéle nie przyjmowaé
zadnej wartosci p, czyli wyznaczaé¢ wartosci haszy z pominigciem operacji
modulo! Woéwczas bedzie to odpowiadaé obliczeniom modulo zakres typu, czyli
np. 264, W obu przypadkach prawdopodobiefistwo kolizji, przy odpowiednio
nieduzej liczbie operacji, jest stosunkowo male, wiec mozna przyja¢ wariant
optymistyczny, ze rowne hasze oznaczaja réwne stowa.

Najdluzsze wspolne podstowo. Zauwazmy, ze na podstawie haszy h;
dla sufikséw stowa s mozemy latwo wyznaczaé¢ hasze dla poszczegdlnych
podstéw (tj. spéjnych fragmentéw) s. Faktycznie, dla stowa a;a;y1 ... a;
szukanym haszem jest

(a; + ajprz+ ...+ aja:j_i) mod p = (h; — .’L'j_i+1hj+1) mod p.
Jezeli spamigtamy wartodci pierwszych m poteg liczby x modulo p, to wartos$é
te mozemy oblicza¢ w czasie stalym. W takim razie takze w O(1) mozna
sprawdzaé, czy dane dwa (réwnej dlugosci) podstowa s sa takie same.

Dzigki temu za pomoca haszy mozna zaimplementowaé algorytm wyznaczania
najdtuzszego wspdlnego podstowa (NWP) dwdch stéw s i ¢ dlugosci O(n).
Bedziemy w nim wyszukiwa¢ binarnie dlugosé w wyniku (daje to czynnik

logm w zlozonosci czasowej), a przy ustalonym w — wrzucaé¢ hasze wszystkich
w-literowych podstéw s it do jednej tablicy, sortowaé¢ w porzadku niemalejacym
(koszt czasowy O(mlogm)) i sprawdzaé, czy jakies dwa hasze pochodzace

z roznych wyjsciowych sléw sa takie same. Ostatecznie ztozono$é czasowa
uzyskanego algorytmu to O(mlog? m). Czy potrafisz, Czytelniku, uogélni¢ ten
algorytm do wyznaczania NWP kilku (ale wciaz O(1)) stéw?

Tablica sufiksowa. Stwierdziliémy juz, ze mozna wykorzystaé haszowanie
do sprawdzania réwnosci dwéch stow, ale wydawaé by sie mogto, ze w przypadku,
gdy slowa maja rézne hasze, nie sposob stwierdzié¢, ktore z nich jest wczesniejsze
leksykograficznie (tj. alfabetycznie). Ot6z nic bardziej mylnego! Wystarczy za
pomoca poréwnywania haszy wyszuka¢ binarnie najdtuzszy wspélny prefiks (tj.
poczatkowy fragment) dwoch stéw i poréwnaé stojace za nim w tych stowach literki
— lub stwierdzi¢ ich brak, jezeli jedno z wyjsciowych stow jest prefiksem drugiego.
Koszt calej operacji to zaledwie O(logm).

W ten sposéb mozna wyznaczy¢ bardzo wazna strukture danych w algorytmice
tekstow, czyli tablice sufiksowa. W tablicy tej wymienione sa numery wszystkich
sufikséw danego slowa w kolejnosci leksykograficznej tych sufikséw — np. dla
slowa abaab kolejnos¢ ta to: aab, ab, abaab, b, baab, czyli tablica sufiksowa to
3,4, 1,5, 2. W tym celu wystarczy posortowaé (czynnik mlogm w zlozonosci)
wszystkie numery sufikséw stowa, jako operator poréwnania wykorzystujac opisane
powyzej poréwnanie leksykograficzne — daje to tacznie koszt czasowy O(m log2 m).

Wyszukiwanie wzorca w tekscie. Znany algorytm Karpa-Rabina (KR)
wyszukiwania wzorca w tekscie polega na poréwnywaniu haszy kolejnych podstéw
tekstu z haszem wzorca (ztozono$é czasowa O(m)). Nie jest to jednak wielkie
osiagniecie, gdyz znanych jest mndstwo prostych i efektywnych algorytméw
wyszukiwania wzorca. Jednakze wiekszos$¢ z nich bardzo trudno uogélnia si¢ na
przypadek dwuwymiarowy — wyszukiwanie jednej prostokatnej tablicy znakdw

w drugiej. Problem ten nie wystepuje w przypadku algorytmu KR, dla ktérego
takie uogélnienie jest stosunkowo proste. Pozostawiamy je Tobie, Drogi Czytelniku,
jako ¢wiczenie. Drobna podpowiedz: w algorytmie KR hasz dla kolejnego podstowa
tekstu wyznaczany jest bezposrednio na podstawie hasza poprzedniego podstowa,
a nie na podstawie wartosci h;.
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