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Czy komputer potrafi rysowaé¢ wykresy funkcji?

Szukajac kolejnych stabych stron zastosowania komputera w zadaniach
matematycznych, obaj bracia zaczeli podejrzewac, ze komputer

— w zaleznosci od uzytego oprogramowania — moze mieé ktopoty

z narysowaniem wykreséw nawet prostych (zdawaloby sie) funkcji.

Jak naprawde wyglada wykres funkcji x — sin(kz) na odcinku [0, L]?
Zdawaloby sie, ze nie ma watpliwodci: im wieksze k, tym bardziej

wije sie sinusoida i tym wiecej ma miejsc zerowych. Aby sie o tym
naocznie przekonaé, Wojtek skorzystal z darmowego oprogramowania:
Maximy oraz Octave, jego brat mogt na uczelni przetestowaé komercyjne
pakiety Mathematica oraz MATLAB. Rzeczywiscie, dla k =1,2,3
oczekiwania potwierdzilty sie i Wojtek ujrzat doskonale znane mu
wykresy. Oprogramowanie zadzialalo bez zarzutu, jednak w glowie
Wojtka kietkowal juz szatanski pomyst: ,,Czy nie datoby sie przypadkiem
dobraé¢ takiego k > 1, dla ktérego wykres sin(kx) zostanie pokazany tak,
jakby byla to funkcja. .. sin(z)?!”

Wojtek wiedzial bowiem, ze programy komputerowe kresla wykresy funkcji,
wyznaczajac ich wartosci w bardzo wielu punktach i nastepnie laczac te
wartosci tamang. Poniewaz miejsc prébkowania funkcji jest bardzo duzo,
mamy ztudzenie, ze lamana jest gtadka, co dobrze widaé¢ na ilustracji.

Wojtek postanowil wykorzysta¢ wlasnie te stabosé: przeciez przez
zadane punkty na plaszczyznie mozna poprowadzié¢ nieskonczenie wiele
krzywych! ,Skoro program taczy te punkty lamana, to wystarczy wybraé
taka funkcje, ktéra w tych punktach przyjmuje te same wartosci co
sin(x)...” Wszystko fajnie, tylko pozostawal jeden problem: w ktérych
konkretnie punktach program bedzie sprawdzaé wartosci funkcji? Wojtek
postanowil zaryzykowaé i przyjat, ze program idzie po linii najmniejszego
oporu i probkuje funkcje w N + 1 réwno odleglych weztach. Na odcinku
[0, L] bylyby wiec to punkty

x; =1ih, gdzieh=L/N,i=0,...,N.
Wtedy, zeby zachodzilo sin(x;) = sin(kx;), wystarczyloby, ze dla pewnego
catkowitego m

krx;=x;+2mnm dlai=0,...,N,

skad od razu widaé, ze jednym z dobrych wyboréw jest k =1+ 87 /h.
Jednak dalej nie wiemy przeciez, jakie jest N, a tym samym h ... Wojtek
niezrazony brnal jednak dalej: w koncu matematyk przy pracy musi byé
optymista! Wciaz liczac na to, ze program implementuje rozwiazania
najprostsze z mozliwych, zalozyl, ze N jest parzyste. ,,Na pewno
uwzgledniaja wartos$ci funkcji w krancach odcinka i do nich dokltadaja
jeszcze pare wartosci ze srodka przedziatu (0, L). Zapewne wszystkie
inne punkty tworzone sa przez dwukrotne zageszczenie tego wyjsciowego
podziatu — a to znaczyloby, ze N jest catkowita wielokrotnoscia jakiejs
potegi dwdjki! Zreszta, sprawdzmy w dokumentacji. . .”
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Rozwigzanie zadania F 749.

Camera obscura to po prostu skrzynka
z dziurka, naprzeciw ktoérej znajduje

si¢ klisza lub papier §wiattoczuly
(konstrukcja taka jest nadal uzywana
wspoélezesnie do tzw. fotografii
otworkowej). Aby mozna bylo rozréznié¢
pregi, odleglod¢ kliszy od otworka
powinna by¢ taka, zeby obrazy preg

nie pokrywaly sie ani nie stykaly.
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Z rozwazan geometrycznych wynika, ze:
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Zatem glebokos¢ skrzynki powinna by¢
wigksza niz 10 cm.

Siegnat do programu Octave, ktorego funkcja fplot rzekomo potrafi
rysowaé¢ wykresy nawet bardzo skomplikowanych funkcji. Poniewaz jest to
wolne oprogramowanie, Wojtek miat dostep do petnego kodu zZrédtowego.
Okazalo sie, ze wszystkie jego przypuszczenia potwierdzily sie co do joty,
a procedura zageszczania startowala z podziatu odcinka na 7 czesci.
Skoro tak, to nalezy wziaé¢ k =1+ 7n2"/L dla dostatecznie duzego n.
»,Na przyktad, gdy L =5, to dla n =4 dostajemy k = 71,372. Wpiszmy
zatem do Octave:”

fplot("sin(71.372xx)",[0,5]);

Efekt przeszedl jego najémielsze oczekiwania: jego oczom ukazatl sie,
zamiast szybkozmiennej funkcji, wykres. .. sin(z). ,Hurraaalll...”

W ciagu nastepnych paru minut metoda prob i bledéw wykryt, ze

w Maximie ten sam efekt na odcinku [0, 5] uzyska sie dla funkcji
sin(403,124 x): zupelnie jakby Maxima ,mys$lala”, ze wykresem tej funkcji
jest wykres sin(x)! Rzut oka w dokumentacje MuPADa sprawil, ze chwile
pézniej ten system ,polegl” na sin(151,8 z). Natomiast dla Mathematiki
Wojtkowi nie udalo sie (jeszcze) znalezé odpowiedniego przykladu. ..

,Co6z, myli¢ sie jest rzecza nie tylko ludzka...” filozoficznie skwitowalt
Wojtek. Ziewnatl, przeciagnal si¢ — i poszedl graé w kosza.

Czy mimo to komputer moze pomoc
matematykowi?

Przekonanie o tym, ze komputery sa niezawodne i znacznie sprawniejsze
w rachunkach niz czlowiek, jest powszechne. Przekonanie to
prawdopodobnie w jakims stopniu podziela nawet Ministerstwo

Nauki i Szkolnictwa Wyzszego, zalecajac w mozliwie duzym stopniu
wykorzystywanie pakietéw komputerowych do wyktadania matematyki
na uczelniach. Nalezy wszakze pamietaé, ze komputer to tylko
narzedzie o ograniczonych mozliwosciach. Mozemy z jego pomoca
eksperymentowac z matematyka, pamietajac, ze wyniki kazdego
eksperymentu sa podatne na zaburzenia wprowadzane przez
yhiedokladnosci lub wady sprzetu laboratoryjnego”, a takze ,nieuwage
lub niedbalo$¢ laboranta”. Uzycie komputera — zwlaszcza w matematyce
— nie zwalnia od mys$lenia; przeciwnie, wymaga glebokiej refleks;ji,
wiedzy, spostrzegawczosci i kultury matematycznej! Na szczescie
komputer nie jest nieprzewidywalna wroézka. To potezne narzedzie,
ktore w umiejetnych rekach moze zdziala¢ cuda — lecz w dloniach osoby
niemajacej dostatecznej wiedzy o tajnikach jego dziatania moze by¢
bardziej niebezpieczne od brzytwy. ..

Konkurs! Zapraszamy Czytelnikéw do wskazania innych ciekawych
przyktadéw nieprawidlowego rysowania wykreséw funkcji w pakietach
komputerowych. Przyklady moga dotyczy¢ dzialania jednego z trzech
systeméw: Maxima, Mathematica i MuPAD. Przyktad powinien zawierac:
definicje (tzn. wzér) funkeji, nazwe wykorzystanego oprogramowania,
polecenie systemowe uzyte do narysowania wykresu oraz opis, na czym
polega réznica miedzy prawdziwym wykresem a tym, co narysuje
system. Propozycje prosimy nadsytaé¢ wytacznie pod adresem e-mail
knn@mimuw.edu.pl, z tematem: ,Konkurs rysunkowy”. Autoréw
najciekawszych propozycji nagrodzimy publikacja ich przyktadow
w Delcie.

Malq Delte przygotowal Piotr KRZYZANOWSKI
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