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Rozwigzanie zadania F 742.
Obraz na ekranie bedzie w ksztalcie kota
o promieniu r = F tg6 ~ F0 (rysunek),

gdzie 0 = 3 — «. Z prawa zalamania
sin/sin 8 = 1/n, zatem 8 = na oraz
0~ a(n—1)istad

r=Fa(n—1).

Mota delld

Czy komputer potrafi rozwigzywac¢ réwnania?

Wojtek Zle spal w nocy, rozmyslajac o trudnosciach obliczen
numerycznych, w ktérych nie sposéb skorzysta¢ z dokladnej wartosci
wielu kluczowych w matematyce i jej zastosowaniach statych: ani

z liczby m, ani z 4/3, ani nawet 1,1. Przeciez to, na przyklad, znaczy, ze
sin(7) obliczony np. w jezyku C albo w programie obliczenn numerycznych
Octave lub MATLAB bedzie jedynie w przybliZeniu réwny zeru.

W konsekwencji wiele innych podstawowych tozsamosci matematycznych
bedzie spetnionych tylko w przyblizeniu. Zakochanemu w picknie
logicznego rygoryzmu matematycznych twierdzen Wojtkowi byto bardzo
trudno z tym sie pogodzi¢.

Nastepnego ranka, nieco zaspany, przeczytal w Internecie, ze remedium na
bolaczki obliczen numerycznych moze byé zastosowanie komputerowych
pakietow obliczen symbolicznych, takich jak np. Mathematica, Maple, czy
MuPAD. Przez zastosowanie niezbednych sztuczek programistycznych
(ktérych cena jest zmniejszona szybkosé rachunkéw) programy te licza
tak jak czlowiek: ,znaja” ulamkii ,wiedza’, jakie wlasnosci ma liczba 7.
Szybko wiec zainstalowal na swoim komputerze darmowy program Maxima,
pozwalajacy prowadzi¢ rachunki symboliczne.

Rzeczywiscie, program byt bardzo przyjemny w uzyciu. Humor zaraz mu
sie poprawil, gdy sprawdzil, ze w Maximie (4/3 — 1) -3 — 1 jest réwne
dokladnie zeru, podobnie zreszta jak sin(7). Z duza satysfakcja zauwazyl
takze, przegladajac komendy programu, ze moze teraz bez najmniejszego
trudu wyznaczy¢ choéby 2009 cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby
m=3,1415.... (Na pro$be Redakeji Delty nie przytaczamy pozostalych
2004 cyfr rozwiniecia.)

Starszy brat takze dal sie porwaé¢ komputerowym eksperymentom i nawet
podczas wyktadéw obmyslal, czym mogliby zaskoczy¢ Maxime lub
Mathematike — jednak nie byto to takie tatwe. Az wieczorem pewnego
dzdzystego dnia zakomunikowal triumfalnie Wojtkowi:

— Sprébuj rozwiaza¢ réwnanie (10 + 2)29% = (2 4 4)2°%°1 Na liscie
dyskusyjnej przeczytatem, ze pono¢ wszystkie programy symboliczne
zaliczaja sie na nim na Smierc!

W jego glosie czuto si¢ lekka ekscytacje, gdy dzielit sie z Wojtkiem
swoimi doswiadczeniami.

— Faktycznie, nawet Mathematica ma z nim klopoty — ale czekaj, opowiem
Ci od poczatku. Najpierw sprawdzilem réwnanie nizszego stopnia,

(10z + 2)? = (22 + 4)?,

16



L...]

Rozwigzanie zadania M 1244.
Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej
liczby naturalnej n istnieje zbiér S,
ztozony z n liczb catkowitych dodatnich
o tej wlasnosci, ze suma liczb dowolnego
niepustego podzbioru zbioru S,, nie jest
kwadratem liczby catkowitej.

Dla n =1 przyjmijmy S; = {2}.

Zalézmy, ze dla pewnego n suma liczb
zadnego z podzbioréw zbioru S,, nie jest
kwadratem liczby catkowitej.

Niech m bedzie taka liczbg catkowita
dodatnia, ze suma wszystkich liczb
zbioru S,, jest mniejsza od 2m. Ponadto
niech S,41 = Sp, U {7712 + 1}.

Jedli w podzbiorze zbioru S, 1 nie ma
liczby m? + 1, to zgodnie z zalozeniem
indukcyjnym suma liczb tego podzbioru
nie moze by¢ kwadratem liczby
catkowitej. Jesli natomiast liczba m? +1
nalezy do podzbioru zbioru S, 1,

to suma elementéw tego podzbioru

jest wieksza od m?, a mniejsza od
m2+142m = (m + 1)2, co oznacza, ze
suma ta nie moze by¢ kwadratem liczby
catkowitej.

zwykte réwnanie kwadratowe. Wpisalem wiec w Mathematice

Solve[(10x + 2)"2 == (2x + 4)"2, ¥]

... 1 jak mysélisz, co sie stato?
— Na pewno Mathematica rozwiazala je bez trudu? — domysélit sie Wojtek.
— Yhm, natychmiast. Co gorsza — wstyd sie przyznac! — zrobita to
lepiej ode mnie. .. Bo ja, liczac wynik w pamieci, zapomniatem, ze
po spierwiastkowaniu stronami dostaje sie rownanie z modutami,
|10z + 2| = |22 + 4],
ktére ma przeciez dwa rozwiazanial. ..
Tu Wojtek nie méglt powstrzymac sie od upajajacego usmiechu
politowania: wlasnie o tym uczyli sie teraz w liceum!
— Skoro tak — brat ciagnat dalej, starajac si¢ nie zauwazaé reakcji
Wojtka, — to sprobowatem zrobi¢ ten przyktad z Internetu, to znaczy:
(10x + 2)29%9 = (2 + 4)20%9,
Widzisz, Mtody, to réwnanie jest prostsze od kwadratowego, bo
nie wymaga modutéw! Po prostu poréwnujesz wyrazenia w nawiasach:
(102 + 2)2° = (22 4+ 4)* —= 10z +2=2z+4

i rozwiazujesz wszystko w pamieci. . ..
Wojtek juz otwieral usta, by podaé wynik, ale brat zaskoczyl go finalem
opowiesci:

— Czekaj, stuchaj, bo to jest najlepsze! Wpisalem to réwnanie do
Mathematiki, zaznaczajac dla utatwienia, ze tym razem szukamy tylko
pierwiastkéw rzeczywistych:

Reduce[(10 x + 2)"2009 == (2 x + 4)"2009, x, Reals]

a ona zaczela liczy¢, liczy¢ i liczy¢. .. Rozwiazywala to réwnanie przez
godzine (dtuzej nie moglem czekaé) — 1 wciaz sie nie doliczylal

Mimo satysfakcji, ze wydal sie sobie madrzejszy od starszego brata,
Wojtek byt zatamany konkluzja opowiesci. Komputerowy program
rachunkéw symbolicznych okazal si¢ najwyrazniej jedynie szybkim

i tepym rachmistrzem, niedostrzegajacym jakichkolwiek relacji
pomiedzy elementami rownania. Zapewne droga postepowania

byla tak prosta jak posterunkowego na stuzbie: ,,Co my tu mamy,
hmmm, do rozwigzania?” ,,Aha, réwnanie wielomianowe bardzo
wysokiego stopnia...” | Taaak, umiem rozwiazywacé niektore takie
rownania, ale tylko postaci ag + a1z + ... 4+ a,a™, a tu sa jakie$
dwumiany w jakichs potegach...”  No dobra, to rozpiszmy wszystko
podnoszac do potegi, a potem — zredukujmy i zobaczmy, co si¢ stanie!”
— 1 wlasnie w tym momencie komputer zaczal na poczatek pracowicie
rozpisywaé (10x + 2)20%9 a to, jak latwo sie domyélié, jest baaaardzo
powaznym wyzwaniem. .. Procesor grzal sie jak szalony, mijaly kwadranse
i nic poza tym sie nie dziato. ..

Po tych przemyéleniach juz bez wiekszych emocji bracia sprawdzili,
ze ich darmowa Maxima okazala sie tak samo bezrefleksyjna, jak
komercyjna Mathematica.

Malq Delte przygotowal Piotr KRZYZANOWSKI
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