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Czy komputer zna sie na matematyce?
Muyslisz, Ze komputer potrafi liczyé? — Mozesz sie przeliczyc!

Wojtek Pytalski jest zachwycony mozliwo$ciami komputerow. Nie widzi
nic dziwnego w tym, ze uzywa sie¢ ich wszedzie, od dzieciecego pokoju,
przez powazne instytucje finansowe, az po mury wyzszych uczelni. Jest
przekonany, ze sg niezawodne i znacznie sprawniejsze w rachunkach

niz czlowiek i z pewnoscia nie myla sie w obliczeniach tak, jak to
niejednokrotnie zdarza sie (zawsze nieco roztargnionym) matematykom.

Czy komputer potrafi liczyé?

Starszy brat, ktory juz od dwoch lat studiuje matematyke,

z politowaniem popatrzyl na Wojtka. ,,Nie ma czym sie zachwycac¢”
— ziewnal. — | Zréb test Kahana: komputer nawet nie umie doktadnie
obliczy¢, ile to jest (4/3 —1)-3...”.

Wojtek spojrzal z niedowierzaniem — czy czasem brat nie chce z niego
znowu zadrwi¢? — wiec niewiele myslac, szybko zasiadl do klawiatury,
aby przekonaé sie, jak jest naprawde. W szkole nauczyli sie programowac
w jezyku C, wigc bez trudu uruchomil nastepujacy programik:

#include <stdio.h>

int main(void)

{

float x;

x = (4.0/3.0-1.0)%3.0;
printf(" Wynik:_%f\n", x);

© vd) ~ o] w > w (V] -

return(0);
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Wojtek juz wiedzial, ze gdyby napisat po prostu x = (4/3—1)*3, dostatby
w wyniku 0 (a czy Ty wiesz dlaczego?). Uruchomit szybciutko program
i triumfalnie oznajmit starszemu bratu: ,Nieprawda, nie dalem sie
nabraé: co jak co, ale takie proste obliczenia komputer wykonuje
bezblednie! Zreszta, sam popatrz na monitor:”

[Wynik: 1 ]

)

»Ech, maluchu, maluchu...” — z politowaniem westchnat brat — ,lepiej
sprawdz, czy (4/3 — 1) -3 — 1 wyjdzie Ci zero...”. Wojtek zastanowil sie
— bo niby na czym miataby polegaé¢ réznica? — ale szybko zmienit si6dma
lini¢ programu na

x = (4.0/3.0—1.0)%3.0—1.0;
1 uruchomit:

[Wynik: —2.22045¢—16 ]
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Gdy zobaczyt ten wynik, zawstydzil sie, gdyz natychmiast zrozumial, co
przeoczyl poprzednio i dlaczego zamiast zera pojawito sie —2.22045 - 1016,
No tak, zupelnie zapomnial o tym (a przeciez uczyli si¢ tego kiedy$ na
informatyce), ze wyniki obliczen komputera sa zaokraglane z pewna
doktadnoscia. Na pewno komputer nie jest w stanie obliczy¢ z absolutng
precyzja wyniku dzielenia 4/3 = 1,333333... (liczba 4/3 ma nieskoniczone
rozwiniecie, wiec trzeba je w pewnym momencie ,urwaé¢”). W takim razie
i pozostale obliczenia cierpig z powodu tego zaokraglenia! Dlatego dla
komputera 4/3 — 1 jest tylko prawie réwne 1/3 i w konsekwencji (4/3 — 1) -3
jest tylko prawie rowne 1; to ,prawie”, jak wynika z testu, jest rowne mniej
wiecej 2 - 10716 — jest wiec bardzo male, ale nie zerowe.

,Gdyby wiec pozby¢ sie dzielenia i wykonywadé obliczenia wylacznie na
zadanych, prostych liczbach, komputer musi daé poprawny wynik!” —
wrzasnal uradowany tak glosno, ze dotychczas spokojnie Spigcy Mruczek
zeskoczyl ze swojego ulubionego miejsca na regale. ,No, staruszku,
popatrz!” — odwrécit sie do brata — ,Wystarczy obliczaé

(1,1-1)-10-1=0

— w tym wyrazeniu wszystkie liczby sa tak proste, ze nie ma mowy
o bledach...”. W okamgnieniu jeszcze raz zmienil sibdma linijke swojego
kodu na

x = (1.1-1)*10-1.0;

i ponownie uruchomit program:

[Wynik: 8.88178e—16 ]

Bracia popatrzyli po sobie skonsternowani. .. Co si¢ dzieje?!! Dalej
niedoktadnie??! Starszy szybko wyciagnat z szuflady wystuzony
kalkulator (po ostatnim kolokwium z wiekszym krytycyzmem podchodzit
do swoich mozliwosci rachunkowych) i wstukal na klawiaturze:
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Wyszto rowno ZERO.

Wiec jak to jest — pomyslat Wojtek — ich wspdolny wypasiony komputer

z najnowszym procesorem Intela nie umie wykonaé¢ bezbtednie nawet tak
banalnego dziatania, ktére z drugiej strony ani dla nich samych — ani dla
leciwego, dziesiecioletniego kalkulatora — nie jest zadnym problemem?
Fakt, na komputerze btad dalej byt malutki — okoto 0,0000000000000009,
ale. .. dlaczego w ogdle tam byl jakikolwiek blad?!

Wszystko wskazywalo na to, ze — w przeciwienstwie do starego kalkulatora
— komputer nie uzywatl dokladnej wartosci liczby 1,1, tylko jakiego$ jej
przyblizenia. . . Moze wiec odkryli powazny defekt w konstrukcji procesora?
7 wypiekami na twarzy zaczeli bardziej systematyczne badania. Wojtek
zajal sie dalszymi eksperymentami. Starszy brat siegnat po fachowa
literature i wkrétce natrafil na informacje, ze liczba 1,1 ma nieskoriczone

rozwiniecie dwojkowe. Rzeczywiscie, przeciez latwo sprawdzié¢, sumujac
szeregi geometryczne, ze
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To za$ znaczy, ze liczba 1,1 zapisana w systemie dwdjkowym ma postac:
(1,000110011001100 1100 .. .)s.
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m Komputer przechowuje liczby wlasnie w systemie dwéjkowym
" 1 oczywiscie nie jest w stanie zachowa¢ w pamieci nieskonczenie wzelu

v - 15 s « 3 Tar . . . - . . .
i cyfr rozwiniecia! Dokladniej, procesor ich komputera, pracujacy pod

Zapisujac prawo zalamania po kolei dla

kazdej plytki, otrzymujemy w koficu kontrolag 64-bitowego systemu operacyjnego Linux, moze pamie¢tac jedynie
Rt pactanin ad pomducinl ey Sy sow) 52 cyfry po przecinku binarnego rozwiniecia liczby 1,1 — a wiec wszystkie
calkowitego wewnetrznego odbicia. e e & . SR e s :
Wiedy: dzialania prowadzi nie na 1,1 (jak wczeéniej mysleli), ale na liczbie

g3 0 1. N—1

sin amin = n/k .

(1,000110011001100110011001100 110011001100 1100110011010),
——

52 cyfry

. 1 L.N—1
zatem oyqin = arcsin(n/k’ ).

— ktéra rézni sie od wyjsciowej wartosci 1,1 o okolo 1071, Dalszego ciagu
tatwo sie domyslic.

Tak wiec rzeczywiscie, nie tylko liczba 4/3, ale tez 1,1 jest
reprezentowana w sposob przyblizony w procesorze komputera. . .

Z drugiej strony, kalkulatory zwykle korzystaja z reprezentacji liczb
w systemie dziesietnym (a nie dwéjkowym) — wlasnie dlatego, by

nie sprawia¢ ludziom niespodzianek podobnych do powyzszych —1i to
tlumaczy doktadny wynik obliczenia (1,1 — 1) - 10 — 1 na kalkulatorze.

Szukajac wigcej informacji na ten temat, Wojtek dowiedzial sie, ze

nie tylko oni padli ofiara nadmiernej ufnosci w precyzje komputerowych
obliczen. To wlasnie falszywe przekonanie wojskowych inzynieréw,

ze komputer (wystarczajaco) dokladnie wykonuje obliczenia na
catkowitych wielokrotnosciach liczby 0,1, bylo praprzyczyna zagadkowego
zachowania si¢ amerykanskiego systemu antyrakietowego Patriot, ktory
po kilkudziesieciu godzinach bezczynnosci (tak!) kompletnie tracil
celnosé, co swego czasu umozliwito skuteczny atak rakietowy wojsk
irackich podeczas operacji ,,Pustynna Burza”.

Malg Delte przygotowal Piotr KRZYZANOWSKI
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