Kosci Sichermana Marcin WOZNIAK *

Istnieje wiele gier, w ktérych jako generatora liczb losowych uzywa sie¢ dwoch
tradycyjnych kosci o liczbach oczek 1, 2, 3, 4, 51 6, a za wynik rzutu przyjmuje
sig sume liczb oczek uzyskanych na tych kosciach. Jak wiadomo, rozktad tej
sumy nie jest jednostajny.

1 2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
213 4 5 6 7 8
314 5 6 7 8 9
415 6 7 8 910
516 7 8 91011
617 8 910 11 12

Podsumujmy wszystkie mozliwe wyniki w tabeli. Widaé¢, ze prawdopodobienstwa
ich uzyskania nie sa réwne:

Suma oczek 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Prawdopodobiefistwo | 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Okazuje sie, ze istnieje jeszcze inna para kosci, tym razem réoznych, ktora daje
ten sam rozktad wynikéw. Kosci te na czesé odkrywey nazwane zostaly ko$émi
Sichermana.

Przez R (jak row) oznaczmy kos$¢ o liczbach oczek 1, 3, 4, 5, 6 1 8, a przez C (jak
column) oznaczmy ko$¢ o liczbach oczek 1, 2, 2, 3, 31 4.

FLaczna liczba oczek na Sciankach kosci R wynosi 27. Mozna je roztozy¢ w taki
sposéb, aby suma oczek na przeciwleglych sciankach wynosita 9. Na tradycyjnych
kosciach suma ta wynosi 7, natomiast dla kosci C otrzymujemy 5.

Tabela mozliwych wynikéw przy rzucie kosémi Sichermana wyglada nastepujaco:
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Zastan6 wm y sie, jak moga wygladac kosci Sichermana. Chcieliby$my odpowiedzie¢
na nastepujace pytania:

1. Jak znalezé¢ uktad oczek na dwdéch kosciach, tak aby kazda suma oczek, od 2
do 12, pojawiala sie tak samo czesto jak na tradycyjnych kosciach?

2. Ile jest réznych par kosci spelniajacych ten warunek?

3. Jak rozwiazac¢ pierwszy problem dla wigkszej liczby kosci? Dokladniej, jak
znalez¢ uklad k > 2 kosci, aby rozktad wynikéw rzutéw byl taki sam jak dla
k kosci tradycyjnych?

Aby odpowiedzie¢ na powyzsze pytania, nalezy przyjrzeé sie rozkladom sum
liczb oczek. Dla kazdej z kosci konstruujemy wielomianowsa funkcje tworzaca
w ten sposob, ze x? przypiszemy kazdej $cianie kostki, ktéra ma d oczek.
Kosciom tradycyjnym odpowiada funkcja tworzaca
flx) =2t + 22 + 2% + 2% + 2° + 25,

dla koéci R i C bedzie to odpowiednio

B4ttt 1 2t 4203 4 227 4+ 2l
Ta konstrukcja funkceji tworzacej ma sens dla dowolnych kosci z nieujemnymi
liczbami na Sciankach, bez wzgledu na liczbe $cian. Zamiast rzuca¢ dwiema
ko$¢émi o funkcjach tworzacych f(x) i g(z), mozemy réwnowaznie rozpatrywaé
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jedna ko$¢ o funkceji tworzacej réwnej f(z) - g(x). Funkcja tworzaca dla pary
tradycyjnych kosci wynosi zatem
($1+Z‘2+~"+$6)2:
=22+ 22% + 32 + 425 + 52° + 627 + 528 + 427 + 3210 + 22 + 212,
gdzie wspolczynniki wskazuja, ile razy pojawia si¢ dany wynik przy rzucie
2 kosci. Zauwazmy ponadto, ze dzigki funkcji tworzacej mozna tatwo obliczy¢, ile

jest $cianek na danej kosci. Mianowicie, nalezy wzia¢ wartos¢ funkcji tworzacej
w z = 1. W przypadku kosci tradycyjnych oczywiscie f(1) = 6.

Zapiszmy teraz nasze zadanie za pomocy funkcji tworzacych.

Niech W7 (z) i Wa(x) beda funkcjami tworzacymi kosci Sichermana, ktére
budujemy. Warunek, aby ,dzialaly” one jak tradycyjne kosci, jest nastepujacy:

(1) (x' + 2% 4+ 292 = Wy (2) - Wa(z).

Otrzymalismy zatem zadanie rozkladu wielomianu na czynniki. Co wiecej,
wielomiany Wi (z), Wa(x) maja pewne z géry zadane wlasnosci:

e W1(1) = Wa(1) = 6, poniewaz chcemy, zeby szukane kosci mialy po 6 $cianek,
o Wi (z) i Wa(x) nie maja wyrazu wolnego, w przeciwnym bowiem przypadku
ktoras ze $cianek musiataby by¢ pusta.
Przyjrzyjmy sie rozktadowi wielomianu ' + 22 + - - - + 2% na czynniki:
el 4?2+t 425+ 28 =
r(@b—1) a@®-1D)(@®+1)

(12t 42?4+ 2t P = _ _
z(l4+z 4z +a°+z° +2°) po 1

_ x(x—l)(x2+x+$12(ﬂlv+1)(x2_;L'—i—l) — 2@+ o+ )@+ 1)@ -+ 1)

Oznaczmy Vi (z) =, Va(z) =2+ 1, Va(z) =22 + 2+ 1, Vy(o) = 22 — 2 + 1.
Mamy zatem nowy zapis zadania (1):
(2) (Vi(z) - Va(z) - V(@) - Vi(2))* = Wi () - Wa(z).

Zauwazmy, ze V1(1) =1, V5(1) = 2, V3(1) = 3, V4(1) = 1. Obserwacja ta narzuca
rozwiazanie zadania (2). Okazuje sig, ze osiem wielomianéw (po dwie kopie V;(x),
1 =1,2,3,4) nalezy podzieli¢ na dwie grupy, a w kazdej z nich musza znalez¢ sie:

e wyrazenie Vi (x), jako jedyne gwarantujace nieobecno$é wyrazu wolnego,
e wyrazenia Va(x) i Va(x), poniewaz zgodnie z regula liczenia liczby Scianek
wielomian W;(z) w punkcie # = 1 powinien dawaé¢ warto$é 6.

Pozostaje jedynie rozdysponowaé wielomiany Vy(z). Jesli uczynimy to
sprawiedliwie, wlaczajac po jednym Vy(z) do wielomianéw Wi (x) i Wa(x),
wtedy otrzymamy kosci klasyczne. Jesli zag oba Vy(z) ,wrzucimy” do jednego
z nich, uzyskamy wtedy kosci Sichermana.

Kosci klasyczne:
Wi (z) = Wa(x) = Vi(z) - Va(z) - Va(z) - V() = o + 2 + 2% + 2 + 25 + b,
Kosci Sichermana:
(kog¢ C) Wi(z) = Vi(z) - Va(x) - Va(z) = 2 + 222 + 223 + 2*,
(kos¢ R)  Wa(x) = Vi(z) - Va(z) - Va(x) - Va(z) - Va(z) =
=x+a®+at + 2%+ 2 + 28
Znamy wiec odpowiedz na pytanie 2: istnieje jeden uktad kosci Sichermana
alternatywny do klasycznych kosci.

Jedli chcielibySmy rozwiaza¢ to zadanie, dopuszczajac puste $cianki na
kosciach, czyli z pominieciem warunku, ze kazde W;(z), j = 1,2, musi zawieraé
wyrazenie Vi (x), otrzymujemy dodatkowe rozwiazania postaci:

a) Wi(x) = Vo(a) - Va(2) - Vi(z) - Vi(z) = 2® + 2% + 22" + 2°,
W (z) = Va(z) - Va() - Va(e) - Va(z) = 1 + 2% + 2° + 2" +2° + 27,
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Rozwigzanie zadania M 1228.

Niech a oznacza liczbg pdl czarnych

w ustalonym wierszu lub kolumnie.
Wéwezas po wykonaniu ruchu liczba pél
czarnych w tym wierszu (lub kolumnie)
wynosi 8 — a. Wobec tego po wykonaniu
ruchu nie zmienia sie parzystosé liczby pél
czarnych na szachownicy. Na poczatku pél
czarnych bylo 32, nie jest zatem mozliwe
doprowadzenie do szachownicy z dokladnie
jednym polem czarnym.
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Przedstawione zadanie konstrukcyjne
mozna rozwijaé, rozpatrujac kosci

o réznej liczbie $cianek. W ten sposéb
otrzymujemy wiele zadan do rozwigzania
— niektére sytuacje daja ciekawe wyniki,
a inne nie.

W (z) = Vo(x) - Va(z) = 1+ 2 + 222 + 2%;
c) Wi(z) = Va(x) - Va(x) - Va(z) = 1 + & + 2? + 2° + 2™ + 27,
Wa(x) = Va(x) - Va(x) - Va(z) - Vi(z) - Vi(z) =
=24+ 28+t 425+ 2%+ 27
A co dla wiekszej liczby kosci?

Szukamy dowolnego ukladu k kosci takich, aby suma wyrzuconych na nich
wartosci miala taki sam rozklad, jak przy rzucie k kosci klasycznych.

Konstruujemy kosci Sichermana dla sumy liczby oczek na k kosciach (k > 2), czyli
(@' +a? 4 2% = (V@) Va(e) - Va(x) - Va(2))* =
= Wi (2) Wa() - - - - Wi(z).
Tym razem rozdzielamy 4k wielomianéw V;(x), i = 1,2,3,4, na k grup tak, zeby
e w kazdej bylo wyrazenie V;(z),
e w kazdej byly wyrazenia Va(z), Vs(z),
o k kopii Vy(x) dzielimy miedzy W;(x), j =1,2,..., k.
Mamy zatem
3) Wj(2) = Vi(a) - Va(@) - Va(@) - V7 (2),  j=1,2,....k,
gdzie zapis V,” (z) oznacza, ze r; kopii Vy(z) trafia do danego
wielomianu Wj(x), przy zalozeniach: r; < k oraz suma uzytych poteg Vi(x)
w wielomianach W;(x) wynosi k.

W przypadku, gdy r; = 1, uzyskujemy kostke klasyczna, natomiast dla r; =0
i r; = 2 otrzymujemy poznane juz kosci Sichermana: odpowiednio C i R.
Czy moga pojawic si¢ inne wartosci ;7
Zastanowmy sie, ile Scianek z dwoma oczkami znajduje si¢ na kosci
scharakteryzowanej przez funkcje tworzaca W;(x), czyli jaki jest wspdlczynnik
przy z* w wielomianie W;(z). Po przemnozeniu wystepujacych w kazdej funkcji
tworzacej (3) wyrazen Vi (x), Va(z), V3(z) otrzymujemy
(4) Wj(x) = Vi(x) - Va(z) - Va(@) - V)" (2) =

= (z+22% +22° + 2" (1 — 2z + 2?)"7.

Zapiszmy W;(z) inaczej:

(5) Wj(z) = (x4 22° + A)(ar, + by,x + By)),
gdzie A jest wielomianem stopnia co najmniej 3, a B, jest wielomianem stopnia
co najmniej 2. Przez prosta indukcje¢ mozna wykaza¢, ze a,; = 1 oraz b., = —r;.

Wobec tego wspétezynnik przy 2 w réwnaniu (5) wynosi 2a,, + by, =2 —1j.
A to wyrazenie musi by¢ nieujemne, poniewaz okresla liczbe Scianek z dwoma
oczkami, wigc r; < 2.

Whioskujemy zatem, ze nie istnieja inne kosci spelniajace warunki zadania —
konkurencje dla koéci klasycznych przy rzucaniu k kosémi moze stanowié¢ jedynie
y,mieszanka” kosci klasycznych i koéci Sichermana. Warunek poprawnosci takiego
uktadu jest nastepujacy: sumy na k kosciach beda takie same jak na kosciach
klasycznych wtedy i tylko wtedy, gdy

k=r1+---+1r, oraz rj € {07172}'
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