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L'MONQP9ROSUTVPXW'Y4Z\[\]\^`_bac^d[VeQ^>Zcfga\hiZcjVkch�lmZ\honGprqsZ�[gltpuZClKprk�prqsZ\[Vk+_mv1lmZ\honGprqsZ\[Vl;fwZ\_xke`hikclulyZcfgzg^`ac^d[�^`_uk+pb^|{Vk+_ukcjOZ�hiqoe|lKvglKpu^d}~ly_b^dhik�pu^dzApbZ�pr��^

p � B k+{Vhokce`qik\[AZc{U^`_uk+pbZ\_qil�{g_bZ�]\^dz9� 8 lbqo}~qihok+_�_b^dlbnVh p1qolCZcjgpuk\qi[g^dz�f�Zc_C]ck+_uqik+jOhs^
^Q��{UZ\[�^d[\p
p
� H [�pr��^e`kclm^1Zcf

p
eQZ\[VlKprkc[\p`�gpr��^,eQZ\[\]\^`_bac^d[Ve�^1qol6{g_bZ�]\^dz�puZ�jU^ C1

loc

�Oqo[�pr��^A]ck+_uqikcjVhs^^Q��{OZ�[�^d[\p�eQk\lm^C�
L2 k\[gz W 1,p(x) ��� ^dk+�U�

�U���*���t�y�6�K�C���C�6�����9�&�K�
�¡ U¢I£�¤+¥§¦0¨(©4¨�ªI«�¬X¥§ U­X®¯ 9°C±X¨G£U¨�¢X¨G®�«g¤�¨�²I«O®�«O©4 U³§¥§´(¨Gµ;­I«g¤+¥§ U¢X¶�ª>«�¬t¨(©4¨�¨�¢�·�¥§±X¨�³w¸

¶`¤�­I±X¥§¨�±6¹'¤�ªI¨
p º ��«O²X³�«U´�¥�«O¢»¨�µ;­I«V¤�¥§ U¢�©4¨�¥§¢I£¼«½¦� ;±X¨�³�¨c¾X«O¦�²X³§¨ �À¿ ¢�²>«O®Q¤�¥�´�­X³�«O®G¹

�6¥§¨�©4¨�®d¦�«O¢ÂÁ ÃOÄ~²I®d G¬t¨�±¼¤�ª>«g¤�¹A°K U®ÆÅ�¨G®d 
©4 U­X¢I±I«O®Q¸¼±>«g¤+«
«O¢I±�¥§¢Ç¤+ªX¨/¶�´G«O³�«U®Æ´G«U¶d¨È
m = 1 É ¹|¤+ªX¨Æ¶� U³§­x¤�¥§ U¢I¶Ê U° È � É «O®�¨Æ©4 U­X¢I±X¨�±
¥§¢ L∞ ��Ë ¨�³�Ì1¥§¢I �«O¢X± Ë  U³§©4¨G«O­X³w¤¨�¶`¤+«U©X³§¥§¶�ªX¨�±6¹x°Í 9®�¢X U¢ º ¢X¨�£9«V¤�¥w¬t¨�¥§¢X¥w¤�¥�«O³¡±>«g¤+«0«O¢X±!­X¢I±X¨�®�¶d 9¦0¨(«O¶�¶�­X¦0²x¤�¥§ U¢I¶� U¢ p ¹¢I V¤� U¢X³w¸¼¤�ªX¨�´� U¢t¬t¨�®d£U¨G¢X´�¨�¤+ Î¶`¤+«g¤�¥§ 9¢I«O®Q¸Ï¶d 9³§­y¤�¥§ U¢I¶G¹1©I­y¤�«O³§¶� Ð«U¢Ï¨�¶`¤�¥§¦�«V¤�¨� U¢
´� 9¢9¬t¨�®d£U¨G¢X´�¨�®�«g¤�¨�Á � Ä �&Ñ ¨�±I *¢X V¤~Ò;¢I G·�¹;ªI G·~¨c¬t¨�®G¹; 9°6«O¢9¸�´� U¢9¬;¨�®d£U¨�¢I´�¨�®d¨�¶�­I³w¤
¥§¢
¤�ªI¨�¬t¨�´\¤� U®d¥�«O³6´G«O¶�¨ �
¿ ¢/¤+ªX¨�²I«U²|¨�®~·~¨�¶`¤�­I±y¸�£U³§ U©>«O³¡¶� U³§­x¤�¥§ U¢I¶¯ U°6¤�ªI¨�¶`¸x¶`¤�¨�¦

ut −∆pu+ ∂2f(x, u) = 0 u : [0,∞)× Ω→ Rm
È � É¥§¢�¤�ªX¨*¶�²>«O´�¨

w + W 1,p
0 (Ω)

¹>·�¥w¤�ª
¥§¢X¥w¤�¥�«U³&´G U¢X±X¥w¤+¥§ U¢
u(0, x) ≡ w(x)

¹
p ≥ 2

«O¢X±
¤�ªI¨�°Í U³§³§ G·�¥§¢X£�ª9¸X²| V¤�ªI¨�¶�¨�¶¯ U¢

f
¹
Ω
¹
w ÓÔ ªX¨*°Í­X¢I´c¤�¥§ U¢

f(x, y)
¥§¶�«/Õ~«O®�«g¤+ªXÖ� ;±I U®Q¸�°Í­X¢I´c¤�¥§ U¢5¶�­X´+ª!¤+ªI«g¤

∂2f(x, y)
È ¤�ªX¨

±I¨�®d¥w¬U«g¤+¥w¬t¨�· � ® � ¤� !¤�ªX¨�¶d¨G´� U¢X±Ð¬U«O®�¥�«O©X³§¨ É ¨c¾x¥§¶`¤�¶Æ« � ¨ � ¥§¢ Ω
�/×  U®d¨� G¬t¨G®�¹

f(x, y)¶�«g¤�¥§¶dØ>¨�¶
• ·~¨�«OÒ�´G U¢9¬t¨c¾X¥w¤�¸ Ó ∀x∈Ω 〈∂2f(x, y1)− ∂2f(x, y2), y1 − y2〉 ≥ 0
• «O¢I±!£U®� G·�¤�ª�´� U¢X±I¥w¤�¥§ U¢I¶ Ó
|f(x, y)| ≤ C|y|Np/(N−p), |∂2f(x, y)| ≤ C|y|Np/(N−p)−1.Ô ªX¨�¶d¨\¤

Ω
¥§¶Æ«!±I U¦�«U¥§¢½¥§¢

RN
È ¥ � ¨ � ¥w¤*¥§¶* U²|¨�¢6¹&©| 9­X¢X±I¨�±Ç«O¢I±½´� 9¢X¢X¨G´c¤�¨�± É ¹·�¥w¤+ª

∂Ω ∈ C1 Ù ¤�ªX¨(°Í­X¢I´c¤�¥§ U¢ w ©|¨�³§ 9¢X£U¶~¤� 
W 1,p(Ω)

¹
w
∣∣
∂Ω
6≡ 0

�
 �ÚyÛ½ÜIÝgÞ�ß¯à4ádâUãåämæÍã�ç�äuâ�ämæÍã�ç�è'ç�é�êyë9ìÍìIá�çmí�ç\á�äuâ*é\âOã�ç+êxâOè�écämádâOî;ï;ç\á¯êtð+ñxâ9äKêxçcé�çcé�ò
äKêyë9ä

∂Ω ∈ C1,α̃ ëUî|ó
w ∈ C1,α̃(Ω)

í\âUáÊé\âUã�ç
α̃ ∈ (0, 1) ôöõ\÷ Ýgø4ù�ú¼û4ü¡ý1ø ÷ û�Ú õ Ú õcþ9ÿÑ ¨�´G U¢X¶�¥§±X¨�®~¤�ªI¨�¶�²I«O´�¨c·�¥§¶�¨�·~¨G«OÒ/°Í 9®d¦*­I³�«g¤�¥§ U¢� U° È � É

〈ut, φ〉L2(Ω) +M(u)(φ) +

∫

Ω

〈∂2f(x, u), φ〉 = 0 ∀
φ∈W 1,p

0 (Ω)
,

È�� É
·�¥w¤+ª

M(u)(φ) =
∫

Ω |∇u|p−2 〈∇u,∇φ〉 �¿ ¢/·�ªI«g¤�°Í 9³§³§ G·�¶�·~¨�¶�ªI«U³§³¡­I¶d¨Ê¤�ªX¨�°K U³§³§ G·�¥§¢X£�°K­X¢X´\¤�¥§ U¢I«O³�¶ Ó�
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EA(u) = 1/p
∫
A |∇u|p

¹
E(u) = EΩ(u)

«O¢X±�¤�ªX¨Ê¬U«O®d¥�«g¤+¥§ U¢I«O³6°Í­X¢I´c¤�¥§ U¢>«O³¡®d¨�³ö«g¤�¨�±�¤�  È � É
E(u) =

1

p
E(u) +

∫

Ω

f(x, u)

¿ ¢  U®d±X¨G®�¤� �¨�¢I¶d­I®d¨�¤�ªX¨
¨c¾x¥§¶`¤�¨�¢I´�¨
 U°(¦0¥§¢X¥�¦�«¼ U° E ¹~·~¨
¶�­X²I²| U¶�¨�¤�ªI«g¤/¤�ªI¨°Í­I¢X´c¤+¥§ U¢I«O³ E(u) = 1
pE(u) +

∫
Ω f(x, u)

¥§¶�´� ;¨�®d´G¥w¬t¨U¹x¤�ªI«g¤�¥§¶
lim

‖u‖W1,p(Ω)→∞
E(u) =∞

È ¶�¨�¨�¨ � £ � Á �OÄu¹ Ô ªX¨G U®d¨�¦ Ã ��� É � � ¸�´� U¢t¬t¨c¾x¥w¤�¸� 9° E(·) ¤�ªX¨�¦0¥§¢I¥§¦*­X¦ ¥§¢
w +W 1,p

0¥§¶¯­I¢X¥§µ;­I¨U¹I«O¢I±/·~¨�¶�ª>«O³§³¡±I¨�¢X V¤+¨�¥w¤�©t¸
u0(x)

�CÑ ¨(¶�ªI«O³§³�·�®d¥w¤�¨
Ω0 = {x ∈ Ω : |∇u0(x)| = 0}, Ωε = {x ∈ Ω : |∇u0(x)| < ε}.

Ô ªX¨(¦�«O¥§¢�®d¨�¶�­X³�¤� U°6¤+ªX¨�²>«O²|¨�®¯¥§¶~¤�ªX¨(°Í U³§³§ G·�¥§¢I£�¤�ªX¨� 9®d¨�¦ Ó
�*û�Ú;ø>ÝgÚyÛ ß"!¡êXç�é\âUì$#xämæmâOî

u
ëOî|ó5æKäKéÆïUádë9óOæbç\î>ä ∇u % âOî�&Oç\ábï;ç/ë9ìoã�âVécä'#xîIæ í\âOácã�ì ðæÍî

Ω
äuâ
u0

ëOî|ó ∇u0 ( á�çcéuñIç % ämæ)&Oç�ìoð ( æ ÿ ç ÿ
∀Ω′bΩ |u(t, ·)− u0(·)|C1(Ω′)

t→∞−−−→ 0.
È � É

è�êxç\á�ç
u0

æöé*äKêxç ô #yîIæ+*,#Iç þ ã�æÍîIæÍã-#yã â`í*äKêXç0ç\î4ç\ábïUð�í.#yî % ämæmâUî>ë9ì E(·) ÿ0/ í õ\÷ Ýgø4ù�úû4ü6ýAø ÷ û�Ú õ Ú õ êxâUì�ó ( äKêxç % âOî�&Oç\ábï;ç\î % ç(æöé1#yîIæ í�âOácã æÍî
Ω ÿ

¿ ¶�ªI«O³§³6­X¶�¨�¤+ªX¨�°Í U³§³§ �·�¥§¢X£�Ò;¢I G·�¢!°m«O´c¤�¶¯ U¢�®d¨�£9­X³�«O®d¥w¤Q¸� U°
u
«O¢I±

u0 Ó
• 2 ¨�£9­X³�«O®d¥w¤Q¸� U° u0 Ó

∀Ω′bΩ ∃α∈(0,1) u0 ∈ C1,α(Ω′)
¿ ° õ\÷ Ýgø4ù�ú¼û4ü¡ý1ø ÷ û�Ú õ Ú õ ªX U³§±¡¹x·~¨�ª>«�¬t¨Ê¤�ªI«g¤ u0 ∈ C1,α(Ω)

Á43VÄ �
• ¿ ¢t¤�¨�®d¥§ 9®�®d¨G£U­X³�«O®d¥�¤�¸� U° u Ó

∀Ω′bΩ ∃α∈(0,1) u(t, ·) ∈ C1,α(Ω′)
«U¢X±�¤+ªX¨15'6U³§±X¨G®~´� U¢I¶Q¤c«O¢9¤� U° ∇u ¥§¶�©4 U­I¢X±X¨�±�¥§¢I±X¨�²4¨�¢X±I¨�¢9¤+³w¸/ U° t °Í U®¯«O³§³
t ≥ t0 > 0

�
¿ ¢ ¤�ªX¨5´G«O¶�¨� 9° õ\÷ ÝVø|ù�ú û|ü6ý1ø ÷ û&Ú õ Ú õ ·~¨5 U©x¤+«O¥§¢»°Í­X³�³�®d¨�£9­X³�«O®d¥w¤Q¸  U°

u(t, ·) Ó
∃α∈(0,1) u(t, ·) ∈ C1,α(Ω)·�¥w¤�ª75869³§±X¨�®
´� U¢I¶`¤+«O¢9¤� U° ∇u ©| U­I¢X±X¨G±�¥§¢I±X¨�²4¨�¢X±I¨�¢9¤+³w¸� U° t °K U®~«O³§³ t ≥ 0Á � Ä �

 �ÚyÛ½ÜIÝgÞ�ß9!¡êXç�é+ðgé\ärç\ã È�� É ótç+:1î4çcé*ë0ïOádëtóOæbç\î>ä<;�âOèÂâdí E æÍî L2(Ω) ÿ'/ î�ñXëOácämæ %>=#xì�ëOá (
dE(u)

dt
= M(u)(ut) +

∫

Ω

〈∂2f(x, u), ut〉 = −‖ut‖2L2(Ω) ≤ 0,
È Ã É

é\â/äKêxçÆç\î4ç\ábïUð E(u)
ótç % á�ç�ëVé�çcé�èAæKäKê t→∞ ÿ
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f ≡ 0�¡¨c¤�­X¶¯¶`¤+«O®`¤�·�¥w¤+ª�«�¶�¥§¦�²X³§¨�®G¹VWd¤� G¸VW�´G«U¶d¨( U°
ut −∆pu = 0

È 3 É¿ ¢�¤�ªX¥§¶¯´G«O¶�¨Ê·~¨(´G«O¢!¨�«O¶d¥�³w¸�¤+®�«O´�¨Ê¤�ªX¨�¦�«O¥§¢�¥§±X¨G«O¶� U°6¤�ªX¨(£U¨�¢I¨�®�«O³6²X®d ; 9° �
Ñ ¨�ª>«�¬t¨U¹I©9¸YX' U­X¢I£0¥§¢X¨�µy­I«O³§¥w¤�¸

d

dt

1

2
‖u− u0‖2L2(Ω) = 〈ut, u− u0〉L2(Ω) = −M(u)(u− u0)

= −M(u)(u) +M(u)(u0)

= −E(u) +

∫

Ω

|∇u|p−2 〈∇u,∇u0〉

≤ −pE(u) + (p− 1)E(u) + E(u0)

= −(E(u)− E(u0)) ≤ 0.

È � É

Ô ª;­X¶�·~¨5¶d¨G¨!¤�ªI«g¤ ‖u − u0‖2L2(Ω)

¥§¶�±X¨G´�®d¨G«O¶�¥§¢I£Ð·�¥w¤�ª
t → ∞ ¹�«O¶ u0

¥§¶�«
¦�¥§¢X¥§¦�¥§Å�¨�®¯°Í U®

E
�[Z ¢/¤+ªX¨( V¤�ªX¨G®�ªI«U¢X±¡¹ ‖u− u0‖2L2(Ω)

¥§¶¯©4 U­X¢I±X¨�±�°Í®d U¦ ©4¨�³§ G·�¹
¶� Æ¤+ªX¨�®d¨(¦*­X¶`¤�©4¨(«�¶�¨�µy­X¨�¢I´�¨

ti
¶�­I´+ª/¤�ª>«g¤

d

dt

∣∣∣
t=ti

1

2
‖u− u0‖2L2(Ω)

i→∞−−−→ 0
È�\ É

Ô  0¶�¥§¦�²X³§¥§°�¸/¤�ªX¨(¢X V¤+«V¤�¥§ U¢�·~¨�¶�ªI«U³§³4·�®d¥w¤+¨
ui(·)

°Í U®
u(ti, ·)

�
]�¨c¾;¤g¹X³§¨c¤�­X¶¯¢X V¤+¥§´�¨�¤+ªI«g¤�¹I©9¸ � ¨�®d¢I U­X³§³§¥_^s¶�¥§¢X¨�µ;­>«O³§¥w¤�¸t¹

E(u)− E(u0) =

∫

Ω

|∇u|p −
∫

Ω

|∇u0|p

=

∫

Ω0

|∇u|p +

∫

Ω\Ω0

[(
|∇u0|2 + 2 〈∇u0,∇(u− u0)〉+ |∇(u− u0)|2

)p/2 − |∇u0|p
]

= EΩ0(u− u0) +

∫

Ω\Ω0

|∇u0|p
[(

1 + 2
〈∇u0,∇(u− u0)〉

|∇u0|2
+
|∇(u− u0)|2
|∇u0|2

)p/2
− 1

]

≥ EΩ0(u− u0) + p

∫

Ω\Ω0

|∇u0|p−2 〈∇u0,∇(u− u0)〉+
p

2

∫

Ω\Ω0

|∇u0|p−2|∇(u− u0)|2

= EΩ0(u− u0) +M(u0)(u− u0) +
p

2

∫

Ω\Ω0

|∇u0|p−2|∇(u− u0)|2.

È_` É
Z ¢/¤+ªX¨� V¤+ªX¨�®¯ªI«O¢I±¡¹

u0
¥§¶�«�¦�¥§¢X¥§¦�¥§Å�¨�®�°K U®

E
¹X¶� 

M(u0)(·) ≡ 0
¹>«O¢I±/·~¨(£U¨c¤

E(u)− E(u0) ≥ EΩ0(u− u0) +
p

2

∫

Ω\Ω0

|∇u0|p−2|∇(u− u0)|2. È_a É
b ¤�¤�ªX¨�¦0 U¦�¨�¢9¤�·~¨ÊÒy¢X G·À©t¸ È�\ É ¤�ªI«g¤ E(ui)

i→∞−−−→ E(u0)
�CÑ ¨Êª>«�¬t¨U¹XªX G·~¨\¬t¨�®�¹

²I®d G¬t¨�±�¤�ªI«g¤
E(u(t, ·)) ¥§¶�¢X U¢ º ¥§¢X´�®�¨G«O¶�¥§¢X£X¹x¤�ªX¨�®�¨�°Í U®d¨

E(u(t, ·)) t→∞−−−→ E(u0(·)). È ��c É
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�6¨c¤�­X¶�±I¨�¢X V¤+¨�¤�ªI¨/®d¥§£Uªt¤0ª>«O¢X±Ï¶�¥§±X¨� U° È�a É ©9¸ V (u − u0)

�e� ¸ È ��c É ·~¨�ªI«�¬t¨
V (u(t, ·)− u0(·)) t→∞−−−→ 0

� ¿ ¢Â¤�ªI¨Ç¢X¨c¾y¤
¶`¤�¨�²À·~¨Ç¶�ª>«O³§³�²X®� G¬t¨Ð¤+ªX¨Ç°Í 9³§³§ G·�¥§¢X£
³§¨�¦�¦�« Ó
�,ÚyÛÇÛÐÜgf>ß
V (u(t, ·)− u0(·)) t→∞−−−→ 0 ⇒ ∀Ω′bΩ\P sup

Ω′
|∇(u− u0)| t→∞−−−→ 0

h ádâGâ`í ÿ �6¨c¤�­X¶�¶�­X²I²| U¶�¨Ê V¤+ªX¨�®Q·�¥§¶d¨ � b °�¤+¨�®�²I«O¶�¶�¥§¢X£Æ¤� 0«�¶�­I©X¶�¨�µ;­I¨�¢X´�¨ {ti} → ∞ ¹·~¨(ªI«�¬t¨9¹X°Í U®�«ÆØx¾X¨�±
Ω′
«U¢X±!¶� U¦�¨

b > 0
¹

sup
Ω′
|∇(ui − u0)| > b.

�6¨c¤�­X¶¯¶�­X²I²| U¶�¨�¤+ªI«g¤�¹I°Í U®�¨\¬t¨�®Q¸
i
¹ |∇(ui(ξi)− u0(ξi))| > b

� b £t«O¥§¢¡¹I©9¸!²I«O¶�¶�¥§¢X£
¤� �«�¶�­X©I¶d¨Gµ;­X¨�¢I´�¨U¹y·~¨(¦�«�¸!¶�­X²X²4 U¶�¨�¤�ª>«g¤

ξi
i→∞−−−→ ξ∞ ∈ Ω′

�
Ô ªX¨�°K­X¢X´\¤�¥§ U¢X¶

ui−u0
«O®d¨Ê«O³§³4¥§¢ C1,α ¹t·�¥w¤�ª7586U³§±I¨�®'´� 9¢X¶`¤+«O¢9¤� U°4¤�ªI¨�£U®�«O±I¥§¨�¢9¤©4 U­X¢I±X¨�±�©9¸�¶d U¦�¨

G
¹t¥§¢I±X¨�²4¨�¢X±I¨�¢9¤�³w¸0 U°

i
� Ô ªy­X¶G¹U¤�ªI¨�®d¨¯¨c¾X¥§¶Q¤+¶

ρ = ρ(α,G, b,N)¶�­X´+ª�¤+ªI«g¤ ∀i |∇(ui−u0)| > 1
2b
 U¢
Bρ(ξi)∩Ω′

�ji  9®
i
¶�­Hk�´�¥§¨�¢9¤�³w¸�³�«O®d£U¨~·~¨�ªI«�¬t¨

«O³§¶�  |∇(ui − u0)| > 1
2b
 U¢

S := Bρ/2(ξ∞) ∩ Ω′
�

Ñ ¨�¦�«�¸�«O³w·¯«�¸x¶�¶d­I²X²4 U¶�¨ È ²4 U¶�¶�¥§©X³w¸�«O°�¤�¨�®�¨�¢I³�«O®d£U¥§¢I£
Ω′ É ¤�ª>«g¤ Ω′ = intΩ′

�
×  U®d¨� G¬t¨G®�¹4·~¨Æ¦�«�¸�¤+«OÒU¨

ε
¶d¦�«O³§³�¨�¢X U­I£Uª�¤+ /ª>«�¬t¨

µ(Ωε \ Ω0) < 1
2µ(S)

� Ô ªX¨�¢
¨�¥w¤+ªX¨�®

S∩Ω0
¹U U®

S∩Ω\Ωε
¥§¶A U°>¢X U¢ º Å�¨�®� Ê�6¨�©4¨�¶�£U­X¨~¦�¨G«O¶�­X®d¨ �C¿ ° µ(S∩Ω0) > 0

¹
¤�ªI¨�¢

EΩ0(ui−u0)
´G«O¢I¢X V¤,¤�¨�¢I±�¤+ �Å�¨�®d  È ¤�ªX¨�¥§¢9¤�¨G£U®�«O¢I±�¥§¶,©4 U­X¢I±X¨�±�°Í®d U¦ ©4¨�³§ G·

 U¢�¤+ªX¨�¶�¨c¤g¹x¥§¢X±I¨�²|¨�¢I±X¨�¢t¤�³w¸� U°
i É ¹X«O¢I±/¥§° µ(S ∩Ω \Ωε) > 0

¹;¤+ªX¨Ê¶�¨�´� U¢I±�¤+¨�®d¦ ¥§¢
V (ui − u0)

´�«O¢X¢X O¤�¤�¨�¢I±/¤� �Å�¨�®d  � �
¿ ¢¼¤�ªX¨�´G«O¶�¨� 9° õ\÷ Ýgø|ù&ú û4ü¡ý1ø ÷ û�Ú õ Ú õ ·~¨�¦�«�¸�´+ªX y U¶d¨9¹1 U°�´� U­X®�¶d¨9¹ Ω′ = Ω

¹
·�ªI¥§´+ªÏ¸t¨G³§±X¶�­X¢I¥§°Í U®d¦ ´� U¢9¬t¨G®d£U¨�¢I´�¨� U° ∇u ¤�  ∇u0

¥§¢
Ω
� Ô ªI¥§¶G¹
¥§¢ ¤�­X®d¢6¹
¥§¦ º²I³§¥§¨�¶

W 1,p «O¢X±�¤�ªI¨�¢¡¹9¬x¥�«-lx U©| U³§¨\¬�¨�¦Æ©|¨�±I±X¥§¢I£�¤�ªX¨G U®d¨�¦�¹ Lk ´G U¢9¬t¨�®�£U¨�¢X´�¨�°Í 9®'«O³§³
k ≤ np/(n− p) ¹X¥§¢!²>«O®Q¤�¥�´�­X³�«O®¯°Í U® k = 2 Ó

lim
t→∞
‖u(t, ·)− u0(·)‖L2(Ω) → 0.

¿ °� U¢X³w¸½·~¨G«OÒ½ª9¸x²4 V¤�ªI¨�¶�¨�¶*ªI U³§±¡¹C·~¨�¦*­I¶`¤�²X®d y´�¨�¨�±¼±I¥nm4¨�®�¨�¢9¤�³w¸ � ]� V¤�¥§´�¨�¤�ªI«V¤
{u(t, ·)} °Í U®d¦ «�©| U­I¢X±X¨G±0¶d¨\¤,¥§¢

w+W 1,p
0 (Ω) o ¤�ªy­X¶G¹9©t¸ b ³�«O U£U³§­�«O¢I± 2 ¨�³�³§¥§´+ª ºp� U¢I±X®�«U¶dªI G¬Ð¤�ªI¨� U®d¨�¦�¶G¹C 9¢X¨�´G«O¢¼ØI¢I±¼«�¶�¨�µy­X¨�¢I´�¨ {u(ti, ·)}

·�¥w¤�ª
ti → ∞

È «O¶
©4¨�°Í U®d¨9¹ ¿ ±X¨G¢X V¤�¨

u(ti, ·)
©9¸

ui(·) É ¹X¶d­I´+ª/¤�ª>«g¤

ui ⇀ u∞
·~¨G«OÒ;³w¸!¥§¢

w +W 1,p
0 (Ω)

ui → u∞
¶Q¤+®d U¢X£U³w¸!¥§¢

L2(Ω).

� ¸/·~¨G«OÒ/´� U¢t¬t¨�®d£U¨G¢X´�¨(¥§¢
w +W 1,p

0 (Ω)
¹

M(u∞)(u∞ − ui) i→∞−−−→ 0,
È �U� É©I­y¤�¹X­I¶d¥§¢I£-X, U­I¢X£0¥§¢I¨�µ;­>«O³§¥w¤�¸�«O¶¯¥§¢ È � É «O¢I± È �qc É ¹

M(u∞)(u∞ − ui) ≥ E(u∞)− E(ui)
i→∞−−−→ E(u∞)−E(u0) ≥ 0.¿ °

u∞ 6≡ u0
¹O¤�ªX¨�¢6¹9©9¸Æ­I¢X¥§µ;­I¨�¢X¨�¶�¶A U°>¦�¥§¢X¥§¦Æ­X¦  9°

E
¹
E(u∞−E(u0) > 0

¹O·�ªI¥§´+ª
´� 9¢9¤�®�«O±I¥§´c¤�¶~¤+ªX¨�´� U¢t¬t¨�®d£U¨G¢X´�¨(¥§¢ È �U� É �
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Ô ªX¥§¶A¶�ªI G·�¶C¤�ª>«g¤

u(ti, ·) i→∞−−−−→
L2(Ω)

u0(·) ¹U©I­y¤�¤�ªI¨~¦� U¢X V¤+ U¢X¥§´�¥w¤�¸� U° ‖u−u0‖L2(Ω)¥§¦�²X³§¥§¨�¶~¤+ªI«g¤�¤+ªX¥§¶¯´� U¢9¬;¨�®d£U¨�¢I´�¨(ªX U³§±I¶�¹I¥§¢!°K«O´\¤�¹X°Í 9®
t→∞ Ó

‖u− u0‖L2(Ω)
t→∞−−−→ 0.

Ñ ¨�¦�«�¸/«O³§¶� *´G U¢X´�³§­I±X¨�¤�ªI«V¤
u(t, ·) ´� U¢t¬t¨�®d£U¨G¶,·~¨G«OÒy³w¸�¤�  u0(·) ¥§¢ w+W 1,p

0 (Ω)
��6¨c¤*­X¶(¶�­X²X²4 U¶�¨Æ¤�ªI«V¤�¶�­X´+ªÇ«�´G U¢9¬t¨�®d£9¨�¢X´�¨�±X y¨�¶(¢X V¤*ªX U³§± � Ô ªX¨�®d¨�¨c¾x¥§¶`¤(¤�ª;­I¶(«È ·�¨G«OÒ º ¤+ U²| U³§ 9£V¸ É ¢X¨�¥�£Uª;©| 9­X®dªI ; ;± U  U°

u0
«O¢X±½«/¶�¨�µy­X¨�¢I´�¨

ti → ∞
¶�­X´+ª
¤�ªI«V¤

{u(ti, ·)}i∈N∩U = ∅ �jZ ¢*¤�ªI¨
 V¤+ªX¨�®�ª>«O¢X±*¤�ªX¨~¶�¨�µ;­I¨�¢X´�¨ {u(ti, ·)}
¥§¶A©| U­I¢X±I¨�±Æ¥§¢

w+W 1,p
0 (Ω)

¹t·~¨�¦�«�¸�¤�ªy­X¶
´+ªX y U¶�¨�«*¶�­X©X¶�¨�µy­X¨�¢I´�¨¯·~¨G«OÒy³w¸�´� U¢9¬t¨�®�£U¨�¢9¤
¤� Æ¶� U¦0¨
u∞ o ©X­x¤�¤+ªX¨Æ«U©| G¬t¨*®�¨G«O¶� U¢X¥§¢I£�¶�ªX G·�¶�¤�ªI«g¤�¤�ªX¥§¶

u∞
¥§¶�¨�µy­I«O³6¤+ 

u0
¹>·�ªX¥§´+ª
¥§¶

«0´� U¢9¤�®�«O±X¥§´c¤+¥§ U¢ �
5�«�¬x¥§¢I£�¨�¶`¤+«U©X³§¥§¶�ªX¨�±

L2 º ´� U¢9¬t¨G®d£U¨�¢X´G¨' U° u ¤+  u0
¹g·~¨
¦�«�¸�¢I G·Ï®�¨�²|¨G«V¤&¤�ªI¨1¤�®d¥§´+Ò

°Í®� U¦ ³§¨�¦0¦�« � Ó °Í U®�«*ØX¾x¨�± Ω′ b Ω
¹;¤+ªX¨Ê°Í­X¢I´c¤�¥§ U¢I¶

u(t, ·)− u0(·) «O®d¨��6¥§²I¶d´cªX¥w¤�ÅU¹·�¥w¤+ª�¤+ªX¨��¡¥§²I¶�´+ªX¥w¤�Å~´� U¢I¶Q¤c«O¢9¤1©| U­I¢X±X¨G±Æ¥§¢X±X¨G²|¨�¢I±X¨�¢t¤�³w¸* U°
t
È ∇(u−u0)

´� U¢t¬t¨�®d£U¨�¶
­I¢X¥§°Í U®�¦0³w¸�¤�  c ¥§¢

Ω′
¹X¤�ª;­X¶�¥w¤�¥§¶�©| U­I¢X±X¨�±�¥§¢X±I¨�²|¨G¢X±X¨G¢9¤�³w¸� U°

t É �~¿ ° u− u0
±I ;¨�¶

¢I V¤(´� U¢9¬t¨G®d£U¨0­X¢X¥§°K U®d¦0³w¸5¤�  c ¥§¢
Ω′
¹4·~¨0¦�«�¸
´cªX ; U¶�¨0«�¶d¨Gµ;­X¨�¢I´�¨

ui − u0
¶�­X´+ª

¤�ª>«g¤
∀i sup

Ω′
|ui(·)− u0(·)| ≥ b > 0,

«O¢I±/¤�ªy­X¶�«�¶�¨c¤
A ⊂ Ω′

 U°&²4 U¶�¥w¤�¥w¬t¨(¦0¨G«O¶�­I®d¨U¹X U¢�·�ªX¥§´cª

∀i>i0∀x∈A |ui(x)− u0(x)| > b/2,

·�ªI¥§´+ª�´� U¢9¤�®�«O±X¥§´c¤+¶
¤+ªX¨�«O³§®d¨G«O±x¸�²I®d G¬t¨�±
L2 º ´G U¢9¬t¨�®�£U¨�¢X´�¨( U° u ¤�  u0

�
Ô ªX¥§¶¯´� 9¢X´�³§­I±X¨�¶~¤�ªI¨�²X®� ; U°& U°�¤�ªX¨G U®d¨�¦ � °Í U®

f ≡ 0
�

� �����C��sut6�C�Ê�VvwSI�xS>�VyzQ��|�VQqS
¿ ¢/¤+ªX¥§¶¯¶�¨�´c¤�¥§ U¢�·~¨(¶dª>«O³§³6²X®d G¬t¨Ê¤�ªX¨G U®d¨�¦ � Ó

�*û�Ú;ø>ÝgÚyÛ f>ß|{6ç�ä
u(t, x) } ç
ë
ï9ì�â } ë9ì
é\âUì$#xämæmâUî âdí È~� É æÍî w + W 1,p

0 ( èAæmäKê fé\ë9ämæöéÍí+ðOæÍî;ï/äKêxç*ëVé+é.#yã�ñ�ämæmâOîXéAí+ádâUã��¡ç % ämæmâUî�� ÿ !6êxç\î

∀Ω′bΩ ‖u(t, ·)− u0(·)‖C1(Ω′)
t→∞−−−→ 0,

æ ÿ ç ÿ u ëOî|ó ∇u ëOá�ç ( í\âOá t→∞ ( ë9ìoã�âVécä = #yîIæ í\âUá+ã0ì ð % âOî�&Oç\ábï;ç\î>ä¡äuâ u0
ëUî|ó ∇u0

æKî
Ω ( è�êxç\á�ç u0

æöé�äKêXç ô #yîIæ+*,#Iç þ ã�æÍîIæÍãÆæ��gç\áÊâ`íÊäKêxç�ç\î4ç\ábïUð
í.#yî % ämæmâUî|ëUì E ÿ[/ í õ\÷ Ýgø|ù�úû4ü6ýAø ÷ û�Ú õ Ú õ êxâUì�ó ( äKêxç % âOî�&Oç\ábï;ç\î % ç(æöé1#yîIæ í�âOácã æÍî
Ω ÿ

h ádâGâ`í ÿ ¿ ¢/¤+ªX¥§¶¯´G«U¶d¨ u0(·) ¥§¶�«�¦�¥§¢X¥§¦�¥§Å�¨�®�°Í 9® E ¹x¤�ªX¨G®d¨�°Í U®�¨

M(u0)(φ) +

∫

Ω

〈∂2f(x, u0), φ〉 = 0 ∀
φ∈W 1,p

0 (Ω)
.

È � � É



� �����
	���
�����������	����
�¡¨c¤�­X¶¯¢I G· ´G«O³§´G­X³�«g¤�¨�«0´� U­X¢t¤�¨�®d²>«O®Q¤� U° È � É ¥§¢� U­I®�´G«O¶�¨ Ó

d

dt

1

2
‖u− u0‖2L2(Ω) = 〈ut, u− u0〉L2(Ω)

= −M(u)(u− u0)−
∫

Ω

〈∂2f(x, u), u− u0〉

= −M(u)(u− u0)−
∫

Ω

〈∂2f(x, u), u− u0〉+M(u0)(u− u0)

+

∫

Ω

〈∂2f(x, u0), u− u0〉

= −E(u) +M(u)(u0) +M(u0)(u− u0)−
∫

Ω

〈∂2f(x, u)− ∂2f(x, u0), u− u0〉

≤ −E(u) +M(u)(u0) +M(u0)(u− u0). È � � É
Ñ ¨�¶dª>«O³§³1´G U¢9¤�¥§¢y­X¨0¤�ªX¥§¶*´G«O³§´�­I³�«g¤�¥§ U¢Ç¥§¢Ð¤�·~ !·�«�¸x¶ ��¿ ¢Î¤+ªX¨�ØI®d¶`¤* 9¢X¨U¹�·~¨�­I¶�¨

5'6U³§±X¨�®¯¥§¢X¨�µ;­>«O³§¥w¤�¸t¹I U©y¤c«O¥§¢X¥§¢I£
d

dt

1

2
‖u− u0‖2L2(Ω) ≤ −pE(u) +M(u)(u0) +M(u0)(u− u0)

= −pE(u) +

∫

Ω

|∇u|p−2 〈∇u,∇u0〉+

∫

Ω

|∇u0|p−2 〈∇u0,∇u〉 − pE(u0)

≤ −pE(u) + pE(u)(p−1)/pE(u0)1/p + pE(u)1/pE(u0)(p−1)/p

= −p
(
E(u)1/p − E(u0)1/p

)(
E(u)(p−1)/p − E(u0)(p−1)/p

)

≤ 0. È � Ã É
]� V¤�¥§´�¨~¤+ªI«g¤'¥§¢Æ¤+ªX¥§¶1´G«O¶�¨~·~¨¯±X (¢X V¤'¢X¨�´�¨G¶d¶�«O®�¥§³w¸0ªI«�¬t¨

E(u) > E(u0)
¹9©4¨�´G«O­I¶�¨

u0
¥§¶�«�¦�¥§¢X¥§¦�¥§Å�¨�®¯°Í U® E ¹X¢I V¤�°Í U® E �Ô ªX¨(¶d¨G´� U¢X±�´� U¢9¤+¥§¢;­I«g¤+¥§ U¢! 9° È � � É ­X¶�¨�¶FX, 9­X¢X£�^i¶¯¥§¢X¨�µ;­>«O³§¥w¤�¸ Ó
d

dt

1

2
‖u− u0‖2L2(Ω) ≤ −pE(u) +M(u)(u0) +M(u0)(u− u0)

= −pE(u) +

∫

Ω

|∇u|p−2 〈∇u,∇u0〉+M(u0)(u− u0)

≤ −pE(u) +

∫

Ω

|∇u|p−1|∇u0|+M(u0)(u− u0)

≤ −pE(u) +

∫

Ω

(
p− 1

p
|∇u|p +

1

p
|∇u0|p

)
+M(u0)(u− u0)

= −(E(u)− E(u0)−M(u0)(u− u0)).

È � 3 É

��¶d¥§¢I£�X, U­I¢X£�¥§¢I¨�µ;­I«U³§¥w¤�¸� U¢X´�¨(«O£9«O¥§¢¡¹y¤�ªI¥§¶
¤�¥§¦0¨� U¢
M(u0)(u− u0)

¹x¶�ªX G·�¶
¤�ªI«V¤
¤�ªI¨(«O©4 G¬t¨�µy­I«O¢9¤+¥w¤�¸�¥§¶¯¶`¤�¥§³�³¡¢X U¢ º ²4 U¶d¥�¤�¥w¬t¨ �
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�O­I¶`¤Ï«O¶¼¥§¢ ¤�ªI¨�´G«O¶�¨� U°

f ≡ 0
¹�¤�ªX¨�®�¨�¨c¾x¥§¶`¤�¶�«À¶�¨�µy­X¨�¢I´�¨

ti
¶�­X´+ª ¤�ªI«V¤

d
dt
∣∣
t=ti

‖u− u0‖2L2(Ω)

i→∞−−−→ 0
�CÑ ¨Ê·�®d¥w¤�¨

ui(·) := u(ti, ·)
�

Ô ªX¨�¥§¢I¨�µ;­>«O³§¥w¤�¸ È � Ã É ¥§¦0²I³§¥§¨�¶�¤�ªI«V¤ E(ui)
i→∞−−−→ E(u0)

¹A«O¢X± È � 3 É ¹C¤� U£U¨c¤+ªX¨�®·�¥w¤+ª È�` É ¹;¤�ª>«g¤ V (ui − u0)
i→∞−−−→ 0

� �6¨�¦0¦�« � ¶�ªI G·�¶'¤�ªI¨�¢�¤�ªI«g¤ ∇ui ¥§¶�«U³§¦0 U¶`¤ º­I¢X¥§°Í U®�¦0³w¸ È ­I¢X¥§°Í 9®d¦0³w¸/·�¥w¤�ª õ\÷ Ýgø4ù�ú¼û4ü¡ý1ø ÷ û�Ú õ Ú õ�É ´� U¢9¬;¨�®d£U¨�¢t¤�¤�  ∇u0
¥§¢

Ω
�

Ñ ¨�¦0¥§¦�¥§´�¤�ªX¨�²X®� ; U°6£U¥w¬t¨�¢/¥§¢�¤�ªI¨�²I®d¨c¬x¥§ 9­X¶
¶�¨�´c¤+¥§ U¢ Ó ¥§° õ\÷ Ýgø4ù�úÐû4ü6ýAø ÷ û�Ú õ Ú õªI U³§±¡¹X­I¢X¥§°Í 9®d¦ ´� 9¢9¬t¨�®d£9¨�¢X´�¨( U° ∇ui ¤�  ∇u0
¥§¦�²X³§¥§¨�¶

ui → u0
¶`¤�®� U¢X£U³w¸!¥§¢

w +W 1,p
0 (Ω)

⇓
ui → u0

¶`¤�®� U¢X£U³w¸!¥§¢
Lk(Ω)

°Í U®
k ≤ np/(n− p).

]�¨c¾;¤g¹;·~¨Ê¢I¨�¨�±�¤� �²I«O¶�¶�°Í®d U¦ ´G U¢9¬t¨�®�£U¨�¢X´�¨� U°¡¤�ªI¨�¶�¨�µy­X¨�¢I´�¨
ui
¤� *¤�ªX¨Ê´� U¢t¬t¨�® º£U¨G¢X´�¨(°K U®�«O³§³

t
�[i ¥§®d¶`¤�¹X·~¨(¢X¨G¨�±�¤� �¨�¶`¤+«O©I³§¥§¶dª!¤�ªX¨�´� U¢9¬t¨G®d£U¨�¢X´G¨( U° E(u)

¤�  E(u0)·�¥w¤+ª
t → ∞ �|� ¸Î¦� U¢X V¤� 9¢X¥§´�¥w¤�¸Î U° E(u(t, ·)) ¥w¤�¥§¶�¨�¢I U­X£Uª
¤� !²X®� G¬t¨0¥w¤(°Í 9®�¤+ªX¨¶�¨�µ;­I¨�¢X´G¨

ti
�

Z °|¤+ªX¨¯¤�·~ (¤�¨�®d¦�¶'¥§¢ E(ui)
·~¨�«O³§®d¨�«O±y¸�ªI«�¬t¨¯¤�ª>«g¤

E(ui)
i→∞−−−→ E(u0)

��Ñ ªI«g¤
¥§¶¯³§¨G°�¤�¤� �²X®d G¬t¨(¥§¶~¤�ª>«g¤

∫

Ω

[f(x, u(ti, x))− f(x, u0(x))]
i→∞−−−→ 0.

� ¸�´� 9¢9¬t¨c¾x¥w¤Q¸� 9°
f
·~¨(ªI«�¬;¨U¹X°Í U®¯¶� U¦0¨

θ ∈ (0, 1)
«O¢X±

uθ = θui + (1− θ)u0
¹

∫

Ω

[f(x, ui)−f(x, u0)] =

∫

Ω

〈∂2f(x, uθ), ui − u0〉

=
1

θ

∫

Ω

〈∂2f(x, uθ), uθ − u0〉 ≥
1

θ

∫

Ω

〈∂2f(x, u0), uθ − u0〉

=

∫

Ω

〈∂2f(x, u0), ui − u0〉 = −M(u0)(ui − u0)

≥ E(u0)− E(ui).

È ��� É

lx¥§¦0¥§³�«O®�³w¸
∫

Ω

[f(x, ui)−f(x, u0)] =

∫

Ω

〈∂2f(x, uθ), ui − u0〉

=
1

1− θ

∫

Ω

〈∂2f(x, uθ), ui − uθ〉 ≤
1

1− θ

∫

Ω

〈∂2f(x, ui), ui − uθ〉

=

∫

Ω

〈∂2f(x, ui), ui − u0〉 = −M(ui)(ui − u0)−
〈
ut∣∣

t=ti

, ui − u0

〉
L2(Ω)

≤ E(u0)− E(ui)−
d

dt
∣∣
t=ti

1

2
‖u− u0‖2L2(Ω). È � \ É
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·~¨(¶�¨�¨U¹I©| V¤+ª/¤�ªX¨�³� G·~¨�® È ��� É «O¢X±�­X²I²|¨�® È � \ É ¨�¶`¤�¥§¦�«g¤�¨(°Í U®

∫

Ω

[f(x, ui))− f(x, u0)]

¤�¨G¢X±¡¹t°Í U®A¤�ªX¥§¶,²I«O®`¤�¥§´�­I³�«O®1¶�¨�µ;­I¨�¢X´�¨
ti
¹U¤+  cx� Ô ªX¥§¶,´� U¢I´�³§­X±I¨�¶�¤+ªX¨¯²X®� ; U°4 U°4¨�¢I¨�®d£V¸´� 9¢9¬t¨�®d£U¨G¢X´�¨ �

]�¨c¾;¤g¹X¢X V¤+¥§´�¨�¤+ªI«g¤�©t¸ È ��� É «O¢X± È_` É
E(u)− E(u0) = E(u)−E(u0) +

∫

Ω

[f(x, u)− f(x, u0)]

≥ E(u)−E(u0)−M(u0)(u− u0)

≥ V (u− u0) ≥ 0,
«O¢I±¡¹�«O²I²X³w¸x¥§¢I£�³§¨G¦0¦�« � ·~¨* 9©y¤+«O¥§¢Î«O³§¦� U¶`¤�­X¢X¥§°K U®d¦ È ­X¢I¥§°Í U®d¦ °Í U® õ\÷ Ýgø4ù�ú û|ü��ý1ø ÷ û�Ú õ Ú õ�É ´� U¢9¬t¨G®d£U¨�¢X´G¨� U° ∇u ¤�  ∇u0

�
¿ ¢�¤�ªX¨�´G«O¶�¨� U° õ\÷ Ýgø4ù�úÐû4ü6ýAø ÷ û�Ú õ Ú õ ·~¨Ê«O³§®�¨G«O±y¸�ª>«�¬t¨ L2(Ω) º ´G U¢9¬t¨�®�£U¨�¢X´�¨� U°

ui
¤� 
u
¹y·�ªX¥�´+ª¡¹y¤+ U£U¨c¤�ªI¨�®
·�¥w¤�ª!¦� U¢X V¤+ U¢X¥§´�¥w¤�¸! U° ‖u− u0‖L2(Ω)

¹X£U¥w¬t¨G¶¯­X¶~¤�ª>«g¤
u→ u0

¥§¢
L2(Ω).

¿ °A 9¢X³w¸�·~¨G«OÒ�ª9¸x²4 V¤�ªX¨G¶d¨G¶�ªX U³§±¡¹|·~¨Æ²X®� ;´�¨�¨G±
«O¶Ê¥§¢�¤�ªX¨Æ²X®�¨c¬x¥§ U­I¶�¶�¨�´c¤�¥� U¢ �0� ¸È � Ã É È ·�ªI¥§´+ª�¥§¦�²X³§¥§¨�¶
©4 U­X¢I±X¨�±X¢I¨�¶�¶' U° {u(t, ·)}t>0
¥§¢
W 1,p(Ω) É ·~¨�´G«O¢�´+ªI ; U¶�¨�«¶�¨�µ;­I¨�¢X´G¨ {ti} ¹ ti →∞ ¹I¶d­I´+ª/¤+ªI«g¤

ui ⇀ u∞
·~¨G«OÒ;³w¸!¥§¢

w +W 1,p
0 (Ω)

ui → u∞
¶Q¤+®d U¢X£U³w¸!¥§¢

L2(Ω);
«O¶�©4¨�°Í U®�¨U¹

ui(·) = u(ti, ·)
��� ¸�¤�ªX¥§¶�·�¨G«OÒ�´� U¢t¬t¨�®d£U¨�¢I´�¨U¹
´� U¢9¬;¨c¾x¥w¤�¸  U°

f
È ¶�¨�¨È � \ ÉdÉ ¹>«O¢X±BX' U­X¢I£0¥§¢X¨�µy­I«O³§¥w¤�¸ È ³§¥§Ò9¨�¥§¢ È � 3 É�É

E(u∞)− E(ui) = E(u∞)− E(ui) +

∫

Ω

[f(x, u∞)− f(x, ui)]

≤M(u∞)(u∞ − ui) +

∫

Ω

〈∂2f(x, u∞), u∞ − ui〉 i→∞−−−→ 0

È � ` É
Z ¢/¤�ªX¨( V¤�ªI¨�®�ªI«U¢X± E(u∞)− E(ui)

i→∞−−−→ E(u∞)− E(u0)
�

¿ °
u∞ 6≡ u0

¹4¤�ªX¨G¢¡¹�©9¸
­X¢I¥§µ;­X¨�¢I¨�¶�¶� U°,¦�¥§¢X¥§¦*­I¦ °Í U® E ¹ E(u∞) − E(u0) > 0
¹

·�ªI¥§´+ª�£U¥w¬t¨�¶�«0´� U¢9¤�®�«O±X¥§´c¤+¥§ U¢ � Ô ªX¨G®d¨�°Í U®�¨
u∞ ≡ u0

¥§¢
w +W 1,p

0 (Ω)
�

Ô ªX¨�°m«O´c¤(¤�ª>«g¤
u(ti, ·)

´� U¢9¬;¨�®d£U¨�¶�¶`¤�®� U¢X£U³w¸Ð¥�¢
L2(Ω)

¤� 
u0(·) ¤� U£U¨\¤�ªX¨�®�·�¥w¤�ª¦� U¢X V¤+ U¢X¥§´�¥w¤�¸! U° ‖u− u0‖

¸x¥§¨G³§±X¶
u(t, ·) t→∞−−−−→

L2(Ω)
u0(·). È � a É

Ô ªI¥§¶G¹,¤� U£U¨\¤�ªX¨�®�·�¥w¤�ªÏ¤+ªX¨�°K«O´c¤�¤�ªI«g¤
u(t, ·) «U®d¨��6¥§²X¶�´+ªX¥�¤�Å�·�¥w¤�ª»�¡¥§²I¶�´+ªX¥w¤�Å�´� U¢ º¶`¤+«O¢t¤0¤+¥§¦0¨ º ¥§¢X±X¨G²|¨�¢I±X¨�¢9¤g¹,£9¥w¬t¨�¶�­I¶�¤�ªI¨�«O³§¦� U¶`¤�­X¢X¥§°K U®d¦ È ­X¢I¥§°Í U®d¦ °Í U® õ\÷ Ýgø|ù�úû4ü6ýAø ÷ û�Ú õ Ú õ�É ´� U¢9¬;¨�®d£U¨�¢I´�¨Î 9° u(t, ·) ¤+  u0(·) È ¶�¨�¨Î²I®d¨c¬x¥§ 9­X¶!¶�¨�´c¤�¥§ U¢ É � Ô ªI¥§¶

¨�¢I±X¶~¤�ªI¨�²X®d y U°& U°�¤�ªX¨� U®�¨�¦ �U� �
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 �ÚyÛ½ÜIÝgÞ�ß"!6êxç�é�ëOã�ç!ëOábïC#yã�ç\î>äÊëOé�æKî äKêxç(ñ4á�ç�&�æbâ�#;é�é�ç % ämæmâOîÇïOæ�&Oç+é�#;é/ëUìoé\âÎäKêxçè'ç�ë�� % âUî�&Vç\ábï;ç\î % ç

u(t, ·) t→∞−−−→ u0(·) è'ç�ë��Vì ð�æÍî w +W 1,p
0 (Ω).

Ã � �'�V���Í�R�4��SDS��w�>�C�zS>�¡�Ï�4�RQTS
¿ ¢!¤�ªI¥§¶�¶�¨�´c¤+¥§ U¢!·~¨�¶�ª>«O³§³�¶`¤�­X±x¸/¤+ªX¨�´� U¢9¬;¨�®d£U¨�¢I´�¨� U°A«�´G U­X¢9¤+¨�®d²I«U®Q¤� 9° È � É °Í U®«0¦0¨G«O¶�­I®�«O©X³§¨9¹X©| 9­X¢X±I¨�±!¨c¾x²4 U¢X¨�¢t¤�°Í­X¢I´c¤�¥§ U¢

p(x)
¹
p1 > p(x) ≥ 2 Ó

〈ut, φ〉L2(Ω) +M(u)(φ) +

∫

Ω

〈∂2f(x, u), φ〉 = 0 ∀
φ∈W 1,p(x)

0 (Ω)

È�� c É

Ô ªI¥§¶~¤�¥§¦�¨

E(u) =

∫

Ω

|∇u|p(x),M(u)(φ) =

∫

Ω

p(x)|∇u|p(x)−2 〈∇u,∇φ〉 , È�� � É

E(u) = E(u) +

∫

Ω

f(x, u).
È~�C� É

Ô ªI¨�¦�«O¥§¢Ð±X¥nm�¨�®d¨�¢I´�¨�©4¨c¤�·~¨�¨�¢
¤�ªX¨*¬U«U®d¥�«O©X³§¨0¨c¾x²4 U¢X¨G¢9¤(´G«O¶�¨0«O¢I±5¤�ªI¨�²X®d¨G´�¨�±X¥§¢I£
 U¢I¨�¶&¥§¶6¤�ª>«g¤C¢X �²I«O®Q¤+¥�«O³;®d¨�£U­X³ö«O®d¥w¤�¸�®d¨�¶�­X³w¤�°Í U®6¤�¥§¦0¨ º ±X¨�²4¨�¢X±I¨�¢9¤C¶� U³§­y¤+¥§ U¢X¶& U° È�� c É ¥§¶Ò;¢I G·�¢ � Ô ªX¨�®�¨�°Í U®d¨1¤+ªX¨'¦�¨c¤�ªX y±X¶&­I¶d¨G±*°Í U®

p = const
´G«O¢I¢X V¤&¸x¥§¨G³§±Æ«O¢t¸�²| U¥§¢9¤Q·�¥§¶�¨

´� 9¢9¬t¨�®d£U¨G¢X´�¨ � 5� G·~¨\¬t¨�®�¹>¤�ªI¥§¶�®d¨G£U­X³�«O®�¥w¤�¸�®d¨G¶d­I³w¤ È ·�¥§±X¨G³w¸�©|¨�³§¥�¨c¬t¨�±�¤� �©4¨(¤�®d­I¨U¹4«g¤³§¨G«U¶Q¤�­I¢X±X¨G®0¶�­Hk�´�¥§¨�¢9¤�´G U¢9¤�¥§¢y­X¥w¤�¸ «O¶�¶�­X¦�²y¤�¥§ U¢I¶� 9¢
p(x) É ¥§¶0¤�ªX¨� U¢I³w¸ ¦0¥§¶�¶�¥§¢X£±I¨c¤+«O¥§³b¹�«O¢X±�·�¨�®d¨Î¥w¤!²X®� G¬t¨�±¡¹� U¢X¨
´G U­X³§±Â«O²X²I³w¸ ¤�ªI¨
¶�«O¦0¨5¤�¨�´+ªI¢X¥§µ;­I¨Î«O¶�°Í U®

p´� 9¢X¶`¤+«O¢9¤g¹X U©y¤c«O¥§¢X¥§¢I£Æ¤�ªX¨(¶�«O¦0¨�´G U¢9¬t¨�®�£U¨�¢X´�¨(®d¨G¶d­I³w¤ �
i ®� U¦ ¢I G·  U¢ Ó

|f(x, y)| ≤ C|y|p(x)∗ p(x)∗ = p(x)N/(N − p(x))

〈∂2f(x, y1)− ∂2f(x, y2), y1 − y2〉 ≥ 0
°Í U®�« � ¨ �

x

«O¢I±¡¹I«O¶¯©4¨�°Í U®�¨U¹y·~¨(¶d­I²X²4 U¶�¨�¤�ªI«g¤ E(·) ¥§¶¯´G ;¨�®d´�¥w¬;¨ �
�*û�Ú;ø>ÝgÚyÛ ��ß���æKäKêÎäKêxç�ë } â�&Oç�ëVé�é�#yã�ñ4ämæbâOîXé�âOî p(x)

ëUî|ó
f(x, y)

ë�ï9ì�â } ë9ì&é\â =ì$#xämæmâUî
u(t, x)

â`í È~� c É æKî w + W
1,p(x)
0 (Ω) % âOî�&Oç\ábïtçcé�äuâÎë�é\äuëUämæmâOî|ëOácð�é\âUì$#xämæmâUî

u0(x)
écämádâOî;ï9ì ð�æÍî

L2(Ω)
ëOî|ó�è'ç�ë��Vì ð�æÍî

W 1,p(x)(Ω) ÿ



�~� �����
	���
�����������	����
Ñ ¨�®d¨�²|¨�«g¤�¹¡·�¥w¤�ª½¶�³§¥§£Uª9¤Æ«O³w¤+¨�®�«g¤�¥§ 9¢X¶G¹¡¤�ªI¨0´G«O³§´G­X³�«g¤�¥� U¢ È � � É ¹�­X¶�¥§¢X£7X, U­X¢I£!¥§¢ º¨�µy­I«O³§¥w¤�¸ È ¢X V¤+¥§´�¨0¤�ªI«g¤Æ U¢I³w¸½²4 U¥§¢9¤�·�¥§¶�¨�¥§¢I¨�µ;­>«O³§¥w¤�¥§¨�¶ o ¥ � ¨ � ¢X O¤(¤+ªX¨Y586U³§±I¨�®�¥§¢ º¨�µy­I«O³§¥w¤�¸ o ´�«O¢!©4¨�¶�«O°Í¨�³w¸!­X¶�¨�±�¥§¢/¤+ªX¨

p(x)
´G«O¶�¨ É\Ó

d

dt

1

2
‖u− u0‖2L2(Ω) = 〈ut, u− u0〉L2(Ω)

= −M(u)(u− u0)−
∫

Ω

〈∂2f(x, u), u− u0〉

= −M(u)(u− u0)−
∫

Ω

〈∂2f(x, u), u− u0〉+M(u0)(u− u0)

+

∫

Ω

〈∂2f(x, u0), u− u0〉

= −M(u)(u− u0) +M(u0)(u)−
∫

Ω

p(x)|∇u0|p(x)

−
∫

Ω

〈∂2f(x, u)− ∂2f(x, u0), u− u0〉

≤ −M(u)(u− u0) +

∫

Ω

p(x)|∇u0|p(x)−1|∇u| −
∫

Ω

p(x)|∇u0|p(x)

≤ −M(u)(u− u0) +

∫

Ω

(p(x)− 1)|∇u0|p(x) +

∫

Ω

|∇u|p(x) −
∫

Ω

p(x)|∇u0|p(x)

= E(u)− E(u0)−M(u)(u− u0). È�� � Éb ²X²X³w¸X¥§¢X£�X' U­X¢X£ ¥§¢X¨Gµ;­I«O³§¥w¤Q¸  U¢I´�¨Ï¦0 U®d¨9¹�¤�ªX¥§¶
¤�¥§¦0¨¼¤� »¤�ªX¨�¶�¨�´G U¢X± ¤�¨�®�¦ ¥§¢
M(u)(u − u0) = M(u)(u) −M(u)(u0)

¹A²X®d G¬t¨G¶�¤�ªI«g¤Æ¤�ªX¨�®�¥§£Uª9¤0ªI«O¢I±¼¶d¥�±X¨� U°È�� � É ¥§¶¯¶`¤�¥§³§³6¢X U¢ º ²| 9¶d¥w¤+¥w¬t¨ �CÑ ¨�£U¨c¤¯¤�ª;­I¶�«�¶�¨�µ;­I¨�¢X´�¨ ti →∞ ¶d­I´+ª/¤+ªI«g¤
d

dt
∣∣
t=ti

‖u− u0‖L2(Ω),

¥§¢�²I«O®Q¤+¥§´�­X³�«O®
E(ui)−E(u0)−M(ui)(ui − u0)

i→∞−−−→ 0,·�ªI¨�®d¨U¹>«O¶¯©|¨�°K U®d¨U¹
ui(·) = u(ti, ·)

�
Ô ªX¥§¶Æ«O³§³§ G·�¶*­X¶(¤� 5²X®d G¬;¨0¤�ªI¨�¨G¢X¨�®d£O¸½´� U¢t¬t¨�®d£U¨�¢I´�¨U¹C©t¸½¨�¶`¤�¥§¦�«g¤�¨�¶*¶�¥§¦0¥�³�«O®�¤� 

¤�ªI U¶�¨�¥§¢ È � \ É

E(u)− E(u0) = E(u)− E(u0) +

∫

Ω

f(x, u)−
∫

Ω

f(x, u0)

≤ E(u)− E(u0) +

∫

Ω

〈∂2f(x, u), u− u0〉

= E(u)− E(u0)−M(u)(u− u0)− 〈ut, u− u0〉L2(Ω)

= E(u)− E(u0)−M(u)(u− u0)− d

dt
‖u− u0‖L2(Ω).

È�� Ã É



���?��@A	B�C���A
D����EF	7GH	�@I�CJ��K�ALAM�N4N N ���
i  U®A¤+ªX¨�¶�¨�µ;­X¨G¢X´�¨

t = ti
¤�ªX¨�®d¥§£Uªt¤
ªI«O¢I±�¶�¥§±I¨¯ U° È~� Ã É ¤�¨�¢I±X¶A¤�  0

·�¥w¤�ª
i→∞ ¹«O¢I± E(u)−E(u0) ≥ 0

� 5� G·~¨c¬t¨�®�¹x«U¶
¥§¢�¤�ªI¨�²X®d¨c¬X¥§ U­X¶
¶�¨�´c¤+¥§ U¢X¶G¹t¤�ªX¨�¨G¢X¨�®d£O¸ E(u)¥§¶¯±I¨�´�®d¨G«U¶d¥§¢I£Æ·�¥w¤+ª
t Ó

d

dt
E(u) = −M(u)(ut)−

∫

Ω

〈∂2f(x, u), ut〉 = −‖ut‖2L2(Ω).

¤�ªI¨�®d¨�°K U®d¨�·~¨(ªI«�¬t¨ E(u)
t→∞−−−→ E(u0)

�
Ñ ¨�²X®d y´�¨�¨�±¼«O¶�¥§¢Ð¤�ªI¨�²I®d¨c¬x¥§ U­I¶�¶d¨G´c¤�¥§ U¢ �7� ¸Ð´G ;¨�®d´G¥w¬x¥w¤�¸½ U° E «U¢X±Ð¤�ªX¨�´� U¢ º¬t¨G®d£U¨�¢X´G¨/ U° E ²X®d G¬;¨�± «O©| G¬t¨9¹�¤�ªI¨/¶�¨c¤ {u(t)}t>0

¥§¶�©4 U­X¢I±X¨�±�¥§¢
w + W

1,p(x)
0

¹
«O¢I±�¤�ª;­I¶~¥§¢

W1,2(Ω)
��� ¸ b ³�«O U£U³§­�«O¢X± 2 ¨�³�³§¥§´+ª º p� 9¢X±X®�«O¶dªI G¬�¤�ªI¨� U®d¨�¦�¶'·~¨�¦�«�¸´+ªI ; U¶�¨(«0¶�¨�µ;­X¨G¢X´�¨

ti →∞
È
ui(·) = u(ti, ·) É ¶�­X´+ª�¤�ªI«g¤

ui ⇀ u∞
·�¨G«OÒ;³w¸!¥§¢

w +W
1,p(x)
0

ui → u∞
¶`¤�®� U¢X£U³w¸!¥§¢

L2(Ω).��¶�¥§¢X£�¨c¾X«O´\¤�³w¸*¤�ªX¨�¶�«O¦0¨�´G«O³§´�­I³�«g¤�¥§ U¢�«O¶A¥§¢ È � ` É ¿ ¶�ªX G· ¤�ªI«g¤ u∞ = u0
��×  U¢X  º¤� 9¢X¥§´�¥w¤�¸* U° ‖u−u0‖L2(Ω)

¨�¢X¶�­X®�¨�¶�¤�ªI«V¤&¤�ªI¨
L2 º ´� U¢t¬t¨�®d£U¨�¢I´�¨
ªX U³§±I¶C°Í U®�«O³§³ t ¹V·�ªX¥§³§¨¤�ªI¨
«O®d£9­X¦0¨G¢9¤�°Í®d 9¦ ¶�¨�´c¤+¥§ U¢ ��È {u(t, ·)}t>0

¥§¶/²X®�¨�´� U¦0²>«O´c¤!«U¢X±»¨\¬t¨�®Q¸
W 1,p º·~¨G«UÒ;³w¸Î´� U¢9¬;¨�®d£U¨�¢t¤�¶d¨Gµ;­X¨�¢I´�¨*·�¥w¤+ª

t → ∞ ´G U¢9¬t¨�®�£U¨�¶�¤+ 
u0 É�o ¤+ªI«g¤�·~¨0ªI«�¬t¨

w +W
1,p(x)
0 º ·~¨G«OÒ/´� U¢t¬t¨�®d£U¨G¢X´�¨ �

� ���C�6�A ���S>�xvwS>��S>�¡�zQ
Ô ªX¥§¶�·~ U®dÒ»·�«O¶�±I U¢X¨Ç±X­I®d¥§¢X£�«U­y¤�ªI U®,^s¶�¶`¤+«�¸ «g¤ × «g¤�ªI¨�¦�«V¤�¥§¶�´+ªX¨�¶ ¿ ¢I¶`¤�¥w¤�­x¤�¹

i ®d¥§¨�±I®d¥§´+ª º b ³§¨c¾I«O¢X±I¨�®Y��¢X¥w¬;¨�®d¶�¥w¤.¡g¤�¥§¢£¢1®d³�«O¢I£U¨�¢ �Â¿ ·~ U­X³§±»³§¥§ÒU¨!¤+ Ð¤�ª>«O¢XÒ Ì1®d U° �
Ë ® i ®�«O¢XÒ Ë ­XÅG«U«U®*°K U®ÆªX¥§¶�ªX U¶�²X¥w¤c«O³§¥w¤�¸t¹A©I®d¥§¢X£U¥�¢X£
¦(¸�«g¤d¤�¨G¢9¤�¥§ U¢Ç¤+ �¤+ªX¨/¶d­I©H¤Q¨�´\¤
 U°&¤�ªX¨�±X¨�£U¨�¢I¨�®�«g¤+¨(²I«O®�«O©| U³�¥§´(¶`¸x¶`¤�¨�¦�¶�«O¢X±�¦�«O¢t¸!°Í®d­I¥w¤�°Í­I³6±X¥§¶�´�­I¶d¶�¥§ U¢I¶G¹>«O¢I±�«O³§¶� 
¤� �¤+ªX¨ Ë ¨�­x¤�¶�´+ªX¨�® b ÒV«O±I¨�¦0¥§¶�´+ªX¨G® b ­X°ö¤+«O­X¶�´+ª Ë ¥§¨G¢X¶`¤ È Ë b'b Ë É ¹>·�ªX¥§´+ª
²I«O®`¤�¥�«O³§³w¸¶�­X²I²| U®`¤�¨�±!¦(¸!¶`¤+«�¸ �

¥ S�UHSI��S>����S�Q
¦�§©¨�ª kc[Gn�^dh D ^dh 7 qo[�Zg��«c^dkc[ D Z\hsjU^dkcnVh pd��¬R­©®u¯V°�±K².±�³�´¶µ�·©¸q¹.º�³�².»�²+¼V½C².½�¾ ³¿½À·�¹.»jÁ.³ ÂzÃ,­©³�².½T­�Ä ª k�pr�9�
Å ^dlQ� B ^`pmpd� §�Æ � J Zg� Çg��È�È § � È�È>É'Ê�Ë Æ�Æ�Ì,Í �¦ Ë ¨ < }~}~kc[Gn�^dhs^ D qÏÎ4^d[�^dzg^QpbpbZg�CÐ¶·�Ñ,·Ò½À·©»_¹.±)·wÓz¹.»_¹,µ_².¾4³�´wÔzÕÒÃT¹.±�³�².½T­�� E {V_uqi[gac^`_ ��Ö ^`_uhok+a §Ø×�×>Ì �¦ Ìu¨ < [�_uqoeQZ ? qinglmpuq§��Ðj³¿»�·�´Ò±�Ù�·©±�¸q²�Áu­w³¿½0±�¸T·FÚI¹.¾�´ØÃ�¾ Ã�­�²+¼'Û�¹.»©³�¹.±�³�².½T­�� : Zc_uhiz E e`qs^d[\prq4ÜOe 7 n�jVhoqilu� �qo[�a�Ë Æ�Æ>Ì �
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