Zadanie 2.  Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba pierwsza p oraz liczby calkowite nieujemne x, y, z
55. OM, zaw. I'st.  gpelniajgce réwnanie

(12x +5)(12y + 7) = p~

Rozwigzanie.

(autor: Kamil Sadkowski)

Zalézmy, ze dane réwnanie ma rozwigzanie. Poniewaz kazda z liczb (12x+5) oraz (12y+7) jest
wieksza od 1, wiec istnieje k € {1,2,...,z — 1} takie, ze

12x + 5 = p~ oraz 12y +7=p=~

Zatem
(12x +5)7 % = (12y + 7)~. (1)
Zauwazmy, ze
(12x +5)" =1 (mod 12), (12x + 5)"™1 =5 (mod 12),
(12y +7)"" =1 (mod 12), (12y + 7)1 = 7 (mod 12).

Jesli zachodzi réwnosé (1), to obie liczby k oraz z — k sg parzyste.
Niech s bedzie maksymalng liczbg taka, ze 2° | k oraz 2% | z—k. Wtedy k = 2%-t oraz z—k = 2%-u,
przy czym co najmniej jedna z liczb t i u jest nieparzysta. Zatem réwnosé (1) przybiera postaé

(12x+5)F = (12y +7)¥ ™,

czyli

S S

((12x+5))" = ((12y + 7))’

Zatem
(12x +5)' = (12y + 7)),

co jest niemozliwe, bo liczby po obu stronach ostatniej réwnosci dajg rozne reszty z dzielenia przez 12.
Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze nie istniejg liczby spetniajace réwnanie (12x+5)(12y +7) = p=.
|



Zadanie 4. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Rozwazmy wszystkie takie tréjkaty réwno-

55. OM, zaw. I'st. hoezme XYZ, ze punkty A, B, C sa odpowiednio punktami wewnetrznymi odcin-
kéw YZ, ZX, XY. Dowiesé, ze Srodki ciezkosci wszystkich rozwazanych tréjkatow
XYZ leza na jednym okregu.

Rozwigzanie.

Jesli trojkat ABC jest rownoboczny, to $rodki ciezkodci rozpatrywanych trojkatéw XYZ pokry-
wajg sie ze srodkiem ABC. Zalézmy teraz, ze ABC nie jest rownoboczny. Niech P, Q, R beda takimi
punktami (P po tej samej stronie prostej BC co A, Q po tej samej stronie prostej CA co B i R po
tej samej stronie prostej AB co C), ze trojkaty BPC, CQA i ARB sa trojkatami rownoramiennymi
o podstawach BC, CA, AB i katach 30°, 120°, 30°. Trojkat ABC nie jest réwnoboczny, wiec punkty
P, Q i R sg parami rézne. Ponadto proste XP, YR, ZQ sa srodkowymi trojkata XYZ, wiec katy ostre
miedzy nimi sg rowne 60° i §rodek ciezkosci S trojkata XYZ jest punktem ich przeciecia. Zatem kazdy
7 katow wypuklych 4 PSQ, < QSR, S RSP, o ile istnieje (tzn. o ile punkt S nie pokrywa si¢ z ktéryms
z punktow P, Q, R; taki przypadek nie zmienia dalszego rozumowania), moze by¢ rowny 60° lub 120°.

Dla kazdego z odcinkéw PQ, QR, RS rozpatrzmy dwa okregi wyznaczajace na cigciwach PQ, QR,
RS katy 60° i 120°. Zbiér mozliwych potozen punktu S to punkty wspolne tych trzech par okregow.
Jesli trojkat PQR jest réwnoboczny, to zbiér ten jest suma okregu PQR i jego srodka. Jesli nie, to
zadne dwa okregi sie nie pokrywaja, czyli zbiér ten jest skoriczony.

Dla kazdego z rozwazanych trojkatow XYZ punkt X lezy na okregu BPC i jego potozenie wy-
znacza jednoznacznie potozenie punktéow Y i Z, a wiec i $srodka S. Przy ruchu X po okregu BPC
(i wymuszonym przezen ruchu Y i Z) polozenie S zmienia sie w sposob ciagly (nietrudny, ale zmudny
dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie). Zatem albo S nalezy zawsze do okregu PQR albo ma potozenie
state. B



Zadanie 6. Na przyjeciu spotkato si¢ n 0séb (n > 5). Wiadomo, ze wéréd dowolnych trzech
55. OM, zaw. IT'st. g6l pewne dwie znaja sie. Dowiesé, ze sposréd uczestnikéw przyjecia mozna
wybra¢ nie mniej niz n/2 oséb i posadzi¢ przy okraglym stole tak, aby kazdy

siedzial miedzy dwoma swoimi znajomymi.

Rozwigzanie.

Mozliwe sg dwa przypadki:
1. Pewna osoba X ma co najmniej n/2 nieznajomych. Zgodnie z zalozeniem, nieznajomi osoby X
znaja sie wzajemnie i mozna ich oczywiscie posadzi¢ przy okraglym stole w dowolnym porzadku.
2. Kazda z os6b ma mniej niz n/2 nieznajomych, czyli przynajmniej n/2 znajomych. W tym przy-
padku tworzymy kolejke zaczynajac od dowolnej osoby i zgodnie z zasada, ze za ostatnig osoba moze
stana¢ wylgcznie osoba jej znajoma. W pewnym momencie wydtuzenie kolejki bedzie oczywiscie nie-
mozliwe. Oznacza to, ze wszyscy znajomi ostatniej osoby, powiedzmy osoby Z, stoja w juz kolejce.
Niech A bedzie osoba znajoma Z, stojaca najblizej poczatku kolejki. Usunmy z kolejki wszystkie oso-
by stojace przed A. W kolejce pozostanie wtedy wiecej niz n/2 oséb (osoba Z i wszyscy jej znajomi),
ktore usadawiamy przy okraglym stole w porzadku zgodnym z porzadkiem kolejki zaczynajac do A
i konczac na osobie Z, ktéra bedzie siedziata obok A. M



