Zadanie 1.  Znalez¢ wszystkie pary liczb calkowitych dodatnich x, y spelniajacych réwnanie
54. OM, zaw. I st.

(x+y)?=2(xy)*=1.

Rozwigzanie.

(autor: Krzysztof Kulewski)

Roéwnanie jest symetryczne ze wzgledu na niewiadome x i y. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy,
ze X 2> \.

Jezeli x =y, to nasze réwnanie przyjmuje postaé 4x? —2x* =1, czyli (x2 — 1)? = % W tym
przypadku nie istnieje rozwigzanie w liczbach catkowitych.

Niech zatem x > y. Jedli y = 1, to nasze réwnanie przyjmuje postaé (x + 1)? — 2x? = 1, zatem
2x —x? = 0, czyli x = 2, gdyz x > 0. Para (2,1) jest jednym z rozwigzain réwnania. Z symetrii
wynika, ze para (1,2) tez jest rozwigzaniem.

Niech teraz y > 2. Zatem x > 3. Wtedy mamy % < 1, wiec % +1<2<y, czyliy+x <uyx.

Zatem (x +y)? < (xy)? < 2(xy)? + 1, a wiec w tym przypadku nie ma rozwigzania calkowitego.
Stad wynika, ze jedynymi rozwigzaniami calkowitymi dodatnimi naszego réwnania sg pary (1,2)
i(2,1). H



Zadanie 5. Liczba naturalna n; zapisana jest w ukladzie dziesietnym za pomocg 333 cyfr, z

54. OM, zaw. I'st. Lt6ryeh zadna nie jest zerem. Dlai= 1,2, 3, ..., 332 liczba ni 1 powstaje z liczby
n; przez przeniesienie cyfry jednosci na poczatek. Dowieéé, ze albo wszystkie
liczby 1, ny, n3, ..., n333 sa podzielne przez 333, albo zadna z nich.

Rozwigzanie.

Niech ny = (x333. .. X3X2X1)10, gdzie x4 jest cyfra jednosci, x, cyfra dziesigtek itd. Wtedy ny 1 =

(x1%333 - - - X2)10-
Oznaczmy

S1=X1+Xq4+ X7+ ...+ %331,
Sy = X2+ X5+ Xg+ ...+ X332,
$3 = X3+ Xg+ Xo+ ...+ X333.

Poniewaz 1000 = 1 (mod 37), wiec 1000™ = 1 (mod 37) dla kazdego m € N. Stad dostajemy
Ny = s7+10s2+100s3 (mod 37) oraz Ny, = s+ 10s3+ 100s7 (mod 37). Ale s, = 1000s, (mod 37),
skad wynika, ze

My = 100087 + 10s2 + 100s3 = 10(s2 + 10s3 4+ 100s) = 10mn441 (mod 37).

Jesli 37 | ny, to 37 | 10ny1. Ale NWD(37,10) = 1, wiec 37 | 1.

Stad widzimy, ze jesli ny jest podzielne przez 333, to takze ny,q jest podzielne przez 333 itd.
Poniewaz n33q = ny, to widzimy, ze jesli jedna z liczb nq, ny, ns, ..., N333 jest podzielna przez 333,
to wszystkie liczby nq, n,, ns, ..., 333 sa podzielne przez 333. W



