Zadanie 1. Rozwigzaé¢ w liczbach catkowitych réwnanie
52. OM, zaw. I st.

X20()0 4+ 20001999 _ X1999 + 20002000.

Rozwigzanie.

Def. f(x) = x2°° — x99 = x1997(x — 1). Nasze réwnanie ma postaé f(x) = f(2000). Oczywiscie
x = 2000 jest rozwiazaniem.

W przedziale (1, 00) funkcja f jest rosnaca, zatem x = 2000 jest jedynym rozwiazaniem dodat-
nim.

Nastepnie zauwazmy, ze x = 0 nie jest rozwiazaniem. Szukamy rozwiazan ujemnych.

Niech x = —n, n > 1. Przypusémy, ze x jest rozwigzaniem réwnania.

(_n)ZOOO + 20001999 — (_n)1999 T 20002000
TLZOOO + n1999 — 20002000 - 20001999

n'%(m 4+ 1) = 2000772000 — 1) = 200077 . 1999.
Zatem 1999 | n'777(n 4+ 1). Ale 1999 jest liczba pierwsza.
(a) 1999 | n, czyli n = 1999k dla pewnego k € N. Mamy zatem
(1999%)1777(1999k + 1) = 2000777 - 1999

Jesli k > 2, to lewa strona powyzszej rownosci jest wigksza od prawej i mamy sprzecznosé.

Jesli k =1, to
199919972000 = 2000777 - 1999
19991978 — 2000"7%8, sprzecznosé.
(b) 19992 I n+ 1, czyli n + 1 = 1999k dla pewnego k € N.
(1999k — 1)1797(1999k) = 200077 - 1999

Jesli k > 2, to lewa strona powyzszej rownosci jest wigksza od prawej i mamy sprzecznosé.

Dla k = 1 zachodzi

19981997 . 1999 = 2000'7%7 - 1999

19981777 = 2000"7%?, sprzecznosé.

Zatem jedynym rozwigzaniem jest x = 2000. W



Zadanie 6. Liczby calkowite a,b,x,y spelniajg réwnanie

52. OM, zaw. I st.
a + bv2001 = (x +y+v/2001)20%,

Udowodnié¢, ze a > 44b.

Rozwigzanie.
Najpierw pokazmy przez indukcje, ze dla kazdego k € N istniejg liczby catkowite ay, by takie,

(x +yv2001)* = a;, + beV/2001.

AS)

1) Dla k =1 — oczywiste.

2) Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla k > 1. Udowodnimy, ze z tego wynika prawdziwos$¢ tezy dla
k+1.

(x +yv2001) " = (x +yv2001)* - (x +yv2001) =
= (ax + brv2001) - (x +yVv2001) = (akx + byy - 2001 + (ayy —I—bkx)\/2001>,
czyli a1 = ax + 2001byy, by = axy + bix. Teza jest zatem prawdziwa dla kazdego k € N.

Teraz zauwazmy, ze jesli
p+qv2001 =r+sv2001 i p,q,r,s € Z,

top =11iq =s. To wynika z niewymiernosci v/2001 (iloczyn dwdch liczb wymiernych jest wymierny,
za$ iloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest niewymierny).
Teraz mamy

a—+bv 2001 = (amoo + b1ooo\/ 2001 )2.

Niech ¢ = a1000 id= b]ooo. Wowezas
a+ bv2001 = ¢? + 2¢dv/2001 + 200142

Stad a = ¢ +2001d%i b = 2cd.
Zatem a = c¢? +2001d? > ¢? +1936d? =c? + (44d)>>2-c-44d =44b. A



