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2 Podobienstwo dwoch sekwencji

Motywacje

Odkrywanie podobienstw pomiedzy dwoma sekwencjami ma fundamentalne
znaczenie w biologii molekularnej. Jest to zwiazane z obserwacja. ze wiele
podobnych sekwencji ma podobne cechy funkcjonalne lub strukturalne (odwrotna
implikacja nie jest prawdziwa — istnieja biatka majace podobne cechy funkcjon-
alne i strukturalne, ktorych sekwencje aminokwaséw sa zupekie niepodobne).
Na przyklad, znane sa geney wystepujace u réznych gatunkéw (np. muszka
owocowa 1 czlowiek) majace zadziwiajace podobienstwo. Biatka kodowane
przez te geny pelnia podobne funkcje i maja podobny ksztatt 3D.

Geny u roznych gatunkéw moga by¢ podobne jesli obydwa gatunki wywodza
sie ze wspolnego korzenia. Woéwcezas geny praprzodka, w procesie ewolucji,
mogty sie przeksztalci¢ w podobne, ale nie identyczne, geny osobnikéw réznych
odgalezieni. Przyjmuje sie, ze wieksze podobienstwo pomiedzy genami (geno-
mami) réznych gatunkéw jest wskazéwka na to, ze te gatunki znajduja sie
blizej w drzewie ewolucji. Poniewaz genomowy DNA danego gatunku jest
cala informacja (genetyczna) o tym gatunku, zatem ewolucja jest zwiazana
ze zmianami DNA. Procesy zwiazane z tymi zmianami sa przedmiotem badan
nowej dziedziny zwanej ewolucja molekularna.

Najprostsze zjawiska prowadzace do zmian DNA to mutacje punktowe
polegajace na zamianie jednego nukleotydu na inny, wypadnieciu badz wstaw-
ieniu nowego nukleotydu. Podobne zjawiska zachodza na poziomie RNA.
Zjawiska te sa wywotane bledami w kopiowaniu badz zewnetrznymi warunk-
ami (np. promieniowanie radioaktywne).

W tej czedci wyktadu bedziemy sie zajmowac¢ dwoma typami probleméw.
Dane mamy dwa ciagi S; i Ss,
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e globalne uliniowienie — poréwnujemy ze soba 51 1 S (mozemy wstawiaé
spacje do obydwu ciagéw) tak, aby zmaksymalizowa¢ ich podobienstwo.

e lokalne uliniowienie — poszukujemy fragmentéw ciagéow S; i S; o

maksymalnym podobienstwie (do badanych fragmentéw mozemy wstawiaé

spacje).

Troche notacji dotyczacej stow

Niech Y oznacza skonczony zbior. Przez X* bedziemy oznaczaé zbior wszys-
tkich skoriczonych ciagdéw (czyli stow) o elementach z 3. Zbiér 3 bedzie
nazywany alfabetem a jego elementy literami. Szczegdlnym stowem jest puste
stowo, oznaczane €. Dla dowolnego stowa S € X* przez |S| bedziemy oz-
naczaé dtugo$é tego stowa, czyli liczbe liter w nim wystepujacych. Dla stow
S1,9 € ¥ przez 5159 bedziemy oznacza¢ wynik dopisania Sy z prawej
strony do Sy. Dla 1 < ¢ < |S|, przez S(i) bedziemy oznaczaé i-ta litere stowa
S.

2.1 Globalne uliniowienie

Pojecie globalnego uliniowienia zostalo wprowadzone w 1970 przez Needle-
man’a i Wunsch’a. Opiera si¢ ono na pojeciu uliniowienia oraz funkcji
podobienstwa.

Dane dwa stowa Si, .Sy € ¥*. Bedziemy zaktadac, ze '—' jest specjalnym
symbolem (spacja) nie nalezacym do .1 Globalne uliniowienie dla pary stéw
(S1,55) to kazda taka para stéw (S¥,57) € (SU{—})* x (ZU{-})*, ktéra
spelia nastepujace trzy warunki:

e S| otrzymuje sie z Sfé przez usuniecie wszystkich symboli —. Podobnie
Sy otrzymuje sie z Sf )

o IST1=157.

e Dlakazdego 1 < i < |S¥|, symbole Sf (i) oraz S¥ (i) nie sa jednoczesnie
rowne —.

Liczba mozliwych uliniowien dla danych stéw rosnie wyktadniczo wraz z
ich rozmiarem.

Alfabety wystepujace w zastosowaniach w biologii to: ¥ = {A,C, G, T}
(dla poréwnywania sekwencji DNA); ¥ = {A,C,G,U} (dla poréwnywania
sekwencji RNA) oraz ¥ = aminokwasy (dla poréwnywania bialek).

'Nazwy ’spacja’ bedziemy uzywaé dla zaznaczenia, ze chodzi o miejsce po wypadnietym
nukleotydzie (lub aminokwasie).
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Funkcja podobieristwa to pewna funkcja s : (X U{-})x (XU{-}) — R
majaca charakter kary/nagrody za odpowiadajace sobie symbole. W zas-
tosowaniach zwykle przyjmuje sie, ze dla x,y € ¥ U {—},

s(z,z) >0, oile z # —,

s(x,y) = s(y, x),
s(z,y) < s(zx,x), oile x #y oraz ¥ # —,
s(x,—) < 0.
Nie istnieje jedna funkcja podobienstwa dobra dla wszystkich zastosowan. W

literaturze jest duzo prac na temat jak dobiera¢ s dla poréwnywania biatek
lub DNA, dla réznych zastosowan.

Przyklad 2.1.1 Prostym przykladem funkcji podobienstwa jest s zdefin-
iowane nastepujaco: s(z,—) = —2, dlaz € ¥ oraz dla z,y € ¥,

_ 1, gdyz=y
S(x’y)_{—l, gdy z #y

Bedziemy tej funkcji uzywacé¢ w przyktadach. a

Majac dana funkcje podobiefistwa oraz uliniowienie (57, S¥) definiujemy
podobienstwo tego uliniowienia jako

n

> s(sH). SF (1),

gdzie n = |S¥| = |ST|.
Uwaga: gdy n = 0, to powyzsza suma przyjmuje wartos¢ 0.

Przyklad 2.1.2 Wezmy, na przykitad stowa S; = CACTGT oraz Sy =
CAGGTG.

Jedno mozliwe uliniowienie to S = S oraz S # = S5. Podobienstwo tego
uliniowienia wynosi -2.

Natomiast dla uliniowienia S7 = CAC—TGT oraz SI = CAGGTG—
dostajemy podobienstwo -1. O
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Globalne podobienstwo dwoch ciagow S, So € X* to maksymalne podobienistwo

uliniowienia, brane po wszystkich uliniowieniach:

sim(Sy, So) = max{) _s(S7 (i), SF (i) | (7, SF) jest uliniowieniem dla
=1

(Sy,S,) oraz n = |S¥| = |S¥|}.

Globalne podobienstwo dwoch ciagoéw nazywa sie tez wartoSciq optymal-
nego uliniowienia, a kazde uliniowienie realizujace te wartos¢ nazywa sie op-
tymalnym ulintowieniem. W ogdlnosci dana para stlow moze mie¢ wiecej niz
jedno optymalne uliniowienie.

2.1.1 Metoda dynamicznego programowania

Metoda ta postuzy nam do znalezienia szybkiego algorytmu obliczajecego
wartos¢ globalnego podobienstwa dla dowolnych dwoch stow Sy, .S;. Zadanie
to bedziemy rozwiazywac¢ dla dowolnej funkcji podobienstwa s. Gléwna
idea tej metody polega na sukcesywnym obliczaniu poszukiwanej wartosci,
opierajac sie na wartosciach obliczonych dla pewnych mniejszych podzadan.
Te posrednie wartosci sa przechowywane w tablicy.

Dla 0 < i < |Sy|, niech Si[1..7] oznacza podstowo stowa S; sktadajace
sie z pierwszych i liter, czyli Si(1)...S51(7). Podobnie dla Ss[1..7]. Niech
V (i, j) bedzie globalnym podobieristwem dla stéw Si[1..1] oraz Sp[1..5]. Niech
m = |Si|, n = |5,

Jak obliczy¢ V (i,4)? Oczywiscie mamy V(0,0) = 0 oraz

M~

V(0,5) s(—, 52(k)),

b
Il

1

.

V(i,0) = s(S1(k), —).

=1

e

Kluczowa obserwacja polega na zauwazeniu, ze aby policzy¢ V (i, j) dlai > 0
oraz j > 0, wystarczy zna¢ wartosci V(i—1,7), V(i—1,5—1) oraz V' (i,j—1).

Twierdzenie 2.1.1 Dia 0 <t <m oraz 0 < j <n, mamy:

V(i,j) = maz[V (i — 1,5 — 1) + s(51(i), S2(5)), V(i —1,5) + s(S1(d), —),
V(i,j = 1)+ s(= 52())]-
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Dowdd: Niech V' oznacza liczbe po prawej stronie réwnosci w tezie twierdzenia.
Niech (73,T:) bedzie dowolnym uliniowieniem dla (S;[1..i], S5[1..7]). Jesli
ostatni symbol w T} i w T3 jest litera z X, to podobienstwo tego ulin-
iowienia jest nie wieksze od V(i — 1,5 — 1) + s(S1(7), S2(j)) < V. Jedli,
na przyklad, ostatnim symbolem w T} jest —, to ostatnim symbolem w 75
musi by¢ Ss(7). Zatem podobienstwo tego uliniowienia jest nie wieksze od
V(i,j — 1) + s(—,S52(7)) < V. Podobnie postepujemy w przypadku, gdy
ostatnim symbolem w T3 jest —. Tak wiec udowodnilismy, ze V(i,7) < V.

Na odwrdét, jesli weZmiemy optymalne uliniowienie (77, 73) dla par kole-
jnych stow

o Si[l.i—1], Sp[l..j —1];
o Si[l..i— 1], S[l..j];
o Si[l..i], So[l..j — 1],
to dopisujac z prawej strony:
e w pierszym przypadku: Si(i) do T} oraz Ss(j) do Ty;
e w drugim przypadku: S;(i) do 17 oraz — do Ty;
e w trzecim przypadku: — do T} oraz S3(j) do Tz,

otrzymamy w kazdym przypadku uliniowanie dla stéw (Si[1..7], Ss[1..7]), a
zatem wartos¢ podobieristwa tego uliniowania jest nie wieksza od V (i, j).
Zatem V| bedace maksimum z tych wartosci, jest nie wieksze od V'(i,7). W

Poprawnos¢ ponizszego algorytmu jest oparta na Twierdzeniu 2.1.1.
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Wejscie: stowa Si, 55 € ¥*
Wynik: globalne podobienistwo, sim(S, Ss)

m = |Sy];
n = |S;
V(0,0) := 0;

for : =1 tom do

V(i,0) :=V(i—1,0) + s(S1(7), —);
for j =1tondo

V(0,5) :==V(0,j — 1) + s(—, 52()));
for i =1 to m do

for j =1tondo

V(i,j) = maz[V (i1, j—1)+s(S1(i), S2(5)), V(i—1,j)+s(S1(), -),
V(i,j = 1) + (= 520))];

return V(m,n);

Algorytm 2.1.1: Oliczanie globalnego podobienstwa.

Obliczmy czas dzialania Algorytmu 2.1.1. Pierwsza petla for wykonywuje
m — 1 krokéw. Druga petla wykanuje n — 1 krokow. Natomiast trzecia petla
(ze wzgledu na zagniezdzenie petli) wykonuje (m —1)(n — 1) krokéw. Zatem
lacznie program wykona O(mn) krokéw. Pamieé¢ uzyta przez ten program
jest O(mn), bo tyle miejsca zajmuje tablica V. Mozna tatwo poprawi¢ uzycie
pamieci do O(min(m,n)), zapamietujac tylko caly porzedni wiersz (badz
kolumne) w celu obliczenia nastepnego nowego wiersza (kolumny).

2.1.2 Odtwarzanie optymalnych uliniowien

Aby odtworzy¢ optymalne rozwiazanie, w miejscu (i, j) w tablicy V' wystar-
czy umiesci¢ informacje o miejscach, z ktorych pochodzi obliczane mak-
simum. 7 Twierdzenia 2.1.1 wynika, ze V'(i,j) jest réwne maksimum z
nastepujacych trzech wartosci:

o V(i—1,7—1) + s(5:(4), 52(5)),
o V(i—1,7) 4 5(5:(z), -),
o V(i,j—1)+s(=5(j))
Jesli V (i, ) jest réwne
e pierwszej z powyzszych trzech wartosci, to wpisujemy w miejscu (3, j)

symbol N\,
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e drugiej z powyzszych trzech wartosci, to wpisujemy w miejscu (i, 7)
symbol T,

e trzeciej z powyzszych trzech wartosci, to wpisujemy w miejscu (i, 7)
symbol «.

Oczywiscie moze sie tak zdazy¢, ze w tablicy w jednym miejscu znajda sie dwa
(a nawet trzy) symbole. Dodatkowo w pozycjach (i,0), dla i > 0, wpisujemy
symbol T. Natomiast w pozycjach (0, j), dla j > 0, wpisujemy «.

Po wpisaniu strzatek we wszystkie miejsca tablicy optymalne uliniowienie
otrzymuje sie przez wybranie dowolnej drogi z miejsca (m,n) do miejsca
(0,0). Przy czym przejscie z miejsca (i, 7) do (', 5') jest mozliwe tylko wtedy,
gdy w miejscu (7, j) znajduje sie strzalka pokazujaca na miejsce (7/,5’). Na
przyklad, gdy pozycja (i, j) zawiera strzatki \ oraz T, to mozemy przej$¢ z
(1,7) tylko do (i — 1,5 — 1) lub do (i — 1, j). Na razie zalézmy, ze taka droga
istnieje.

Majac wybrana taka droge D,? uliniowienie odpowiadajace D konstruu-
jemy od prawej do lewej w nastepujacy sposéb. Na poczatku mamy dwa puste
ciagi (tworzace sufiksy konstruowanego uliniowienia) oraz aktualna pozycja
(najbardziej prawa pozycja jeszcze nie rozpatrywana) w D jest (m,n). W
ogblnosci zalézmy, ze Ty, T; sa juz skonstruowanymi sufiksami uliniowienia
oraz (i, ) jest najbardziej prawa pozycja w D dotad nie rozpatrywana. Jesli
t = 0 = j, to 11, T, jest poszukiwanym uliniowieniem. W przeciwnym
przypadku, jesli nastepna pozycja w D jest (i',j') to mamy nastepujace
mozliwosci:

e /! =i—1oraz j' =j — 1. Wéwczas do T dopisujemy z lewej strony
S1(7), a do Ty dopisujemy z lewej strony So(7).

e i/ =i—1oraz j = j. Wéwczas do T} dopisujemy z lewej strony S (7),
a do Ty dopisujemy z lewej strony —.

e i/ =joraz j' = j — 1. Wéwczas do T dopisujemy z lewej strony —, a
do T; dopisujemy z lewej strony Sy(7).

Otrzymujemy w ten sposéb nowa pare stéw, a nastepna pozycja, ktéra bedziemy
rozwaza¢ w nastepnym kroku jest (', j').

Twierdzenie 2.1.2 Jesli D jest droga od (m,n) do (0,0) zbudowana przy
uzyciu strzatek, to uliniowienie wyznaczone przez te droge jest optymalne.

2Czyli taki ciag par (i,7) od (m,n) do (0,0), ze jesli (i’,j') stoi bezposrednio za (i, j)
to pozycja (i,j) w tablicy V musi zawieraé strzatke skierowana w strone (i, j').
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Dowdéd: Niech (77, T,) bedzie uliniowieniem wyznaczonym przez D. Dowodz-
imy nastepujaca, nieco ogélniejsza wlasnosé. Dla kazdego 0 < k < |D)|, jesli
para (i,7) stoi na k-tym miejscu w D, to wartos¢ podobieristwa dla ulin-
iowienia (T}[1..k], T[1..k]) jest réwna V (i, j). Oczywista indukcje ze wzgledu
na k pozostawiamy czytelnikowi. Zatem warto$¢ podobienistwa dla (T4, T3)
wynosi V' (m,n), czyli uliniowienie to jest optymalne. |

Zauwazmy, ze z powyzszego twierdzenia nie wynika czy taka droga od
(m,n) do (0,0) musi istnie¢. Réwniez nie jest oczywiste czy kazde optymalne
uliniowienie dla S, So mozemy otrzymaé ta metoda.

Twierdzenie 2.1.3 Dla kazdego optymalnego uliniowienia (S#, Sf) dla stow
(S1,52) istnieje droga D od (m,n) do (0,0), wyznaczona przy pomocy w/w
requl i taka, ze (ST, S¥) jest wyznaczone przez D.

Przyklad 2.1.3 Znajdziemy wszystkie optymalne uliniowienia dla stéw S; =
ATTGC oraz Sy = ATGC. Uzywamy funkcji podobienstwa z Przykladu 2.1.1.

A T G C

0|« -2« 4|« -6]« -8

AT 2| 1|« -1]«+« -3|+« -9
T[T 4|7 -1]X 2|« 0]« -2
T|T 6|7 3|1 0| 1|\« -1
G|T 8|17 -5|7 21 1]\ 0
cli1t -10(7T -7(17 41T 1N 2

Mamy wiec dwa optymalne uliniowienia o wartosci 2:

St = ATTGC

S = A-TGC, oraz

St = ATTGC

S¥ = AT-GC O

Zadanie 2.1.1 Wyznaczy¢ wszystkie optymalne uliniowienia dla stéw z Przy-
ktadu 2.1.2.
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Zadanie 2.1.2 Obliczy¢ globalne podobienstwo stéw S; = CAGTATTCGCA,
Sy = AAGTTAGCAG dla funkcji podobienstwa s(z, —) = —1,

1 gdy r =y,
s(z,y) =
-1 gdyz #vy.
Zadanie 2.1.3 Udowodnié¢ Twierdzenie 2.1.3.

Zadanie 2.1.4 (Hirschberg) Algorytm znajdujacy optymalne uliniowie-
nie, opisany w notatkach uzywa pamieci O(mn). Znalezé algorytm znaj-
dujacy optymalne uliniowienie, dzialajacy w czasie O(mn) i w pamieci lin-
iowej od rozmiaru stéw.

2.1.3 Odleglosé edycyjna

Pojecie odlegtosci edycyjnej pomiedzy stowami zostalo zaproponowane przez
Levensteina w 1966r. Pojecie to jest oparte na minimalnej liczbie mutacji,
ktére przeprowadzaja jedno stowo w drugie. Rozwazamy cztery typy operacji
na stowach:

e Wstawienie litery (7);

e Usuniecie litery (D);

e Zamiana liter (R);

e Pozostawienie litery nie zmienionej (M).

Niech 7 € {D,I, M, R}* bedzie danym ciagiem operacji na stowach oraz
niech S7, S5 € ¥* beda dowolnymi stowami. Zdefiniujemy relacje 7 : S — S5
(czytamy: “T przeksztalca S; w Sy”) przez indukcje ze wzgledu na |7].

08351|—>SQ <:>51:SQI€;

o /T : Sy — Sy <= istnigjax € ¥ oraz S, € X* takie, ze Sy =
xSy oraz T : S — Sh;

e DT : S; — Sy <= istniejax € X oraz S| € Y¥* takie, ze S} =
xS] oraz T : S| — So;

e RT : S +— Sy <= istnieja x,y € X oraz S}, S, € ¥* takie, ze S =
xSy, Sy =yS,oraz T : S| — Si;

o MT : S — Sy < istnieja x € ¥ oraz S7, 5, € ¥* takie, ze S; =
xSy, Sy =aShoraz T : S| — Si.
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Niech ||7|| oznacza liczbe wystapien symboli I, D, R w 7T (nie liczymy
wystapin litery M). Odlegtosé edycyjna pomiedzy dwoma stowami Sy, Sy €
>* definiuje sie nastepujaco:

5(51,52) = TTL’ZH{HT” | T Sl = 52}

Twierdzenie 2.1.4 Dla dowolnych Sy, S, S35 € ¥* zachodzi,
(i) 6(S1,S2) >0, oraz 6(S1,52) =0 < S, =9,.

(11) 5(517 52) == 5(52, Sl)

(i) 6(S1,S2) < 8(S1,S3) + 6(S3,S2).

Kazda funkcja 0 : 3*x3* — R speliajaca warunki (i)-(iii) Twierdzenia 2.1.4
nazywa sie odleglosciq.

Zadanie 2.1.5 Znalez¢ algorytm, ktéry oblicza 6(S7,Ss), dla dowolnych
stow Sy, Sy € 3" w czasie O(|S1][52]).

Zadanie 2.1.6 Okredli¢ funkcje podobienstwa s : (MU {-}x(ZU{-}) —
R, tak aby dla dowolnych S7, Sy € ¥* zachodzilo

5(51, SQ) = —sim(Sl, 52)

Zadanie 2.1.7 Uogdlni¢ definicje odlegtosci edycyjnej, tak aby miala nastepujaca
wiasnosé. Dla dowolnej funkeji podobieristwa s : (S U{—}) x (XU {~}) —
R istnieje odleglosé edycyjna 0 taka, ze dla dowolnych Sy, So € 3%,

~

5(51, SQ) = Sim(Sl, SQ)

(Uwaga: uogdlnienie powinno polegaé na tym, ze cena operacji I oraz D jest
taka sama, ale moze zaleze¢ od litery wstawianej/usuwanej. Natomiast cena
R moze zalezeé¢ od liter zamienianych.)

Zadanie 2.1.8 Niech s bedzie funkcja podobienstwa z Przykladu 2.1.1. Niech
n > 1 bedzie dowolna liczba naturalng i niech ¥" oznacza zbior wszystkich
stow dhugosci n. Definiujemy funkcje d : X" x ¥ — R nastepujacym
wzorem

d(Sl, SQ) = sim(Sl, Sl) + sim(Sg, SQ) - 25im(Sl, SQ)

Czy d jest odlegloscia?
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