‘‘Wstep do obliczeniowej biologii molekularnej’’
(J. Tiuryn, wykiad nr.11, 18 stycznia 2006)
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7 Ukryte modele Markowa

Zaczniemy od definicji tancucha Markowa. Bedziemy sie wylacznie zaj-
mowa¢ skonczonymi tanicuchami Markowa dziatajacymi w dyskretnym cza-
sie. Niech Q # 0, bedzie skoriczonym zbiorem (zbidr standw). Pewien
stan kg € @ jest wyrdzniony jako stan poczqtkowy. Larncuch Markowa jest
zadany przez macierz przejS¢ M = (pri)kieq, ktora dla k.l € @ podaje
prawdopodobienistwo py; przejscia ze stanu k do stanu [. M musi speliac
nastepujacy warunek (tzn. macierz M musi by¢ stochastyczna): dla kazdego

k € Q mamy
E Py = 1.
1€Q

Lancuch Markowa opisuje pewien uktad , ktory w kazdym momencie moze
sie znajdowadé tylko w jednym ze stanow k € (). Uktad ten obserwujemy w
dyskretnych chwilach czasowych ¢ = 0,1,.... Przyjmujemy, ze na poczatku
ukiad znajduje sie w stanie poczatkowym ky. Jesli w danym momencie ¢,
uklad znajduje sie w stanie k, to w momencie t 4+ 1 przechodzi on do stanu [
z prawdopodobienstwem py ;. Podstawowa cecha tanicucha Markowa jest to,
ze nastepny stan zalezy tylko od obecnego stanu i nie zalezy od wartosci t,
ani od historii dojscia do obecnego stanu.

Ukryte modele Markowa (HMM, od “hidden Markov models”) stanowia
pewne rozszerzenie definicji tancucha Markowa. Niech ¥ bedzie alfabetem.
Bedziemy rozwazac tancuchy Markowa mogace sie komunikowac z otoczeniem
poprzez emitowanie ciagéw liter z alfabetu X. Tak wiec majac dany HMM
bedacy w stanie k € (), emituje on symbol x € ¥ z prawdopodobienstwem
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ex(z) oraz przechodzi do stanu ! z prawdopodobienistwem py ;. Ukryte mod-
ele Markowa znane sa w literaturze informatycznej rowniez pod nazwa prob-
abilistycznych automatow z wyjsciem. Jesli chcemy aby w kazdym stanie
k € @ emitowany byl jaki§ symbol, to musimy przyja¢ > s ex(z) = 1.
W ogélnodci, jesli dopuszezamy sytuacje, ze w pewnych stanach (z pewnym
prawdopodobienstwem, nic nie jest emitowane, to przyjmujemy stabsze zalozenie
Y ses ee(z) < 1. Przyjmujemy, ze to co daje sie obserwowac to symbole emi-
towane przez uklad, a nie stany wewnetrzne ukladu (stad nazwa “ukryte”).

Przyklad 7.0.1 Przykladem ukrytego tancucha Markowa jest nieuczciwe
kasyno gry, ktére ma dwa rodzaje kosci: uczciwa kostke do gry (z praw-
dopodobienstwem 1/6 wyrzuca sie kazda z szesciu mozliwych wartosci) oraz
nieuczciwg kostke (dla ktérej prawdopodobienistwo wyrzucenia széstki wynosi
1/2, a dla pozostalych liczb 1/10). Tak wiec mamy dwa stany: F (uczciwa
kostka) i L (nieuczciwa). Uklad moze zmienia¢ swéj stan z pewnym praw-
dopodobienstwem, ale my stanu nie mozemy zaobserwowac. Jedynie widzimy
ciag liczb bedacych wynikiem rzutéw kostka.

Mozemy, na przyktad, mie¢ do czynienia z nastepujacym modelem: ppp =
095, prr =09, prr=0.05 prr=0.1; ponadto prawdopodobienstwo
emisji jest zdefiniowane nastepujaco: ep(z) = 1/6 dla = € {1,2,3,4,5,6}
oraz er(6) = 0.51er(z) =0.1dlax € {1,2,3,4,5} O

Przyklad 7.0.2 (Wyspy CpG) Wiadomo, ze w ludzkim genomie, jesli po-
jawi sie para nukleotydéw CG (tzn G pojawia sie tuz za C w jednej nici, w
kierunku 5’ do 3’), to nukleotyd C zwykle ulega zmianie (pod wplywem mety-
lacji) i z duzym prawdopodobienstwem zostaje zmutowany na T. Tak wiec
pary CpG! zwykle pojawiaja sie rzadziej w genomie czlowieka. Z pewnych
biologicznych powodoéw proces metylacji jest zatrzymywany na krotkich od-
cinkach genomu w poblizu miejsc rozpoczynajacych rejony kodujace biatko
(lub tez w poblizu tzw. odcinkéw promotorowych). Takie odcinki sa nazy-
wane wyspami CpG. Rozpoznawanie wysp CpG moze by¢ wykorzystane jako
wskazéwka przy poszukiwaniu biologicznie interesujacych fragmentéw genomu.
Mamy tutaj do czynienia z ukrytym modelem Markowa. Ma on osiem
stanow A, C, G, T, A_,C_,G_,T_. Stan A, oznacza, ze znajdujemy sie
w rejonie wyspy CpG i czytamy nukleotyd A. Podobnie, stan G_ oznacza, ze
znajdujemy sie poza rejonem wyspy CpG i czytamy G. Emitowane symbole:
bedac w stanie A, (gdzie £ € {—,+}), emitujemy A z prawdopodobiefistwem

'Litera 'p’ pomiedzy C oraz G oznacza, ze chodzi o kolejne nukleotydy w tej samej
nici, a nie odpowiadajace sobie pary komplementarnych nukleotydéw w DNA.
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1; kazdy inny symbol jest emitowany w stanie A, z prawdopodobienstwem
0. Podobnie dla innych stanéw. O

Niech S € ¥* oraz m € Q* beda niepustymi ciagami réwnej dlugosci
n = |S| = |r| > 0. Prawdopodobienistwo tego ze S zostanie wyemitowane
oraz uklad bedzie zmienial stany wedlug kolejnosci m wynosi

n—1

P(S,m) = H ex(t+1)(SE+ 1)) Pr(),r(e+1)

t=0

gdzie w powyzszym wzorze przyjmujemy, ze m(0) = ko, jest stanem poczatkowym.?

7.1 Algorytm Viterbiego

Dane stowo S € ¥* zaobserwowane na wyjéciu HMM. Chcemy znalezé¢ na-
jbardziej prawdopodobny ciag stanéw, ktéry doprowadzil do wyemitowania
S, czyli znalezé m, takie, ze

P(S,m.) =maz{P(S,m) | m € Q" |x| =|5|}.

Zastosujemy metode dynamicznego programowania. Dla 0 < i < |S| oraz
k € @, niech v(i, k) bedzie prawdopodobienistwem najbardziej optymalne;
drogi konczacej sie w stanie k, ktéra doprowadzita do wyemitowania prefiksu
S[1..i] z maksymalnym prawdopodobienstwem. Tzn.

v(i, k) = max{P(S[l..i],7) | T € Q", 7(i) = k}.

Funkcje v rozszerzamy dla przypadku i = 0, definiujac

v(0,k) =
0 gdy k # k.

Twierdzenie 7.1.1 Dia 0 < i < |S| oraz k € Q zachodzi
v(i, k) = ep(S(7)) - %%x[v(z —1,1) - prg)-
Wowczas maksymalne prawdopodobieristwo P(S,m.) znajduje sie ze wzoru

P(8,m.) = maz(v(|S], k)]

2Czasami przyjmuje sie, ze HMM ma wyrdzniony stan koricowy, do ktérego uklad
przechodzi po wyemitowaniu stowa S. Wprowadzenie takiego stanu niewiele zmienia
rozwazania, wiec dla prostoty bedziemy go opuszczac.
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Optymalna droge 7, (moze ich byé¢ wiecej niz jedna) znajduje sie przez za-
pamietywanie wskaznikow, dla ktérych maksimum jest realizowane w réwnaniu
rekurencyjnym z Twierdzenia 7.1.1. Twierdzenie to w naturalny sposob
prowadzi do algorytmu wyznaczania najbardziej prawdopodobnej Sciezki emi-
tujacej zadane slowo. Jest to tzw. algorytm Viterbiego.

Twierdzenie 7.1.2 Algorytm Viterbiego wyznacza najbardziej prawdopodobnaq
$ciezke emitujacq przez HMM dane stowo S w czasie O(|S|-|Q|?) i przestrzeni
O(|S]-1Q)), gdzie Q jest zbiorem standw modelu HMM.

7.2 Prawdopodobienstwo wyemitowania zadanego stowa

Zajmiemy sie algorytmem obliczania prawdopodobienstwa P(S), wyemitowa-
nia stowa S przez dany HMM. Mamy

P(S)=>_P(S,7),

gdzie w powyzszej sumie przyjmujemy, ze P(S,7) = 0 dla drég 7, takich ze

|S] # |ml.

7.2.1 Algorytm prefiksowy

Dla 0 < i < |S| oraz k € @ niech f(i, k) bedzie prawdopodobienstwem
wyemitowania prefiksu S[1..i] przy dodatkowym zalozeniu, ze droga prowadzaca
do tej emisji konczy sie w stanie k. Czyli

flky=">_  P(S[L.d,7).
{m | m(i)=k}
Podobnie jak dla algorytmu Viterbiego mamy
1 gdy k = ko,
0 gdy k # k.

Ponizsze twierdzenie sugeruje pewien sposéb obliczania wartosci f(i, k)
oraz prawdopodobienistwa P(S5).

Twierdzenie 7.2.1 Dia 0 < i < |S| oraz k € Q mamy

Flisk) = ex(S(@) - > fi—=1,1) - prs.
1eQ
Prawdopodobieristwo wyemitowania stowa S wynosi wowczas

P(S) = f(S].k).

ke@
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7.2.2 Algorytm sufiksowy

Prawdopodobietistwo P(S) mozemy rowniez obliczy¢ uzywajac sufikséw. Niech
0 <i < |S| = m i niech b(i, k) oznacza prawdopodobiefistwo wyemitowania
sufiksu S[i+1..m], zakladajac, ze stan poczatkowy modelu jest k. Mamy wiec
b(|S], k) =1, dla k € @ (bo oczywiscie prawdopodobienstwo wyemitowania
pustego stowa przy dowolnym stanie poczatkowym jest réwne 1). Ponadto
oczywidcie mamy

P(S) = b(0, ko).

Ponizsze twierdzenie podaje sposéb obliczania wartosci b(i, k).

Twierdzenie 7.2.2 Dia 0 < i < |S]| oraz k € Q mamy

b(i k) =Y pr- eSS+ 1)) - b(i + 1,1).
le@

Twierdzenie 7.2.3 Opierajac sie na rownaniach z Twierdzen 7.2.1 oraz
7.2.2, wartodci f(i,k) oraz b(i, k) mozna obliczy¢ w czasie O(]S] - |Q|?) i
w pamieei O(S] - |Q)).

Uzywajac funkcji f oraz b mozemy wyrazi¢ warunkowe prawdopodobienstwo
tego, ze na i-tym kroku dany HMM byt w stanie k£, pod warunkiem ze wyemi-
towane zostalo stowo S:

P(r(i))=k|S) = 7S S i (7.1)

7.3 Estymacje parametrow

Problem estymacji parametrow polega na jak najlepszym doborze praw-
dopodobienstw przejs$¢ i emisji w oparciu o zaobserwowany zbidr stéw Sy, ..., Sy,
wyemitowanych przez pewien HMM. Slowa te sa nazywane uczacymi badz
treningowymi sekwencjami. Zakladamy, ze znamy alfabet ¥ nad ktorym
tworzone sa stowa S, ..., S, oraz zbiér ) stanéw modelu HMM. Nie znamy
natomiast prawdopodobienistw py; oraz eg(x), dla k,l € Q) oraz z € X.
Tak wiec, naszym zadaniem jest dobranie tych prawdopodobienstw tak, aby
zmaksymalizowaé¢ prawdopodobienstwo wyemitowania Sy, ..., S,. Niech M
oznacza pewien HMM nad alfabetem ¥ i zbiorem stanéw Q. Przez Ppy(S:1& ... &S,)
bedziemy oznaczaé¢ prawdopodobienstwo wyemitowania stow Si,...,S, w
modelu M. Poniewaz stowa sa emitowane niezaleznie, to

Pu(Si & .. & 8,) =] Pum(S)).
j=1
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Przechodzac do logarytmicznej skali i oznaczajac Scorep(S) przez log(Pa(S)),
mamy za zadanie znalez¢ M tak, aby zmaksymalizowac

ZSCOT@M(Sj).
j=1

Zacznijmy od prostszego zadania. Zalézmy dodatkowo, ze dla kazdego
stowa S; znamy ciag stanéw m;, przy ktérym to stowo zostato wyemitowane.
Niech Py ; bedzie réwne liczbie przej$¢ ze stanu k w stan [ w ciagach 7y, ..., 7.
Podobnie, niech Ej(x) bedzie réwne liczbie emisji symbolu z, gdy uktad byt
w stanie k. Wowczas przyjmujemy

Py
Phl = =5 (7.2)
oraz Bu(2)
k(T
er(r) = == (7.3)
Zyez Ek‘(y)

Aby unikna¢ zerowych prawdopodobienstw w sytuacjach gdy mamy do czynienia
z malym zbiorem uczacych sekwencji, czesto wprowadza sie poprawke, do-
dajac 1 do kazdego P oraz kazdego Ei(z).

Teraz zajmiemy sie trudniejszym przypadkiem, kiedy ciagi 7; nie sa znane.

7.3.1 Algorytm Bauma-Welcha

Niech M bedzie pewnym modelem HMM i niech f/(\;') (1, k) oraz bg@ (1, k) beda
odpowiednio wartosciami zdefiniowanymi dla algorytmu prefiksowego (por.
Sekcja 7.2.1) oraz dla algorytmu sufiksowego (por. Sekcja 7.2.2) dla stowa S
w modelu M.

Wejscie: n stéw uczacych Sy,...,S5, € ¥* oraz zbiér stanéw ) pewnego
HMM.
Wyjscie: HMM M maksymalizujacy® > ", Scorea(S;).

Krok 1: (Inicjalizacja) przyjmijmy pewien model M (X oraz ) sa znane i
ustalone).

Krok 2: Obliczmy warto$¢ oczekiwana liczby przejs¢ w modelu M ze stanu
k do stanu [. Zauwazmy, ze dla 1 < i < |5}, prawdopodobienistwo tego ze

3Model M znajdowany przez algorytm realizuje lokalne maksimum funkcji Score.
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w i-tym kroku emisji przez M stowa S; model znajdowat si¢ w stanie &, a w
(i + 1)-szym kroku w stanie [, wynosi:
W (0. k) - pif - e (S, + 1) -0+ 1)
Ppm(5;)

Zatem warto$¢ oczekiwana liczby przejs¢ ze stanu & w [ wynosi

i k) pit M (S0 + 1)) - Y1+ 1,1)

P ‘ZZ it Pu(S))

Podobnie liczymy wartos¢ oczekiwana liczby emisji symbolu x w stanie k

(por. (7.1)):
Z Z szk &;(zk)’
Jj=1iel;(z)

gdzie I;(x) = {i | S;(i) = x}.

Krok 3: Majac nowe wartosci Py; oraz Ej(r) wyznaczamy nowe praw-
dopodobienstwa py; oraz eg(x), stosujac wzory (7.2) i (7.3). W ten sposéb
otrzymujemy nowy model M’.

Krok 4: Obliczamy > 7, Scoreay(S;). Jesli ta wartosé nie rézni sie o wiece]
niz z goéry zadane £ > O od poprzedniej wartosci Z | Score(S;), to prz-
erywamy iterowanie z wynikiem M. W przeciwnym przypadku powtarzamy
kroki 2,3,4 algorytmu.

Powyzszy algorytm jest szczegdlnym przypadkiem metody EM ( Ezpecta-
tion Maximization) — maksymalizacji wartosci oczekiwanej. Mozna pokazad,
ze po kazdym kroku w petli wartos¢ Score dla zmienionego modelu M’ jest
nie mniejsza od analogicznej wartosci dla poprzedniego modelu M. Ty-
powy problem z powyzszym algorytmem polega na tym, ze moze on znalezé
lokalne maksimum zamiast globalnego. Mozna czesciowo obejsé ten prob-
lem startujac algorytm dla réznych wartosci poczatkowych (krok 1). Jesli w
wiekszosci przypadkow dostaniemy podobny wynik, to jest szansa, ze mamy
do czynienia z maksimum globalnym.
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