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8 Konstrukcja drzew filogenetycznych

Drzewa filogenetyczne przedstawiaja historie ewolucji gatunkéw. Historia
ta jest przedstawiona w postaci binarnego drzewa. Diugosci krawedzi w
takim drzewie odpowiadaja ilosci czasu jaki uplynal pomiedzy zdarzeniami
ewolucyjnymi. Liscie sa etykietowane nazwami organizmow, a wierzchotki
wewnetrzne przedstawiaja zdarzenia ewolucyjne zwane specjacja — jest to
sytuacja, gdy z jednego gatunku, w drodze proceséw ewolucyjnych pow-
staja dwa gatunki. Tak wiec korzen takiego drzewa odpowiada praprzod-
kowi wszystkich gatunkow rozwazanych w drzewie filogenetycznym. Jako
podstawe do budowy drzewa filogenetycznego zwykle przyjmuje sie rodzine
genéw, po jednym z kazdego organizmu, o ktorych sadzimy, ze wszystkie
pochodza od wspdlnego przodka (genu) w drodze specjacji, czyli ze sa or-
tologami.

Omoéwimy tu trzy podejscia do konstrukeji drzew filogenetycznych: dwa
oparte na metodach metrycznych (UPGMA oraz metoda taczenia sasiadéw)
oraz metode parsymoniczna (MP).

8.1 Metoda UPGMA

Nazwa tej metody pochodzi od Unweighted Pair Group using arithmetic
Averages. Przypu$émy, ze mamy n sekwencji Sy, ..., S, oraz dla kazdej pary
sekwencji 5;, S; (dla ¢ # j) mamy obliczona miare d;; przedstawiajaca od-
legtos¢ ewolucyjna pomiedzy tymi sekwencjami. Miare te uogélnimy na klas-
try w nastepujacy sposéb. Niech C, C’ beda roztacznymi zbiorami sekwencji.
Definiujemy .

docor = cr-1c7 : Z dpq- (8.1)

peC,qeC’
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Jest to srednia arytmetyczna odleglosci pomiedzy elementami klastrow C' i
C'. 7 tego wzgledu ta metoda bywa nazywana réwniez average linkage clus-
tering, w odréznienieu od complete linkage clustering (gdy zamiast sredniej
bierzemy maksimum odleglosci), oraz od single linkage clustering (gdy za-
miast $redniej bierzemy minimum odleglosci).

Zauwazmy, ze jeSli C1 N Cy = () oraz C' N (Cy1 U Cy) = (), to mamy
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Prowadzi to do nastepujacego algorytmu:
Algorytm UPGMA
Dane: nsekwencji Sy, .. ., S, oraz macierz odleglodci {d;; } dlai, j = 1,...,n.

Iteracyjnie modyfikujemy liste L klastrow oraz drzew, po jednym drzewie
zwiazanym z kazdym klastrem z L. Poczatkowo lista L sklada sie z jednoele-
mentowych klastréw C; = {i}. Klastrowi C; odpowiada jednowierzchotkowe
drzewo, ktorego wierzcholek jest etykietowany przez i.

while |L| > 1 do

wybierz dwa klastry Cy,Cy € L takie, ze d¢, ¢, jest minimalne (jesli jest
wiecej niz jedna para to wybieramy dowolna). Usun z L klastry Cy i Cy
oraz dodaj nowy klaster C; UCy. Odleglo$¢ pomiedzy nowym klastrem a po-
zostalymi na liscie definiujemy wedlug wzoru (8.2). Drzewo zwiazane z klas-
trem C U Cy powstaje przez wziecie drzew dla klastrow C; i Cs, i potaczenie
ich przez dodanie korzenia na wysokosci % -d¢, ¢, od poziomu lisci.

od

Wyjscie: drzewo odpowiadajace jedynemu klastrowi jaki pozostal na liscie
w chwili zakonczenia pracy.

Mozna udowodni¢, ze powyzsza konstrukcja jest poprawna w nastepujacym
sensie

83



Lemat 8.1.1 Na kazdym kroku konstrukcji drzewa przez algorytm UPGMA,
wysokosé (wzgledem poziomu lisci) dodawanego nowego wierzcholka jest nie
mniejsza od wysokosci jego synow.

Pozostaje do rozstrzygniecia jeszcze jeden problem. Otéz okazuje sie, ze
nie zawsze tak musi by¢, ze odlegto$¢ pomiedzy lis§¢mi odczytana z drzewa
skonstruowanego metoda UPGMA pokrywa sie z odleglosciami odczytanymi
z macierzy {d;;}. Zjawisko to jest zwiazane z tzw. hipotezq zegara moleku-
larnego, ktéra zaklada ze zmiany sekwencji zachodza z ta sama predkoscia
we wszystkich punktach drzewa. Zachodzenie tej hipotezy oznacza, ze dla
kazdego wierzchotka drzewa dlugo$é¢ Sciezki do kzdego liscia ponizej tego
wierzchotka jest taka sama. Powiemy, ze macierz {d;;} spelnia warunek ul-
tramterycznosci, gdy dla kazdej trojki ¢, j, k, odleglosci d;j;, dji, di, sa albo
wszystkie réwne, lub dwie sa sobie rowne i wieksze od trzeciej.

Lemat 8.1.2 Odlegtosci odczytane z drzewa skonstruowanego metoda UP-
GMA pokrywajg sie z macierzq {d;;} wtedy i tylko wtedy, gdy ta macierz
spetnia warunek ultrametrycznosci.

Zadanie 8.1.1 Udowodni¢ Lemat 8.1.1. Poda¢ przyktad danych, dla ktérych
drzewo konstruowane metoda UPGMA nie jest binarne.

Zadanie 8.1.2 Udowodnié Lemat 8.1.2.

8.2 Metoda laczenia sasiadéow

Niech T bedzie drzewem o n liciach i o dlugosciach przypisanych wszys-
tkim krawedziom. Niech {dij} bedzie macierza odleglosci pomiedzy lisémi.
Zal6zmy, ze {d;;}spelnia aksjomaty metryki, tzn.

o d;; >0oraz (djj =0 < 1i=7j).
[ ] dij = d]z
[ ] dij S dzk + dkj-

Powiemy, ze T jest addytywne dla {d;;}, gdy dla dowolnych ¢, j, d;; jest réwne
sumie dlugodci wszystkich krawedzi lezacych na drodze w T od i do j*
Zajmiemy sie obecnie metoda odtwarzania 1" na podstawie macierzy {d;},
przy zalozeniu, ze drzewo T jest addytywne. Powiemy, ze dwa lidcie 7,7 w
drzewie T sa sqsiadami, gdy ¢ oraz j maja wspolnego rodzica. Zauwazmy,

ISuma po pustym zbiorze jest réwna 0.
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ze jesli ¢ oraz j sa li$¢émi bedacymi sasiadami w T o wspolnym wierzchotku
(rodzicu) v, to dla kazdego liscia m # i, j mamy

1

gdzie d,,, jest odlegtoscia w T od v do m.

Pozostaje do rozstrzygniecia kwestia jak rozpoznawaé sasiadow na pod-
stawie macierzy odleglosci {d;;}. Zauwazmy, ze minimalno$¢ d,; nie gwaran-
tuje, ze para 1, j jest sasiadami. Pomyst tego podejscia polega na umiejetnym
poprawieniu macierzy {d;;}.

Zalézmy, ze n > 3. Dla dowolnego lidcia ¢ definiujemy

1 n
k=1

n—2

Twierdzenie 8.2.1 (Studier, Keppler (1988))
Niech T' bedzie drzewem o co najmniej trzech lisciach, addytywnym dla {d;;}.
Kazda para 1, 5, ktora minimalizugje

pij = dij — (ri +15) (8.5)
jest parq sqsiadow.
Uwaga: liczby p;; moga by¢ ujemne.

Zadanie 8.2.1 Udowodni¢ Twierdzenie 8.2.1. Poda¢ przyklad, ze twierdze-
nie to przestaje by¢ prawdziwe, gdy we wzorze (8.4) zastapimy n — 2 przez
n —1 lub n.

Zadanie 8.2.2 Niech liczba lisci n bedzie réwna 3. Poda¢ warunki konieczne
i dostateczne na {d;;}, przy ktérych istnieje drzewo addytywne dla {d;;}.

Algorytm ‘laczenie sasiadéw’ (INJ)

Dane: n sekwencji (n > 3) Sy,..., S, oraz macierz odleglodci {d;;}.
Iteracyjnie modyfikujemy liste L wierzchotkéw wraz z odleglosciami pomiedzy
nimi. Kazdemu wierzchotkowi v € L odpowiada drzewo, ktorego korzeniem
jest v. Poczatkowo L = {1,...,n} sklada sie z wszystkich liSci oraz lisciowi
1 odpowiada jednowierzchotkowe drzewo o korzeniu i.

while |L| > 2 do

Wybierz dowolna pare i,j € L, dla ktérej p;; (por. (8.5)) jest minimalne.
Utwoérz nowy wierzchotek v, dodaj go do L oraz usun z L wierzchotki ¢, j. Dla
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m € L—{i,j} definiujemy d,,, = % (dip+djy, —d;j). Drzewo odpowiadajace
v powstaje z drzew odpowiadajacych ¢ oraz j przez wstawienie korzenia v i
dodanie krawedzi z v do i o dlugosci d;, = % - (dij + r; — r;) oraz dodanie
krawedzi z v do j o diugosci dj, = % A(dij 41— 1)

od

Jesli L zawiera tylko dwa wierzchotki u, v o odpowiadajacych im drzewach T,
i T,, to tworzymy nieukorzenione drzewo T przez polaczenie v z u krawedzia
o diugosci d,,,.

Poprawnos¢ definicji d,,,, w powyzszym algorytmie wynika z (8.3) oraz z
Twierdzenia 8.2.1. Poprawnos¢ definicji d;,, oraz dj, wynika z nastepujacego
rozumowania. Zauwazmy, ze jesli ¢ oraz j sa sasiadami, to dla kazdego liscia
m # i, j mamy

1
diy = 3 (dij + dim — djim).
Zatem
1 1
(n—2)-diy = ; > (dij+ dim — djim) = 5 (n=2) dij+ > din— Y djm)-
m%£i,J m m
Stad dostajemy
1
div = 5 . (dzj +r; — Tj).

Uwaga: konstrukcja drzewa metoda laczenia sasiadow nie podaje polozenia
korzenia.

Na koniec podamy warunki charakteryzujace to czy dana metryka {d;;}
pochodzi od drzewa addytywnego wzgledem {d;;}.

Twierdzenie 8.2.2 (Buneman’1971)
Niech {d;;} bedzie metrykqa na{1,...,n}. Nastepujace warunki sq rownowazne:

(1) Istnieje drzewo T addytywne dla {d;;}.

(it) {d;;} spetnia nastepujacy warunek czterech punktéw: dla dowol-
nych czterech roznych elementow 1, 3, k,l dwie wartoSci sposrod

dij +dp,  di +dj,  dy +djg
sa sobie rowne i wieksze od tej trzeciej.

Zadanie 8.2.3 Udowodnié¢ Twierdzenie 8.2.2.
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Zadanie 8.2.4 Czy dana metryka {d;;} moze mie¢ dwa rézne drzewa addy-
tywne?

Zadanie 8.2.5 Pokazaé, ze jesli {d;;} ma drzewo addytywne, to algorytm
taczenia sasiadéw znajdzie to drzewo.

Zadanie 8.2.6 Pokazal, ze jesli {d;;} spelnia warunek ultrametrycznosci to
spetlia warunek czterech punktéw. Czy odwrotna implikacja jest prawdziwa?

8.3 Metoda parsymonii

Metoda maksymalnej parsymonii (czyli oszczednosci) polega na znalezie-
niu drzewa filogenetycznego, ktore wyjasnia powstanie danych sekwencji w
drodze ewolucji zawierajacej minimalna liczbe podstawien. Problem znaj-
dowania optymalnego drzewa rozbija sie na nastepujace dwa podproblemy:

(P1) Obliczy¢ koszt dla danego drzewa T’

(P2) Przeszukaé przestrzen wszystkich drzew, aby znalezé drzewo o mini-
malnym koszcie.

Zajmiemy sie najpierw problemem pierwszym. Zakladamy, ze mamy n
sekwencji Si, ..., S,, wszystkie o tej samej dlugosci m. O tych sekwencjach
mozemy mysle¢ tak, ze powstaly przez uliniowienie wyjsciowych sekwencji

1y -+, S (niekoniecznie o tej samej dlugosci). Poniewaz liczbe podstawien
oblicza sie niezaleznie dla kazdej pozycji i = 1,...,m, to wystarczy zajac sie
obliczeniem kosztu dla zadanego drzewa T', zakladajac, ze w liciach T" stoja
pojedyncze symbole alfabetu. Przyjmujemy tu oczywiscie, ze T' ma n lidci,
-ty iS¢ etykietowany symbolem a;.

Rozwiazemy to zadanie dla nieco uogélnionego problemu, tzw. wazonej
parsymonii. Przyjmujemy, ze mamy dana funkcje kosztu S : X2 — R, ktéra
kazdej parze symboli a, b przypisuje koszt S(a, b) podstawienia a za b. Zasto-
sujemy metode programowania dynamicznego. Dla a € Y oraz wierzchotka v
drzewa T' definiujemy V' (v, a) jako minimalny koszt poddrzewa zaczepionego
w v przy zalozeniu, ze etykieta wierzcholka v jest a. Mamy nastepujace
warunki dla liscia v, V(v,a) = 0, jesli etykieta v w T jest a. W przeciwnym
przypadku przyjmujemy V (v, a) = 4o0.

Jesli v nie jest liSciem oraz 7, j sa synami v, to

V(v,a) = mbin[V(i, b) + S(a,b)] + mbin[V(j, b) + S(a,b)].

Woéwezas koszt dla calego drzewa T' wynosi ming, V' (v., b), gdzie v, jest korze-
niem 7.
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Zozonosé czasowa powyzszego algorytmu wynosi O(|T']|3|?), a przestrze-
nna O(|T|-|X|). Odtwarzanie etykiet wierzcholkéw wewnetrznych otrzymuje
sie standardowg metodg wskaznikow.

Klasyczne podejscie parsymoniczne otrzymujemy przyjmujac S(a,b) = 1
dla a # b, oraz S(a,a) = 0. Tradycyjny algorytm Fitcha (1971) obliczania
kosztu wyglada nastepujaco. Zaczynajac od lisci, konstruujemy dla kazdego
wierzchotka v zbiér R, potencjalnych etykiet realizujacych minimalny koszt
dla tego wierzchotka. W tablicy C'(v) bedziemy zapamietywaé ten koszt.
Ponizszy algorytm stosuje metode dynamicznego programowania.

Algorytm Fitcha

(Obliczanie R, i C(v))

Jesli v jest lisciem o etykiecie a, to R, :={a}; C(v) = 0;

W przeciwnym przypadku, niech w, u beda synami v. Wowczas

Jesli R,N R, # 0, to R, :== R, N Ry; C(v) :==C(w) + C(u);

W przeciwnym przypadku R, := R, U R,; C(v) := C(w) + C(u) + 1;
Wyjscie: minimalny koszt drzewa: C(v,), gdzie v, jest korzeniem.

Jesli chodzi o problem (P2), przeszukiwania przestrzeni wszystkich drzew
w poszukiwaniu drzewa optymalnego, to stosuje sie tutaj jedynie algorytmy
heurystyczne. Jednym z nich jest tzw. metoda branch and bound. Metoda
ta polega na systematycznym budowaniu drzew zaczynajac od drzew o jed-
nym lisciu i przechodzac do drzew o coraz wiekszej liczbie lisci. Poniewaz
koszt calego drzewa nie jest mniejszy od kosztu kazdego z jego poddrzew,
to przeszukiwanie przestrzeni drzew w danym kierunku przerywamy, gdy
osiagniemy koszt wigkszy od dotad osiagnietego w poprzednich krokach.
Skuteczno$¢ tej metody polega na wyborze odpowiedniego sposobu prze-
chodzenia przestrzeni drzew.

Zadanie 8.3.1 Dowies¢, ze koszt drzewa (rozumiany tak jak w tej sekcji)
nie zalezy od potozenia korzenia w tym drzewie.
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