Klasowka ze wstepu do teorii mnogos$ci
1 grudnia 2005

Niech @ : (N — N) — (P(N) — P(N)) bedzie taka, ze

(N)(A) = 71(f (A),
dla wszystkich f : N—-Ni A CN.
1. Czy funkcja @ jest roznowartosciowa?
2. Czy funkcja ® jest na zbior P(N) — P(N)?

3. Znalez¢ przeciwobraz P “({idpay}), gdzie idpy) to funkcja identycznosciowa z P(N)
do P(N).

4. Udowodni¢, ze dla dowolnego f : N — N istnieje taka relacja rownowaznosci r C N x N|
ze dla wszystkich A C N zachodzi

o(f)(4) = Uldlr | a € A}.

Rozwigzania

1. Nie. Jesli idy : N — N jest funkcjg identycznosciowa to oczywidcie zawsze @ (idy)(A4) = A.
Ale dla funkcji nastepnika s mamy takze ®(s)(A) = A, dla dowolnego A. Istotnie,

O(s)(A) =f "'({s(n) [n€ A}) ={m € N | In € A(s(m) = s(n))} =

={meN|3IneA(m=n)} = A

A wiec ®(idy) = ®(s), chociaz idy # s.
2. Nie. Nietrudno zauwazy¢, ze jesli A # (), to takze f ~!(f (A)) # 0. Zatem na przyklad
funkcja stata F' : P(N) — P(N), okreslona warunkiem F(A) = (), nie jest warto$cia funkcji .

8. Zawwaimy, e @' ({idpgy }) = {F € N' [ VA N(f ~M(f (A)) = A)}. Warunek YA C
N ( f _1( f (A)) = A) zachodzi za$ wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcja réoznowartosciows.
Mamy bowiem f 1(f (A)) = {m € N | In € A(f(n) = f(m))}. Dla réznowartosciowej
funkcji f, rownosé f(n) = f(m) zachodzi tylko dla n = m i mamy

fFHfA)={meN|IneAn=m)}=A
W przeciwnym razie f(n) = f(m) dla pewnych n # m, wiec {n} & {n,m} Cf *1( f ({n})).
A zatem 8_1({idp(N)}) to zbior wszystkich funkcji réznowartosciowych z N do N.
4. Na poczatek zauwazmy, ze n € ®(f)(A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) GF(A),
czyl gdy f(n) = f(m) dia pewnego m € A. Przyimuiac wiee r = {(z,9) | £(z) = F¥)},
tatwo otrzymujemy réwnowaznoscé

ne ®(f)(A4) & dm e A(n € [m],),

z ktorej natychmiast wynika teza.



