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Niech Φ : (N→ N) → (P(N) → P(N)) b¦dzie taka, »e

Φ(f)(A) =
→
f −1(

→
f (A)),

dla wszystkich f : N→ N i A ⊆ N.

1. Czy funkcja Φ jest ró»nowarto±ciowa?

2. Czy funkcja Φ jest na zbiór P(N) → P(N)?

3. Znale¹¢ przeciwobraz
→
Φ −1({idP(N)}), gdzie idP(N) to funkcja identyczno±ciowa z P(N)

do P(N).

4. Udowodni¢, »e dla dowolnego f : N→ N istnieje taka relacja równowa»no±ci r ⊆ N×N,
»e dla wszystkich A ⊆ N zachodzi

Φ(f)(A) =
⋃
{[a]r | a ∈ A}.

Rozwi¡zania

1. Nie. Je±li idN : N→ N jest funkcj¡ identyczno±ciow¡ to oczywi±cie zawsze Φ(idN)(A) = A.

Ale dla funkcji nast¦pnika s mamy tak»e Φ(s)(A) = A, dla dowolnego A. Istotnie,

Φ(s)(A) =
→
f −1({s(n) | n ∈ A}) = {m ∈ N | ∃n ∈ A (s(m) = s(n))} =

= {m ∈ N | ∃n ∈ A (m = n)} = A.
A wi¦c Φ(idN) = Φ(s), chocia» idN 6= s.

2. Nie. Nietrudno zauwa»y¢, »e je±li A 6= ∅, to tak»e
→
f −1(

→
f (A)) 6= ∅. Zatem na przykªad

funkcja staªa F : P(N) → P(N), okre±lona warunkiem F (A) = ∅, nie jest warto±ci¡ funkcji Φ.

3. Zauwa»my, »e Φ−1({idP(N)}) = {f ∈ NN | ∀A ⊆ N (
→
f −1(

→
f (A)) = A)}. Warunek ∀A ⊆

N (
→
f −1(

→
f (A)) = A) zachodzi za± wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡.

Mamy bowiem
→
f −1(

→
f (A)) = {m ∈ N | ∃n ∈ A (f(n) = f(m))}. Dla ró»nowarto±ciowej

funkcji f , równo±¢ f(n) = f(m) zachodzi tylko dla n = m i mamy
→
f −1(

→
f (A)) = {m ∈ N | ∃n ∈ A (n = m)} = A.

W przeciwnym razie f(n) = f(m) dla pewnych n 6= m, wi¦c {n}  {n, m} ⊆
→
f −1(

→
f ({n})).

A zatem
→
Φ−1({idP(N)}) to zbiór wszystkich funkcji ró»nowarto±ciowych z N do N.

4. Na pocz¡tek zauwa»my, »e n ∈ Φ(f)(A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) ∈
→
f (A),

czyli gdy f(n) = f(m) dla pewnego m ∈ A. Przyjmuj¡c wi¦c r = {〈x, y〉 | f(x) = f(y)},
ªatwo otrzymujemy równowa»no±¢

n ∈ Φ(f)(A) ⇔ ∃m ∈ A (n ∈ [m]r),
z której natychmiast wynika teza.


