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. W zbiorze R[z| wszystkich wielomianéw jednej zmiennej o wspdtezyn-
nikach rzeczywistych okreslamy relacje réwnowaznosci r:

frg wtedyitylko wtedy, gdy f — ¢ jest funkcja liniowa,.
Zmalez¢ moc zbioru ilorazowego relacji r i moc kazdej klasy abstrakcji.
. Niech A, B C R beda niepustymi zbiorami. Dla dowolnej liczby = przez
|x — A| oznaczamy odlegtosé x od zbioru A, czyli inf{|x —a| | a € A}.
Udowodni¢, ze istnieje podzbiér T zbioru B o takich wtasnosciach:
o Jesliz,y € T oraz © # y to |x —y| > 3(Jlo — Al + |y — A]);
e Jesli x € B—T to istnicje takie y € T, ze |z —y| < 3(|z—A|+|y—A|).
. Udowodni¢, ze funkcja f : P(N) — P(N) jest ciagla (ze wzgledu na
inkluzje) wtedy i tylko wtedy, gdy

fla) =U{f(e) | e skoniczony oraz e C a},

dla dowolnego a € P(N).
. Objasni¢ co to znaczy, ze:
(a) Zbiér X jest przeciwobrazem zbioru Y przy funkcji f: A — B;
(b)
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(
(

Moc zbioru X jest mniejsza od mocy zbioru Y;

(@]

Zbior X jest klasa abstrakcji relacji rownowaznosci » w zbiorze A;
Zbiér X jest liczba naturalna;

e) Zbiér X jest skonczony;

)
)
) Zbiér X jest dobrze ufundowany przez relacje =<;

)
)

—

(g) Zbiér X jest zupelnym porzadkiem czesciowym;
(h

(i) Moc zbioru X jest iloczynem liczb kardynalnych m i n.

Podzbiér X zbioru A ma kres gérny w (A, <);



Rozwiazania

1. Kazdemu wielomianowi f mozna przypisa¢ funkcje o : N — R, ktora liczbie n
przypisuje wspétczynnik wielomianu f przy x”. A wiec zbior wszystkich wielo-
mianéw jest mocy co najwyzej takiej jak zbiér RN, czyli €0 = ¢. Poniewaz zbi6r
wszystkich wielomiandéw stalych jest mocy €, wiec zbiér wszystkich wielomianéw
jest tez mocy €. Stad od razu wynika, ze kazda klasa abstrakcji relacji r i zbiér
wszystkich klas sa mocy co najwyzej €.

Niech f = anz"™ + -+ + a2® + a1 + ag. Do klasy [f], naleza wszystkie
wielomiany postaci f = apz™ + - -+ + agx® + a1z + b, gdzie b jest dowolng liczbg
rzeczywista. Zatem klasa [f], jest co najmniej (a wiec dokladnie) mocy €.

Dla a # b wielomiany ax® i bxz® nie sa w relacji, bo ich réznica jest stopnia 3.
Zatem zbiér klas abstrakcji tez jest mocy €.

2. Rozpatrzmy rodzine 7 zlozona ze wszystkich takich podzbioréw T zbioru B, ze
o =yl = 3(ja = Al + ]y — A]),
dla dowolnych réznych x,y € T. Rodzina 7, uporzadkowana przez inkluzje, jest
niepusta (bo kazdy jednoelementowy podzbiér B nalezy do 7) i spelnia zalozenia
lematu Kuratowskiego-Zorna. Niech bowiem L bedzie lanicuchem w 7 i niech
U=L. Jesli z,y € U, to istnieja takie T,T7" € T,ze v € T iy € T'. Skoro L
jest tancuchem, to albo T'C T” albo T" C T. W obu przypadkach liczby x, y naleza
do tego samego zbioru z rodziny 7, wiec ich réznica spelnia warunek powyzej.
Pokazalismy wiec, ze suma dowolnego taicucha w 7 nalezy do 7. A za-
tem kazdy lancuch w 7 jest ograniczony z géry. Z lematu Kuratowskiego-Zorna
wnioskujemy, ze istnieje maksymalny element T rodziny 7. Zbiér T spemhia pierw-
szy warunek wymieniony w zadaniu, bo nalezy do 7. Spelnia tez drugi warunek,
bo jest maksymalny: jesli x € B — T, to zbiér T'U {z} nie nalezy juz do 7.

3. Kazdy zbidr jest suma rodziny swoich skonczonych podzbioréw i na dodatek ta
rodzina jest skierowana i niepusta. Zatem natychmiast z ciaglosci wynika warunek

f(a) = U{f(e) | e skoniczony oraz e C a}.
Dla dowodu implikacji odwrotnej zalézmy, ze S jest skierowanym podzbiorem P(N).

Kresem gérnym w P(N) jest oczywiscie suma, wiec réwnos¢ sup f (S) = f(sup 5)
sprowadza sie do réwnosci

U{f(s) | s€ S} =U{f(e) | e skoriczony oraz e C | JS}.
Oznaczmy lewa i prawg strone tej réwnosci przez LS i PS. Przypuéémy, ze x € LS.
Wtedy x € f(s) dla pewnego s € S, ale f(s) = J{f(e) | e skoriczony oraz e C s},
wiec x € f(e), gdzie e jest skoriczony i e C s C |JS. Zatem x € PS. Na odwroét,
jesli z € PS, to x € f(e), gdzie e = {y1,...,yx} jest skoriczonym podzbiorem [ JS.
Istnieja takie s1,...,8x € S, ze y1 € S1,...,Yx € Sk. Zbidr S jest skierowany,
wiec istnieje tez takie s € S, ze s1,...,5; € s. Mamy wiec e C s. Poniewaz
f(s) =U{f(e) | e skoriczony oraz e C s}, wiec f(e) C f(s) i ostatecznie x € f(s).



