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1. Relacja równowa»no±ci r w zbiorze N− {0} jest okre±lona tak:

〈m, n〉 ∈ r ⇐⇒ m i n maj¡ te same dzielniki pierwsze.

Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie s¡ moce tych klas?

2. Funkcja f : N → N jest uporczywa, gdy speªnia warunek

∀n ∈ N ∀m ∈ N ∃k ∈ N (k > m ∧ f(k) = n).

Jakiej mocy jest zbiór U wszystkich funkcji uporczywych?

Rozwi¡zania

Zadanie 1: Funkcja przypisuj¡ca ka»dej liczbie n jej klas¦ abstrakcji [n]r jest
na N−{0}/r, wi¦c zbiór ilorazowy jest mocy co najwy»ej ℵ0. Wystarczy wi¦c

sprawdzi¢, »e nasz zbiór jest mocy co najmniej ℵ0, czyli »e istnieje niesko«cze-

nie wiele klas abstrakcji. Tak jest, bo ka»da liczba pierwsza wyznacza inn¡

klas¦ abstrakcji, wi¦c zbiór klas abstrakcji relacji r jest mocy ℵ0.

Zadanie 2: Oczywi±cie U ≤ C bo zbiór wszystkich funkcji z N do N jest

mocy C. Zde�niujemy teraz funkcj¦ F : NN → U . Poni»ej, przez w3(n)
oznaczamy najwi¦ksze takie r, »e n dzieli si¦ przez 3r.

F (f)(n) =

{
f(k), je±li n = 2k;
w3(n), w przeciwnym przypadku.

Funkcja F jest dobrze okre±lona, tj, F (f) ∈ U dla f : N → N, bo dla dowol-

nego r istnieje niesko«czenie wiele liczb nieparzystych, które w rozkªadzie na

czynniki pierwsze daj¡ r trójek. Funkcja F jest te» ró»nowarto±ciowa, bo dla

f(k) 6= g(k) zachodzi F (f)(2k) 6= F (g)(2k). A wi¦c moc zbioru U jest co

najmniej taka jak moc zbioru NN, z czego ostatecznie wynika F = C.


