Rachunek lambda
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Ekstensjonalnos¢ (7)

Dla zbioréw (niewatpliwa):

A=B wtedy i tylko wtedy, gdy Vx(x e A& x € B)
A={x]|xeA}

Dla funkgji (watpliwa):
F=G wtedy i tylko wtedy, gdy  Vx (F(x) = G(x))

F=XxFx (1)

1Gdy F nie zawiera x.

Zbiory i funkcje

Sposéb uzycia:

acA (nalezenie) F(a) (aplikacja)

Tworzenie:

{x | W(x)} (wycinanie) Ax W(x) (abstrakcja)
Ewaluacja:

ae x| W} & W@ OxW())a) = W(a)

Ekstensjonalnos¢ (7)

Statyczne i dynamiczne rozumienie funkgcji:

1. Jako przyporzadkowanie, wykres, relacje, zbiér par. ..

2. Jako regute, przeksztatcenie, algorytm, metode. . .

Teoria zbioréw nie nadaje sie do opisu aspektu (2).



Beztypowy rachunek lambda Sktadnia: lambda-wyrazenia

Lambda-wyrazenia:

Kazdemu obiektowi mozna przypisa¢ dziatanie, wiec. .. Konwencje:

» Funkcja rozumiana jako dziatanie. _

» Przedmiotem dziatania moze by¢ cokolwiek, zatem. .. = Zmienne x, y, z, ...
» ...funkcja nie ma a priori ograniczonej dziedziny. — Aplikacje (MN);

» Funkcja moze by¢ np. aplikowana sama do siebie. — Abstrakcje (Ax M).
| 4

| 4

... nie ma innych obiektéw niz funkcje. _ Opuszczamy zewnetrzne nawiasy:

_ — Aplikacja wigze w lewo: MNP oznacza (MN)P
Analogia: Kazdy cigg bitéw mozna zinterpretowac

— jako program; — Skrét z kropka: Ax ... x,.M oznacza Axi(...(Ax,M)---).
— jako dane.
Przyktady Zmienne wolne (globalne)
| = Ax.x FV(x) = {x};
K \ FV(MN) = FV(M) U FV(N);
X FV(Ax M) = FV(M) — {x}.
S = Mxyz.xz(yz)
2 — M\x. f(fx) Na przyktad:
W = AX.XX FV(\x x) = @;
Q = ww FV(Ax.xy) = {y};
Y = M (O F ) A F (xx)) PEmy ) = o)



Alfa-konwersja Termy jako grafy:

Wyrazenia Ax. xy i A\z. zy oznaczaja te sama operacje
(,zaaplikuj dany argument do y").

Nalezy je uwaza¢ za identyczne.

Alfa-konwersja: Wyrazenia réznigce sie tylko wyborem
zmiennych zwigzanych utozamiamy. X Y

Lambda-termy to klasy abstrakcji tego utozsamienia.

— Jeden wierzchotek poczatkowy;
tatwiej powiedzie¢, niz zrobié. . .

— Zmienne wolne jako wierzchotki koncowe (liscie).

Termy jako grafy: zmienna Termy jako grafy: aplikacja




Termy jako grafy: abstrakcja Termy jako grafy: abstrakcja

Zmienne zwigzane sa niepotrzebne.

Przyktad Podstawienie G[x := T]

Podstawienie termu T do termu G w miejsce wolnych
wystapien zmiennej x.

To jest graf termu Ax.(Ay. xy)((Az. zy)x)



Lemat o podstawieniu
M[x := N][y := R] = M[y := R|[x := N[y := R]]

> x[x = N] = N; gdy x € FV(R) lub y & FV(M)

Podstawienie

> yx=N=y,
gdy y jest zmienna r6zna od x;

» (PQ)[x := N] = P[x := N]Q[x := NJ; "
» (A\y P)[x := N] = A\y.P[x := N],

gdy y # x oraz y & FV(N). X ——y X
Wykonanie podstawienia na konkretnej reprezentacji termu
moze wymaga¢ wymiany zmiennych: N N
y y

(A\y P)[x := N] = Az Ply := z|[x := N], gdzie z jest ,nowe".

Beta-redukcja Relacje pochodne:

Najmniejsza relacja — g3, spetniajaca warunki:

. (P)Q —s Px = Q. Dowolna liczba krokéw: ~— 5 lub —7%;
> jesli M —45 M, to: Niezerowa liczba krokéw: —>§;
MN —5 M'N, NM — 3 NM' oraz AxM — 5 AxM'.
Co najwyzej jeden krok: —7;
Term postaci (AxP)Q to [3-redeks. Réwnowaznos¢ (beta-konwersja):  =g.

Relacja —4 to zredukowanie jednego dowolnego redeksu.



Przyktad: SKK =54 | Jaja aligatorow

SKK = (Axyz.xz(yz))(Axy.x)(Axy.x)
—g (Ayz.(Axy.x)z(yz))(Axy .x)
— 5 Az.(Axy . x)z((Axy.x)z) http://worrydream.com/AlligatorEggs/
— 3 Az.(Ay.z)((Axy.x)z)
—3 Az.(\y.z)(\y.2)

—g Az.z = |

Rachunek lambda jako teoria réwnosciowa Normalizacja

Termy M i N sa beta-rowne (M —, N) wtedy i tylko wtedy, Posta¢ normalna to term bez redekséw.

gdy réwnos¢ ,,M = N mozna udowodni¢ w systemie: Nie da sie go redukowac.
(8) (AxM)N = M[x := N] X =X Term M ma posta¢ normalna (jest normalizowalny), gdy
redukuje sie do pewnej postaci normalne;.
M=N M=N () M=N Nazywamy ja postacia normalna termu M.
MP = NP PM = PN XM= AN
Term M jest silnie normalizowalny (M € SN), gdy nie istnieje
M=N M=N,N=P nieskonczony ciag

M:M0—>5M1—>BM2—>Q'~'

Inaczej: kazdy cigg redukcji prowadzi do postaci normalnej.


http://worrydream.com/AlligatorEggs/

Przyktady

v

Term S = Axyz.xz(yz) jest w postaci normalne;.

v

Term SKK jest silnie normalizowalny i ma postac
normalna I.

v

v

Term (Ax.y)S2 ma posta¢ normalng y, ale nie jest
silnie normalizowalny.

Beta-redeks w grafie

Term Q = (Ax. xx)(Ax. xx) nie ma postaci normalne;j.

Wotanie przez nazwe

(MP)Q —4 Plx := Q)]

Ewaluacja procedury o parametrze formalnym x i tresci P,
gdy parametrem aktualnym jest Q:

Nalezy wstawi¢ parametr aktualny do tresci procedury,
wymieniajac, jesli trzeba, lokalne identyfikatory na nowe.

Beta-redukcja w grafie



Beta-redukcja nieco wyidealizowana Kompozycjonalnosé

(1) . (1) Lemat
i (1) Jesli M —5 M', to M[x := N] —5 M'[x := NJ;
o (2) Jesli N —5 N, to M[x := N] -3 M[x :== N'],
/ \ (4) Dowéd:  Indukcja ze wzgledu na dtugosée M. O
/)\x 4
3) () 3 (@) Whiosek
Jesli M —5 M i N =5 N', to M[x := N] —5 M'[x := N'].
O [0}
Whtasnos¢ Churcha-Rossera (CR) Twierdzenie Churcha-Rossera: Beta ma wtasnosé CR

Jeslia — bia— c, toistnieje takie d, ze b — dic—d. Relacja pomocnicza =
—x 5 x, gdy x jest zmienna;
a —jesli M 5 M, to AxM = AxM';
/ \ —jesli ML M i NS N, to
b\ ) ¢ MN L M'N', oraz
N / (AXM)N RN M'[x .= N'].

Sens: jednoczesna redukcja kilku redekséw
juz obecnych w termie.



Petne rozwiniecie Wtasnosci relacji —

Term M°® to petne rozwiniecie termu M. .
(1) Jesli M — M’, to FV(M') C FV(M).

- x* =x;
- (A M)* = Ax M*;

- (MN)®* = M*N°*, gdy M nie jest abstrakcja;
- (A MN)® = M*[x := N°*].

(2) Dla dowolnego M zachodzi M L Moraz M5 M.
(3) Jesli M5 M i N 5 V', to M[x := N] = M'[x :== N].

(4) Jesli M 5 M', to M' 25 M®.
Sens: jednoczesna redukcja wszystkich istniejacych redekséw.

1 > ) . .
Relacja — ma wtasno$¢ rombu Dowdéd twierdzenia Churcha-Rossera

. .1 . :
1) Poniewaz relacja — ma wtasno$¢ rombu, wiec tym

bardziej jej domkniecie przechodnio-zwrotne — ma
wtasnos$¢ rombu.

M
/ \ M, M,
M M Y V \
N 7 o
N v :
N - :
e My

. . 1 . 1, )
2) Poniewaz —3 C — C —» 4, wiec — i —»5 s3 réwne.

3) Whasnos¢ rombu dla — 5 to whasnos¢ CR dla — 4.



Whioski z twierdzenia Churcha-Rossera Whioski z twierdzenia Churcha-Rossera

(1) Jesli M =5 N, to M —5 Qz« N, dla pewnego Q.

Q Q> Qn (2) Kazdy term ma co najwyzej jedna posta¢ normalna
N SN RN (i do niej sie redukuje).
M M, M, T M4 N
N s N d
h . d NN P Dowdd:
N N /// Jesli M =5 N i N normalne, to M —3 Qz« N.
S N 7 Skoro N normalne, to N = Q.
N N yid Jesli M tez normalne, to M = Q = N.
~ . °
\\ },/
[ ]
O
Whioski z twierdzenia Churcha-Rossera Eta-reduction

The least relation —,, satisfying the conditions:
» Ax.Mx —, M, when x & FV(M);

> jesli M —, M', to MN —, M'N, NM —, NM'
and AxM —,, AxM'.

(3) Beta-konwersja jest niesprzeczng teorig réwnosciowa

Dowdéd: Na przyktad ¥ x = y, poniewaz x #5 y.
Symbol — 3, stands for the union of relations —3 and —,,.

Other definitions and notation are applicable respectively.



Eta-reduction

Fakt

Eta-reduction is strongly normalizing
(because terms shrink under eta).

Fakt

Beta-eta-reduction is Church-Rosser.

Head normalization

A term AX.zR is in head normal form.
A term AX.(\y.P)QR has a head redex (\y.P)Q.

A reduction step of the form
M = XX.(\y.P)QR —5 A\X.Ply :== QIR = N

is called head reduction. Write M 2 N.

Other reductions are internal. Write M = N.

Standardization

Standard reduction: Always reduce the leftmost redex.

Theorem:

If M has a 3-normal form then the leftmost reduction
leads to the normal form.

Slogan:
The leftmost reduction strategy is normalizing.

Main Lemma

Lemma: If M —3 N then M —h» P —1» N, for some P.

Warning: A naive proof attempt fails. This diagram is wrong.

N
\\h i//7
N

\ /7



Curry's fixed point combinator Y

Y = M ((Ax.f(xx))(Ax.f(xx))

Fact: YF =5 F(YF), for every F.

Proof: YF — 5 ((Ax.F(xx))(Ax.F(xx)) —3
F((Ax.F(xx))(Ax.F(xx))s < F(YF)

Turing's fixed-point combinator

© = (AxF. F(xxf))(Axf . £ (xxf))

Fact: ©F —3 F(OF), all F.

Proof: OF = (Axf. f(xxf))(Axf.f(xxf))F —z
(M F((AXFfF(xxf)) (M. f(xxf))F)F —5
F((Axf. f(xxf))(Axf.f(xxf))F) = F(OF)

YF =5 F(YF)

Example: Find an M such that Mxy =3 MxxyM.

Solution: No problem, M = Y (Am Axy. mxxym).



