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Moje zainteresowania badawcze wiaza si¢ z szeroko pojetymi zastosowaniami matematyki w bio-
logii i medycynie. Od strony matematycznej z powodzeniem wykorzystuje narzedzia uktadéw dyna-
micznych do analizowania modeli opisujacych przede wszystkim rézne procesy towarzyszace roz-
wojowi choroby nowotworowej oraz leczenie tej choroby, ale tez dzialanie uktadu odporno$ciowego
(réwniez w kontek§cie immunoterapii nowotworéw), patologie pracy serca, procesy epidemiologicz-
ne 1 ekologiczne oraz oddziatywania w uktadach diadycznych.

We wszystkich procesach rzeczywistych w naturalny sposéb pojawiaja si¢ op6Znienia, odzwier-
ciedlajace np. petle sprze¢zen zwrotnych, czy opisujace czas potrzebny do uzyskania reakcji uktadu na
konkretny sygnat zewngtrzny (w szczeg6lnosci w uktadach ze sterowaniem), por. rys. 1. Za pomoca

Sterowanie
czas reakcji = opdznienie

Iy I

Q y N
analiza danych

Rysunek 1.

opOznienia modeluje si¢ przewaznie czas trwania pewnego procesu ztozonego z kilku etapow, ktorych
nie chcemy opisywac dokladniej, czy to w celu ograniczenia liczby réwnan, czy ze wzgledu na niedo-
stateczng znajomos$¢ heurystyki pomijanych w modelu etapéw, por. rys. 2. Stad jednym z gtéwnych
stosowanych przeze mnie narzgdzi sa nieskonczeniewymiarowe pétuktady dynamiczne generowane
przez réwnania rézniczkowe z op6znionym argumentem. W zwigzku z tym na poczatku chciatabym
przedstawiC stosowang notacje i kilka niezbgdnych informacji na ten temat.

Upraszczanie skomplikowanych uktadéw
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Rysunek 2.
Najwazniejszym podrecznikiem z zakresu rownan funkcjonalno-rézniczkowych (inna nazwa réw-

nan z opéZnionym argumentem) pozostaje od lat ksiazka J. Hale’a z roku 1977 [19], ktérej poprawio-
na 1 uzupetniona wersja ukazata si¢ w roku 1993 [20], a nastepne wydanie w 1997 roku. Z kolei
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z punktu widzenia zastosowan istotny jest podrgcznik Y. Kuanga [27] zawierajacy — oprécz pod-
staw teoretycznych — takze liczne przyktady zastosowan takich réwnan. Podobnie w [15] mozna
znalez¢ analiz¢ konkretnych modeli z op6Znionym argumentem. Cho¢ w p6Zniejszych latach ukazato
si¢ sporo pozycji ksiazkowych, w szczegélnosci ksigzka O. Diekmanna i in. [10], to w dalszym cig-
gu wigkszoS$¢ prac z zakresu réwnan z opdznieniem odnosi si¢ do [19]. W szczegdlnoSci w swoich
pracach zwykle opieram si¢ na podreczniku Hale’a, ale np. badajac bifurkacje Hopfa wykorzystuje
podejscie Diekmanna i in.

Oznaczmy przez €2 dowolng przestrzen i niech ¢ : [a, b] — €, [a, b] C R, bedzie dowolna funkcja.
Ustalmy 7 > 0it € [a + 7, b], przy zatozeniu b > a + 7. Definiujemy funkcje ¢, jako przesunigcie
funkcji ¢ obcigtej do odcinka [t — 7,¢] na odcinek [—7, 0], czyli

vi(s) =@(s+1t) dla se[—T,0].

Na rysunku 3 przedstawiono schematycznie konstrukcje funkcji ¢.
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Rysunek 3. Konstrukcja funkcji ;.

Taka operacja przesunigcia pozwala zdefiniowaé pétuktad dynamiczny w przestrzeni Banacha
%, funkcji ciagtych okreslonych na odcinku [—7,0] (o wartoSciach w R" ze standardowa norma
supremum) zwiazany z autonomicznym uktadem réwnan rézniczkowych z opéZnieniem

#(t) = F(z,) dla ¢t>0), (1)

gdzie z(t) € R™, F': €, — R" jest danym operatorem, a & oznacza pochodng prawostronng funkcji
z(-) wzgledem czasu. Jesli rozwiazanie uktadu (1) z dowolna funkcja poczatkowa ¢, € %, jest
okreslone dla wszystkich ¢ > 0, to orbity tworza pétuktad dynamiczny {x;, ¢t > 0} C %,. Réwnania
z op6znieniem generuja potuktady dynamiczne, poniewaz w ogélnym przypadku sa nieodwracalne
w czasie — dla danej funkcji poczatkowej ¢, bez dodatkowych zatozer nie mozemy przedtuzyc
rozwiazania na przedziat [—27, —7], a przedtuzanie na kolejne przedziaty dtugosci op6Zznienia w lewo
wymaga kolejnych zatozer.

W og6lnym przypadku bada si¢ takze réwnania nieautonomiczne, w ktérych prawa strona zalezy
w sposéb jawny od czasu, F' = F(t, x;), co moze mieé istotne znaczenie w niektérych konkretnych
zagadnieniach aplikacyjnych (w szczegdlnoSci w przypadku proceséw, ktérych wspétczynniki moga
zaleze€ od czasu, np. od zmian por roku), tym niemniej rowniez w tych zagadnieniach rozpatrujemy
uktad w przestrzeni €, w ktorej wigkszo$¢ twierdzen, jak twierdzenia o istnieniu, jednoznacznosci,
przedtuzalnosci (w przéd) rozwiazan sa analogiczne do tych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
Podobnie twierdzenie o linearyzacji pozwala na korzystanie z teorii spektralnej. Zauwazmy jeszcze,
ze dla dowolnego 7 > 0 zawsze mozna przeskalowac czas biorac 7s = ¢ 1 otrzyma¢ w wyniku
opOznienie jednostkowe. Nalezy tez podkresli¢, ze zalozenie skoficzonoSci opdZnienia jest istotne,
a przypadek 7 = +o0 musi by¢ traktowany oddzielnie (por. [21]).

W swoich badaniach zajmuje¢ si¢ gtéwnie uktadami z opdZnieniami dyskretnymi. W ogdélnym
przypadku taki uktad przyjmuje postac

#(t) = G(t,x(t), x(t — 1), x(t = ), ..., 2(t — 7)) 2)
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dla pewnej funkcji G: R x R"™ — R". Zauwazmy, ze z(t — 7;) = x;(—7;), wigc réwnanie (2)
mozemy tatwo przepisaé w postaci rownania okreslonego w R x %,.. Wprowadzenie tylko op6Znieri
dyskretnych nie upraszcza teorii ani tez nie redukuje wymiaru przestrzeni fazowej — ta pozosta-
je nieskonczeniewymiarowa przestrzenig Banacha funkcji ciagtych okre§lonych na odcinku [—7, 0]
(gdzie T = maXjeq1,... x} 7j), ale pozwala na stosowanie tzw. metody krokéw, ktora polega na induk-
cyjnym dowodzeniu odpowiednich wtasnosci uktadu na kolejnych odcinkach dtugosci najmniejszego

opoznienia, I, = [(minjeq, .k} 75, (0 + 1) minjeq . ) 7], korzystajac z teorii réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. Rzeczywiscie na kazdym przedziale I, réwnanie (2) staje si¢ nieautonomicznym
réwnaniem zwyczajnym z danymi funkcjami z(t — 7;), j = 1,...,k, gdyz t — 7; € I, dla pew-

nego m < {. Najczgsciej metoda ta shuzy do dowodzenia przedtuzalnoSci rozwiazan, upraszczajac
analiz¢ do przypadku przestrzeni R™ zamiast 4. Dodatkowo, w przypadku réwnan z opdznieniem
dyskretnym, analiza lokalnej stabilnoSci stanéw stacjonarnych upraszcza si¢ w stosunku do ogélnego
przypadku, gdyz funkcja charakterystyczna ma postaé

n n—1
Z anN + Z Z be ; e M
j=0

¢ j=0
gdzie 7y = oy +aomo + -+ agT, przyczyma; €N, j =1, 0k, o Fas + -+ o <.

Wiasnie badanie stabilnoSci, szczegdlnie badanie stabilnosSci globalnej, stanowi jeden z najwaz-
niejszych elementéw matematycznej analizy uktadéw opisujacych procesy zachodzace w naturze.
Bardzo istotna jest takze nieujemno$¢ rozwigzan dla nieujemnych warunkéw poczatkowych, gdyz
zwykle rozpatrywane przeze mnie modele opisuja wielkosci réznych populacji czy gestoSci pew-
nych substancji. Podkresli¢ nalezy, ze czgsto wprowadzajac opdZnienie mozemy straci¢ nieujemnosé
rozwigzan, ktora ma wyjsciowy uktad bez opdZnienia (w szczegdlnosci jesli wprowadzimy sktadnik
z opdZnieniem przyjmujacy warto$ci ujemne, por. [5]), a w literaturze biomatematycznej pojawiaja
si¢ prace, ktorych autorzy zdaja si¢ o tym nie wiedzie¢ lub nie pamigtaé, np. [6, 13]. Podam bardzo
prosty przyktad. Rozpatrujac réwnanie & = a—x(t), a > 0, x(0) = xy > 0, otrzymujemy rozwiazanie
z(t) = a+ (xo —a) e~ > 0. To samo réwnanie rozpatrywane z opéZnieniem, & = a — x(t — 7) i wa-
runkiem poczatkowym z(t) = a + Bcost, t € [~7,0] dla T = T, ma rozwiazanie z(t) = a + (Fcost
dlat > 0, przy czym rozwiazanie to przyjmuje wartosci ujemne o ile a > (3, por. rys. 4.

x(1)4 x(1)

~
(-
(S
Q
|
®
SRR
<
I\)l’g’"’ ﬁrx

Rysunek 4.

Zbadanie globalnej stabilno$ci dla réwnan z opéZnionym argumentem najczgsciej jest bardzo
trudne, o ile w ogéle mozliwe, np. bardzo trudno zaproponowaé odpowiedni funkcjonal Lapunowa.
Jako przyktad zmagan pokolen naukowcéw z tym zagadnieniem mozna wymieni¢ réwnanie Hut-
chinsona [23] (klasyczne réwnanie logistyczne z op6Znieniem), ktére — cho¢ znane od 1948 roku
— w dalszym ciagu stanowi przedmiot badan w tym konteksScie (por. [27] 1 dyskusj¢ tamze), a po-
stawiona ponad 60 lat temu przez Wrighta [39] hipoteza dotyczaca globalnej stabilnosci dla tych
wartoSci parametréw, dla ktérych dodatnie rozwiazanie jest lokalnie stabilne, pozostaje w dalszym
ciagu nierozstrzygnigta. Krétkie wprowadzenie do teorii rownan rézniczkowych z opdZnionym ar-
gumentem i jej zastosowania do prostych przyktadéw z zakresu zastosowan biomedycznych mozna
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znaleZz¢ w mojej pracy przegladowej [M4], a podkreslenie probleméw pojawiajacych si¢ w zwiazku
z wprowadzaniem opdZnienia w [A17].

Précz pétuktadéw dynamicznych generowanych przez réwnania z op6Znionym argumentem sto-
sowatam w swoich badaniach takze skoficzeniewymiarowe uktady generowane przez réwnania roz-
niczkowe zwyczajne (przy czym oczywiscie takie uktady mozna traktowac jako szczeg6lny przypa-
dek réwnar z opdznieniem (1) z F'(¢) = f(¢(0)) dla pewnej funkcji f) czy uktady dyskretne. W sy-
tuacji, gdy istotne mogto by¢ rozmieszczenie przestrzenne, badatam tez wptyw dyfuzji na dynamike
analizowanych proceséw, przy czym w dalszym ciagu wykorzystywatam aparat uktadéw dynamicz-
nych, poniewaz analizowane przeze mnie modele takie uktady generowaty.

Nieco doktadniej — od strony analitycznej w swoich pracach badam gtéwnie:

— nieliniowe uktady rownan rézniczkowych zwyczajnych w kontekscie globalnego istnienia nie-
ujemnych rozwiazan, lokalnej i globalnej stabilno$ci rozwigzan stacjonarnych (z wykorzystaniem
funkcji Lapunowa badZ innych technik, odpowiednich dla konkretnych modeli), wystgpowania
cykli granicznych i r6znych bifurkacji, w tym bifurkacji Hopfa;

— liniowe 1 nieliniowe réwnania/uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych z opdZnieniem dys-
kretnym w kontekscie jak wyzej, ze szczegdlnym uwzglednieniem badania dynamiki rozwiazan
w zaleznoSci od zwigkszajacego si¢ opdznienia (opdZnien) oraz mozliwych zmian stabilnosci ze
wzgledu na zmiany opdZnienia;

— nieliniowe réwnania 1 uktady réwnan reakcji-dyfuzji, zaréwno bez jak i1 z opdZnieniem, w kon-
teksScie jak wyzej;

— uklady uwzgledniajace zewngtrzny wptyw na dynamike, jak impulsy czy sterowania (w tym za-
gadnienia sterowania optymalnego).

Z kolei od strony aplikacyjnej, moje prace koncentruja si¢ na nastgpujacych zagadnieniach:

— modelowanie reakcji odpornoSciowej, w tym badanie wpltywu szczepieni, immunoterapia nowo-
twordw 1 jej efektywnosé;

— modele wzrostu guza nieunaczynionego, badanie wptywu opdznienia na ten wzrost, tworzenie si¢
rdzenia nekrotycznego;

— proces unaczyniania nowotworu, terapia antyangiogenna oraz terapie taczone;

— mutacje nowotworowe;

— popromienny efekt sasiedztwa;

— chemioterapia: lekoopornos¢ nabyta w leczeniu choréb nowotworowych, optymalne sterowanie
w kontekscie lekoopornosci;

— modelowanie terapii hormonalnej w leczeniu raka prostaty;

— opdzZnienia w reakcjach biochemicznych;

— modelowanie oddzialywan diadycznych;

— modelowanie pracy serca;

— modele epidemiologiczne, wptyw szczepien, modele dla populacji niejednorodnych — modelo-
wanie rozprzestrzeniania gruzlicy;

— modele eko-epidemiologiczne;

— modelowanie neuronalne w rozpoznawaniu sytuacji ambiwalentnych.

1. Modelowanie reakcji odpornoSciowej

Moje najwczesniejsze badania dotyczyly modelowania reakcji odpornosciowej. Zajmowatam sig
tym zagadnieniem w oparciu o model Marczuka [31].
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1.1. Model Marczuka

Model ten zostal zaproponowany przez G.I. Marczuka w roku 1980 i w najprostszej postaci opi-
suje tzw. humoralng odpowiedZ odpornos$ciowa, czyli taka, w ktdrej za niszczenie antygenu (czyn-
nika wywotujacego reakcj¢ odpornosciowa) odpowiadaja przeciwciata — biatka przemieszczajace
si¢ swobodnie w krwi 1 limfie (stad nazwa ,humoralna”). Opisujemy dynamike w czasie trzech
zmiennych V', C'i F' (odpowiednio zaggszczenie antygenu, komorek plazmatycznych, ktére produku-
ja przeciwciala, oraz przeciwciat). Dynamike t¢ odzwierciedla uktad trzech réwnan rézniczkowych
zwyczajnych z opdZnieniem dyskretnym

V(t)= (8- F()V(t),
Ct)=aV(t—T1)F(t—71)— pc(Ct)—C*), (3)
F(t) = pO(t) — (ur +mV (1) F(2).

W modelu zaktada sig, ze tempo zmian iloSci antygenu zalezy od tej iloSci (wspdtczynnik /3 interpre-
tujemy jako tempo wzrostu, a jednoczes$nie agresywnos¢ antygenu) oraz od reakcji odpornosciowej
(sktadnik F'V odpowiada za niszczenie antygenu przez przeciwciata, a wspotczynnik v to prawdopo-
dobienistwo spotkania, rozpoznania i zniszczenia antygenu). Do produkcji przeciwcial potrzebne sa
komorki plazmatyczne, tworzenie ktorych jest stymulowane przez sygnaly wysytane przez kompleksy
antygen-przeciwcialo, przy czym opdznienie 7 odzwierciedla czas potrzebny na przekazanie sygna-
tu i wyprodukowanie nowej komérki. Wartos¢ C* odpowiada fizjologicznemu poziomowi komérek
plazmatycznych, natomiast ;" to ich §redni czas zycia. Przeciwciata sa produkowane przez komérki
plazmatyczne, ging niszczac antygeny (wspdéiczynnik 7 opisuje Srednig liczbe przeciwciat potrzebna
do zniszczenia jednego antygenu), a ich $redni czas zycia wynosi p.'.

Podstawowe wtasnosci modelu zostaty zbadane przez zesp6t Marczuka [31], por. tez [M1, M3].
Globalna dynamika modelu bez opdZnienia zostata zbadana przez mojego promotora, prof. Wiestawa
Szlenka, ale uzyskane wyniki nie zostaty przez niego opublikowane. Na podstawie jego notatek moi
studenci, Jarostaw Badowski 1 Tomasz Trabszys, przygotowali prace licencjacka, a nastgpnie gtéwne
wyniki zostaly przez nas opublikowane w [C15, C16].

W [Z1, Al] przedstawitam wyniki otrzymane w mojej pracy magisterskiej. Rozpatrywatam model
z opdZnieniem w postaci catkowej (jako ciekawostke chcialam w tym miejscu wspomnieé, ze moje
pierwsze prace [Z1, Al] i jedna z najnowszych publikacji [C57] dotycza podobnego zagadnienia —
badania wptywu opdZnienia w postaci catkowej na dynamike pewnego modelu), podajac warunki
lokalnej stabilnosci stanéw stacjonarnych. Uktad (3) ma dwa stany stacjonarne: A = (0,C*, F*),
F* = pC*/ur, opisujacy zdrowy organizm (nie ma infekcji, a komérki plazmatyczne i antygeny
pozostaja na swoich poziomach fizjologicznych), oraz dodatni stan stacjonarny B = (V,C, F'), od-
powiadajacy chorobie chronicznej, ktdry istnieje dla ap > nyuc i f > ~vF* lub gdy spelnione sa
nieréwnosci przeciwne. Okazuje si¢, Zze wprowadzenie opdZnienia w postaci catkowej nie zmienia
zasadniczo warunkéw stabilno$ci — pozostaja one takie, jak dla opéznienia dyskretnego, tylko w od-
powiedniej nieréwnosci pojawia si¢ wartos¢ Srednia opdZnienia. W dowodzie skorzystatam z uogol-
nienia kryterium Michajtowa, o ktérym wigcej w podrozdziale 14.

Zajmowalam si¢ takze innymi modyfikacjami 1 uogdlnieniami modelu (3). Ze wzgledu na zain-
teresowanie interleukinami (cytokiny — zwykle biatka — regulujace rézne procesy odpornosciowe)
wspotpracujacych z nami w tamtych czasach immunologéw, zaproponowatam uogdlnienie modelu
Marczuka uwzgledniajace wptyw interleukin na przebieg reakcji odpornosciowej [A2]. Model jednak
okazat si¢ zbyt rozbudowany, by mozna byto zbada¢ co$ wigcej niz lokalng stabilno$¢ przy pewnych
szczegblnych zatozeniach. PowrdciliSmy jeszcze do tego tematu z Markiem Bodnarem w [Z24]. Ko-
lejnym pomystem immunologéw byto uwzglednienie szczepien [Z4, C1, C2]. Tym razem zastosowa-
tam model uproszczony, wigc w [A4] udato mi si¢ zbadaé jego globalng stabilnos$¢. Innym pomystem
bylo zaproponowanie modelu dyskretnego [Z2], ktéry mialby szans¢ by¢ bardziej zrozumiaty dla
immunologéw, co niestety nie doprowadzito do oczekiwanego rezultatu.
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Roéwnolegle prowadzitam badania dotyczace globalnej asymptotyki modelu (3) 1 bifurkacji w za-
leznosci od op6znienia. Tego zagadnienia dotycza prace [Z3, A3, AS, Z8, A8, C3, Al4], przy czym
[A3, AS] prezentuja gtéwne wyniki mojej pracy doktorskiej. W szczegdlnosci wykazatam, ze jesli
ap > ny (pe + B) e’ i B < vF*, to kazde rozwiazanie uktadu (3) z warunkiem poczatkowym od-
powiadajacym zakazeniu zdrowego organizmu pewna dawka antygenéw, czyli V5(s) = 0 dla s < 0,
Vo(0) = VO > 0, Cy(s) = C*, Fy(s) = F* (tzw. standardowy warunek poczatkowy), dazy do
rozwiazania stacjonarnego A. Zauwazmy, ze warunek poczatkowy nie jest w tym przypadku funkcja
ciagta, ale metoda krokéw pozwala znaleZ¢ rozwigzanie na kolejnym odcinku |7, 27| i nastgpnie sto-
sowac juz standardowa teori¢ dla funkcji poczatkowej z €. Z kolei dla stanu stacjonarnego B, jesli
zatozymy, ze 3 > vF* i ap > 1y (. + 3) e’", to kazde rozwiazanie uktadu (3) ma warto$¢ Srednia
(tzn. istnieje lim;_ 4o 1 f§ X (s)ds, gdzie X (t) oznacza rozwiazanie) i jest ona réwna B. Twierdzenie
to oznacza, ze bez wzgledu na poczatkowe stgzenie antygenu, rozwigzanie oscyluje wokot dodatniego
stanu stacjonarnego i nie ma mozliwosci powrotu do stanu zdrowia. OczywisScie nalezy zdawac sobie
sprawe z tego, ze jest to wynik analityczny, a w rzeczywistosci zaggszczenia antygenu ponizej pewnej
progowej wielko$ci nie sa wykrywalne, co w praktyce oznacza wyzdrowienie.

W ostatniej mojej pracy na temat modelu Marczuka [A14] wykazatam, ze w uktadzie przy zmianie
stabilnosci dodatniego stanu stacjonarnego wystgpuje stabilna nadkrytyczna bifurkacja Hopfa. Jak juz
wspomniatam, w badaniu bifurkacji Hopfa stosuj¢ podejscie z [10], ktére omawiam ponizej.

W og6lnym przypadku rozpatrywany uktad ma postac

Z=H(z,a) = L(z, ) + G(z,), H(0,a) =0, 4

gdzie z; = z, — ¥ € C (w podejSciu Diekmanna i in. rozszerza si¢ formalnie wartosci rozpatrywanych
funkcji na zbidr liczb zespolonych), Z jest stanem stacjonarnym zmieniajacym stabilnos$¢ przy wzro-
Scie parametru bifurkacyjnego o € I, gdzie I oznacza przedzial wartos$ci parametru bifurkacyjnego,
operator H : ¢ x 1 — C jest wystarczajaco gladki, L, G : € x I — C sa odpowiednio czgscig liniowa
1 nieliniowg (4) w otoczeniu stanu stacjonarnego z = (.

Podejscie Diekmann i in. opiera si¢ na teorii znormalizowanych funkcji o skonczonym waha-
niu (ang. normalised bounded variation, NBV) okreslonych na [0, 1] (dla przestrzeni Banacha ¢
funkcji ciagtych okreslonych na odcinku [—1, 0]). Twierdzenie Riesza implikuje, ze dla dowolnego
¢ € ¥ i ciaglego operatora liniowego L istnieje doktadnie jedna funkcja NBV (, taka ze L(¢) =
fol d((0)p(—0) (rozpatrujemy catke Riemanna-Stieltjesa). Wobec tego NBV z norma zadang przez
catkowite wahanie stanowi przestrzen sprzgzona do €. Stad L(¢) = ((, ¢), a posta¢ (6, «v), gdzie «
to parametr bifurkacyjny, jest okreslona jednoznacznie przez operator liniowy L.

Z réwnaniem Z = L(z;) mozemy zwiazaé operator T'(t) : € — €, T(t)p = z, gdzie z jest
rozwigzaniem tego réwnania z pewng funkcja poczatkowa ¢ € €. Wtedy T'(t), t > 0, jest moc-
no ciaglta poétgrupa generowana przez infinitezymalny generator A, ktérego dziedzina jest zbiorem
gestym w € [19,20], co pozwala stosowac teori¢ potgrup. Jesli dla pewnej wartosci krytycznej ag
generator A ma parg czysto urojonych wartosci wtasnych +iwy, przy czym +i wy sa pojedyncze
1 przekraczaja oS urojong z niezerowq predkosScia przy wzroscie o, to ma miejsce bifurkacja Hopfa.
W celu wyznaczenia warto$ci wlasnych szukamy zer funkcji charakterystyczne;j

AN @) = A — /01 dc(0,a) e

Generator A ma czysto urojong warto$¢ wtasna iwy, jesli istnieje p € C, p # 0, takie ze A(iwg, ap)p =
0, a funkcja ®(0) = e™°’ p jest wektorem wiasnym A dla wartosci wlasnej iwy. Z drugiej strony, jesli
A* jest operatorem sprzgzonym, to iwy jest takze warto$cia wlasna tego operatora, a wektor wtasny ma
postaé ¥ () = qe™?, gdzie q € C, q # 0, spetnia qA (iwy, ) = 0 oraz (U, ®) = qd; A(iwy, )P,
gdzie d; jest pochodna wzgledem pierwszej zmiennej, tu A. Jesli +iwy sa pojedynczymi warto-
§ciami wilasnymi, to mozna znormalizowaé (W, ®) do 1 i wybraé¢ q, tak aby (¥, ®) = 1, czyli
qdlA(in, ()éo)p =1.
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Stabilnos$¢ rozwiazan okresowych powstajacych w wyniku bifurkacji Hopfa na rozmaitosci cen-
tralnej jest okreSlona przez wspétczynnik iy trzeciego cztonu rozwinigcia rozwigzania w szereg Tay-
lora, por. [10]. Wspétczynnik ten mozna obliczy¢ ze wzoru

Rec
Re (qd2A(iwo, ag)p)’

po = (&)

gdzie d, oznacza pochodng wzgledem drugiej zmiennej (parametru bifurkacyjnego), tu o, a ¢ =
cr +crr + crr,

Cr = quS (0 Oé())( )
cir = qdiG(0,aq) (\I’é( 0) ?), -
Crrr = iqd2 O (7)) (‘1’ 22&)0 @) s

gdzie d¢, i = 2,3, oznaczaja odpowiednio pochodne rzedu i ze wzgledu na pierwsza zmienna (z;)
oraz

Uy, (0,a) = e (Ala, ap)) " 'd2G(0, ap) (P, By),

z ®; = ® lub ®; = ® odpowiednio dla c;; lub ¢;;;.

Jesli p2 > 0, to ma miejsce bifurkacja nadkrytyczna i rozwiazania okresowe istnieja dla o > «y.
Jesli dodatkowo stan stacjonarny jest stabilny dla o < «, to powstajace rozwiazania okresowe sg sta-
bilne na rozmaitosci centralnej. Ponadto, jesli A nie ma wartosci wtasnych w prawej pdtplaszczyZnie
zespolonej, to rozmaito$¢ centralna jest przyciagajaca, wigc rozwiazania okresowe sa asymptotycznie
stabilne. Jesli o < 0, to ma miejsce bifurkacja podkrytyczna, a rozwiazania okresowe istnieja dla
a < ag 1 jesli stan stacjonarny jest stabilny dla o < «p, to rozwiagzania okresowe sa niestabilne.

Opisang metode stosowalam w [A14], jak rowniez w [C14, C24, C28, C42], przy czym chciata-
bym podkresli¢, ze obliczenie wspoétczynnika (5) w przypadku uktadu réwnan z opdZnieniem stanowi
swego rodzaju wyzwanie.

Kolejne prace dotyczace modelu Marczuka, prowadzone wspdlnie z M. Bodnarem, dotyczytly
uwzglednienia sezonowosSci w reakcjach odpornosciowych, np. ze wzgledu na zmiany p6r roku. W ta-
kim przypadku naturalne wydaje si¢ zalozenie, ze najwazniejsze wspotczynniki modelu sa funkcjami
okresowymi, co badaliSmy w pracach [Z6, C3, C4, Z19]. W [Z6, C3, C4] badaliSmy model (3) ze
wspotczynnikiem « zaleznym od czasu, a w [C18] te wstgpne wyniki zostaty uogdélnione na przypa-
dek, gdy zar6wno « jak i p zaleza od czasu, przy czym zalozyliSmy, ze sa to funkcje ciagte i ograniczo-
ne. Przy takim zatoZeniu tatwo wykazac, ze jednoznaczne rozwigzania istnieja globalnie (dla ¢ > 0).
Jesli p jest funkcja okresowa o okresie 7', to mozna udowodni¢ (stosujac odpowiednie oszacowania
oraz lemat Gronwalla), ze dla kazdego t istnieje doktadnie jedna warto$¢ fy, dla ktérej rozwiazanie
zagadnienia

F=C*p(t) — purF, Fl(to) = fo,

jest funkcja okresowa o okresie T'. Ponadto, jesli 3 oraz V" sa odpowiednio male, a f; duze, to rozwia-
zania uktadu (3) zbiegaja do pewnej funkcji okresowej przy ¢t — +oo. Jesli obie funkcje a(t) i p(t)
sa okresowe, to mozemy wykazac, ze dla matych opdZnien istnieja rozwiagzania okresowe. W dowo-
dzie wykorzystaliSmy twierdzenie Leraya-Schaudera o punkcie statym. Zwarto$¢ operatora, ktora jest
jednym z zatozefi tego twierdzenia, wynika ze zwartego zanurzenia C([—, 0], R?) w C!([—7, 0], R?).

1.2. Immunoterapia nowotworéw

Swoje doSwiadczenia w modelowaniu reakcji odpornoSciowej organizmu wykorzystalam w péz-
niejszym czasie do matematycznej analizy reakcji odpornosciowej organizmu na obecno$¢ nowo-
tworu oraz immunoterapii nowotworéow. W szczego6lnosci w [A10] przedstawitam taka interpretacje
modelu Marczuka. Gtéwne prace z tego zakresu prowadzitam we wspétpracy z zespotem prof. Zvii
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Agur z Institute for Medical Biomathematics w Bene Atharot (Izrael), a moim giéwnym wspoétpra-
cownikiem byt Yuri Kogan (z ktérym wspodipracuje do dzis). Zajmowatam si¢ immunoterapia nowo-
tworéw moézgu (w pracach [C23, C37, C43]) oraz immunoterapig raka prostaty (nowsza praca [C56]).
Immunoterapia nowotworowa jest pojeciem bardzo szerokim i obejmuje szereg dziataii majacych na
celu stymulowanie odpowiedzi odpornoSciowej organizmu na obecnoS¢ nowotworu. Jest to w dal-
szym ciagu terapia niestandardowa, ze wzgledu na kosztownos¢ badan klinicznych z nig zwigzanych.
Poniewaz prace dotyczace immunoterapii jednoczesnie pokazuja, Ze terapia ta moze by¢ skuteczna
i pozwalaja na szacowanie dawek terapeutycznych, wigc prace te zaliczam do najwazniejszych mo-
ich prac z aplikacyjnego punktu widzenia. W trakcie pandemii COVID-19 przygotowaliSmy prace
przegladowa na temat spersonalizowanej immunoterapii nowotworéw [C67].

1.2.1. Ogolne modele reakcji odpornosciowej na obecnosé¢ nowotworu

W [C12], wraz z Jackiem Waniewskim i Petarem Zhivkovem, rozwazali§my prosty model, w kt6-
rym wzigliSmy pod uwage dynamike tylko dwéch zmiennych: wielkoSci specyficznej odpowiedzi
odpornosciowej X oraz wielkosci nowotworu Y, przy czym istotna rolg odgrywa tu funkcja opi-
sujaca reakcje odpornosciowa. Dokladniej, zatozyliSmy, ze rownanie na dynamike¢ nowotworu ma
typowa posta¢ jak w modelu drapieznik-ofiara (por. np. [32]), tzn. wzrost nowotworu jest wyktad-
niczy, a sktadnik dwuliniowy XY odzwierciedla niszczycielski wptyw uktadu odpornosciowego na
nowotwor. Jesli nie ma antygendw, to obserwuje si¢ stata produkcje odpornosciowych komérek pre-
kursorowych oraz ich naturalng Smiertelno$¢. W konsekwencji, przy braku komérek nowotworowych,
w organizmie utrzymuje si¢ staly poziom nieswoistej (wrodzonej) odpornosci (ang. background im-
munity). ObecnoS$¢ antygendéw powoduje wzrost poziomu odpornosci proporcjonalnie do X, a wspol-
czynnik proporcjonalnosci opisujemy za pomoca pewnej funkcji F'. Zaktadamy, ze F’ jest ograniczo-
na funkcja albo obu zmiennych, albo tylko wielkosci nowotworu. Utworzenie kompleksu komorka
nowotworowa-cytotoksyczny limfocyt T moze prowadzi¢ do Smierci limfocytu, co ponownie opisu-
jemy dwuliniowym cztonem XY. Rozwazane byly dwie postaci funkcji /' — w obu przypadkach
jest to funkcja Hilla z pewnym wspétczynnikiem «, przy czym albo jest to funkcja Hilla zmienne;j
Y, albo zmiennej Y/ X. W [C12] zbadaliSmy asymptotyke rozwiazan tego modelu w zaleznosci od
parametrow. Co wazne, model zaproponowany w tym artykule zostal nastgpnie zastosowany przez
Monike Joanng Piotrowska [33] do opisu konkretnego eksperymentu (na komérkach nowotworowych
zaszczepionych u myszy), zatem wydaje si¢, ze mimo swej prostoty, dobrze oddaje opisywana reakcje
odpornosciowa.

Nastepnie, w artykule [C53] zajmowaliSmy si¢ z M. Bodnarem bardziej rozbudowanym modelem
reakcji odpornosciowej na obecno$¢ komoérek nowotworowych. Praca powstata z inspiracji artyku-
tem [13], gdzie autorzy otrzymali btedne wyniki zwigzane z brakiem nieujemnoSci rozwigzan za-
proponowanego modelu — wigcej na ten temat ponizej w podrozdziale 9 dotyczacym modelowania
reakcji biochemicznych z op6Znieniem. W [C53] wykazaliSmy, ze model zaproponowany w [13] ma
niepozadane wiasnosci i zaproponowaliSmy jego modyfikacje¢ wraz z globalng analiza dla przypadku
nowotworu nieimmunogennego (czyli nie oddziatujacego w dostateczny sposéb na uktad odporno-
Sciowy).

1.2.2. Immunoterapia glejakéw

Glejaki sa nowotworami mézgu, przy czym glejaki wysokiego stopnia (II1i I'V), ktérych dotyczyta
pierwsza praca z zespotem prof. Z Agur [C23], daja bardzo zte rokowania — w przypadku glejakow
IV stopnia przezywalnoS¢ przy stosowanej terapii standardowej nie przekracza 1,5 roku. Podstawowy
model immunoterapii zostat zaproponowany w [25] (artykut dotyczyt gléwnie immunoterapii najbar-
dziej agresywnych glejakéw wielopostaciowych) i uogélniony w naszym artykule [C23] (z Y. Koga-
nem i Natalie Kalev-Kronik oraz innymi cztonkami zespotu IMBM). Reakcj¢ odporno$ciowa opisuje
uktad szesciu nieliniowych réwnan zwyczajnych, a choé cz¢$¢ z nich ma dos¢ prosta postac, to jednak
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posta¢ réwnania na zmiang¢ objgtosci nowotworu jest juz na tyle skomplikowana, ze trudno ten model
analizowaé. Doktadniej, pierwsze réwnanie uktadu ma postaé

T = r(T)T — fr(x)gr(u)h(T)CT,

gdzie T' i C odzwierciedlaja, odpowiednio, wielko§¢ nowotworu i populacji limfocytéw cytotoksycz-
nych (CTL), 7(T") to wspétczynnik wzrostu nowotworu, fr(z) odzwierciedla redukcje efektywno-
$ci komorek cytotoksycznych w obecnoSci TGF-3 (ang. transforming growth factor-beta, czynnik
wzrostu nowotworu), gr(u) opisuje zaleznos¢ efektywnosci komérek cytotoksycznych od liczby re-
ceptoréw gtéwnego systemu zgodnosci tkankowej MHC kl. I prezentowanych przez komérke nowo-
tworowa, a funkcja h(T) opisuje efekt ,,przegeszczenia”, czyli zmniejszenie dostgpnosci komdrek
nowotworowych dla komérek cytotoksycznych wraz ze wzrostem objetoSci nowotworu. Pozostate
roéwnania opisuja zmiany w czasie populacji komérek cytotoksycznych, liczby czastek giéwnych sys-
temow zgodnosci tkankowej k1. I 1 IT oraz TGF-{3 i interferonu-gamma (INF-v).

W artykule przede wszystkim zajeliSmy si¢ zbadaniem istnienia réznego typu stanéw stacjonar-
nych, ich lokalnej stabilnosci oraz wyznaczeniem warunkéw skutecznego leczenia, czyli stabilnosci
stanu stacjonarnego odzwierciedlajacego zdrowy organizm. W przygotowaniu jest tez praca, w ktorej
stosujac przyblizenia quasistacjonarne zredukowaliSmy model do czterech rownan, ktére udato si¢
przeanalizowaé w kontekscie globalnym i dosta¢ dos$¢ proste formuty opisujace efektywne dawki te-
rapeutyczne. Niestety praca juz od jakiego$ czasu lezy na biurku u prof. Z. Agur, gdyz inne projekty
sq teraz priorytetowe.

W kolejnych pracach [C37, C43, Z28] wraz z moimi wspotpracownikami z UW (M. Bodnarem,
M.J. Piotrowska i Janem Poleszczukiem) staraliSmy si¢ zaproponowa¢ zredukowany model immuno-
terapii, w ktérym zlozonos¢ reakcji odpornosciowej zostata odzwierciedlona przez opdznienie (po-
dobnie jak w przypadku modelu Marczuka). Na uwage zastuguje szczegdlnie praca [C37], w ktorej
dokonali§my najpierw badania wrazliwosci na zmiany parametréw i na tej podstawie powstat model
zredukowany.

W [Z23, A16] badatam uproszczony model z uwzglednieniem zmian przestrzennych opisanych
sktadnikiem dyfuzyjnym. Ciekawe okazaly si¢ ilustracje numeryczne pokazujace wzrost nowotworu
w zalezno$ci od réznej liczby ognisk poczatkowych.

1.2.3. Immunoterapia raka prostaty

Kolejna praca [C56] (z M. Bodnarem i Y. Koganem) dotyczy analizy modelu immunoterapii raka
prostaty zaproponowanego w [26]. Model opisuje kaskadg¢ proceséw zachodzacych w ramach reakcji
odpornosciowej na szczepienie. Okazuje sig, ze asymptotyke tego uktadu mozna opisaé pojedynczym
roOwnaniem, co pozwolito nam oszacowaé skutecznoS¢ terapii. W pierwszej czgsci pracy zbadaliSmy
dynamike ogdlnego réwnania, ktérego szczegdlny przypadek stanowi asymptotyczne rOwnanie uzy-
skane dla modelu immunoterapii. RozwazaliSmy zagadnienie Cauchy’ego

t=xF(t,x), x(ty)=x0, w0, to=0, (6)

z funkcja F' spetniajaca warunki: F' jest ciagla 1 jednostajnie ograniczona, rosnaca ze wzgledu na z
i spetnia lokalnie warunek Lipschitza ze wzgleduna z w D = R% (tu Ry = [0, +00)), F(t+1,z) =
F(t,z) (F jest t-okresowa o okresie 1).

Zauwazmy, ze dla funkcji t-okresowej wystarczy rozpatrywaé warunek poczatkowy z ¢y € [0, 1),
a zadane zatozenia gwarantuja, ze jednoznaczne rozwiazanie zagadnienia (6) istnieje globalnie w cza-
sie (dla ¢ > 0). Stad takze dla xy > 0 mamy z(¢) > 0dlat > 0.

Gléwnym wynikiem analitycznym otrzymanym w [C56] jest nastgpujace twierdzenie, ktore uza-
leznia asymptotyke rozwazanego réwnania od wartosci Sredniej funkcji F' dlat = 0.

Przy powyzszych zalozeniach, jesli:
— Fy = fol F(s,0)ds > 0, to kazde rozwiazanie zagadnienia (6) z o > 0 dazy do +oo przy

t — 400,
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— Fy = [} F(s,0)ds < 0 oraz F(t,z) — f(t) > 0 jednostajnie przy x — oo, to istnieje krzywa

v :[0,1) — (0, 400), taka ze jesli

zo < (o), to rozwiazanie zagadnienia (6) zbiega do 0;
xo > v(to), to rozwiazania zagadnienia (6) daza do +o0;
xo = Y(to), to x(to+1) = 7(to) i krzywa y przedtuzona okresowo na [1, +00) jest okresowym

rozwigzaniem zagadnienia (6).

Dowdd twierdzenia opiera si¢ na scatkowaniu réwnania w przedziale [t + n, t +n + 1] dla ustalonego
t € [0,1) in € N i wykorzystaniu odpowiednich wtasnosci funkcji F' oraz jej Sredniej w drugiej
czesci dowodu.

Zauwazmy, ze jesli F'(t, x) nie zalezy od t, czyli F'(t,x) = G(x) dla pewnej ciaglej, lokalnie
lipschitzowskiej funkcji G, to
1. albo istnieje & > 0, takie ze G(Z) = 01 wtedy z(t) — 0dla0 < zy < Z, a 2(t) — +oo dla

To > T,

2. albo G(z) > 0dlaz > 0iwtedy z(t) — 400 dla dowolnego zy > 0.

W drugiej czeséci [C56] opisaliSmy model immunoterapii (siedem réwnafi odzwierciedlajacych
dynamike odpowiednich sktadnikéw odpowiedzi odpornosciowej i komérek nowotworowych) i ba-
daliSmy wptyw szczepienia — najpierw pojedynczego szczepienia, a nastgpnie serii szczepien jako
impulséw w badanym uktadzie. ZastosowaliSmy twierdzenie z pierwszej czesci pracy. WykazaliSmy,
ze aby osiagnaé wyleczenie po jednym podaniu szczepionki, nowotwdr nie moze mie¢ zbyt duzego
wspotczynnika wzrostu, a co wigcej, naturalny naptyw dojrzalych komérek dendrytycznych musi
by¢ dostatecznie duzy, co w przypadku parametréw wyestymowanych w [26] nie zachodzi. Dlate-
go potrzebne jest powtarzanie szczepien. W koncowej czgsci pracy podaliSmy warunek skutecznego
leczenia przy powtarzaniu szczepien.

1.3. Modelowanie odpowiedzi odpornosciowej u oséb z wirusem HIV

Kilka moich prac dotyczyto takze badania odpowiedzi odpornosciowej na rozwdj nowotworu
w sytuacji, gdy pacjent choruje réwniez na AIDS. [Z22, C21, C30] to prace (z M. Bodnarem i Zuzanna
Szymarnska oraz z J. Poleszczukiem) poSwigcone temu zagadnieniu w kontek$cie badania wptywu
opOZznienia na reakcj¢ odpornoSciowa w zwiazku z obecnos$cig wirusa HIV. Na tle innych moich badan
w dziedzinie modelowania rozwoju i terapii nowotworéw prace te wydaja si¢ by¢ raczej teoretyczne,
chyba bez szansy na rzeczywiste wykorzystanie.

Stosunkowo niedawno, zainspirowani przez prof. Pritiego Kumara Roya (podczas jego pobytu na
UW), badaliSmy tez (wraz z doktorantem, Marcinem Choiniskim, a péZniej takze Mariuszem Bodzio-
chem z Uniwersytetu Warminsko- Mazurskiego w Olsztynie) immunoterapig¢ oséb chorych z wirusem
HIV za pomoca limfocytéw CD4+T ([C60]).

2. Modelowanie wzrostu guza nieunaczynionego

Kolejne zagadnienie badawcze, ktérym si¢ zajmowatam, to modelowanie wzrostu guza nowotwo-
rowego w pierwszym etapie rozwoju, czyli guza nieunaczynionego. Moje zainteresowanie procesami
nowotworowymi wigzalo si¢ bezposrednio z udziatem w migdzynarodowych projektach na ten temat
w ramach 5. i 6. Programu Ramowego EU. Doktadniejszy opis proceséw zwiazanych ze wzrostem
nowotworu mozna znalez¢ w mojej monografii habilitacyjnej [M2].

Przyjmuje si¢, ze w poczatkowej fazie wzrostu nowotwor tworzy w miar¢ zwarta strukturg, w ra-
mach ktérej komérki sa odzywiane dzigki dyfuzji sktadnikow pokarmowych do wnetrza. Na tym
etapie mamy do czynienia z guzem nieunaczynionym. OczywiScie w pewnym momencie, gdy guz
rozrasta si¢ zbytnio, komdrki w jego Srodku nie dostaja dostatecznej iloSci pokarmu, co powoduje
tworzenie si¢ tzw. rdzenia nekrotycznego — komorki, dla ktérych brakuje pokarmu, najpierw prze-
chodza w stan uSpienia (przestaja si¢ dzieli¢), a potem ging Smiercig glodowa, ktéra nazywamy ne-
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kroza. Ostatecznie powstaje doS¢ stabilna struktura, o Srednicy ok. 2 mm, a jej destabilizacja zalezy
od kolejnego etapu — procesu unaczyniania nowotworu.

Pierwsze prace zwiazane z modelowaniem wzrostu nowotworu prowadzitam wsp6lnie z M. Bod-
narem. Dotyczyly one wiasnie poczatkowego etapu procesu kancerogenezy, gléwnie w kontekscie
wplywu opdZnienia na znane proste modele. Modele takie opieraja si¢ najczesciej na idei opisu guza
nowotworowego jako MCS (ang. multicellular spheroid). 1dea tego typu modeli dla wzrostu guza
symetrycznego przestrzennie pochodzi od H.P. Greenspana [17] — przedstawitam ja pokrétce po-
nizej w podrozdziale 3 dotyczacym réwnania logistycznego. Nasze prace bazowaty na artykule [7],
gdzie autorka zaproponowata wprowadzenie opdZnien do proceséw komdrkowych, ktére brane sa pod
uwage w tym modelu, a doktadniej do cztonu opisujacego proliferacje, a nastgpnie do dodatkowego
cztonu, ktéry opisuje tzw. apoptoze regulujaca. W odréznieniu od nekrozy, ktéra wywolywana jest
przez czynniki zewnetrzne (np. brak pozywienia), apoptoza to zjawisko naturalne w rozwoju i zyciu
organizmdéw i mozemy ja przyréwnaé do zaplanowanego samobdjstwa komorki, ktére ma na celu
dobro catego organizmu.

W [C6] zajeliSmy si¢ modelem z uwzglednieniem op6Znienia w procesie proliferacji. Analizowa-
liSmy réwnanie

i(t) = —cx(t) + opx(t — 7) — —2°3(t — 1), (7)

15
gdzie z(t) = R3(t) odzwierciedla objetosé guza (R(t) to promiei MCS w chwili ¢), apoptoza za-
chodzi ze statym wspétczynnikiem c, o, odzwierciedla state stezenie sktadnikow pokarmowych na
zewnatrz guza (takze na jego powierzchni, czyli dla r = R(t), gdzie r to odlegtos¢ od srodka MCS),
T oznacza opdZnienie procesu proliferacji w stosunku do procesu dyfuzji sktadnikéw pokarmowych,
za$ a to pewna stata wynikajaca z zatozenia, ze konsumpcja i dyfuzja réwnowaza si¢ — wszystkie
sktadniki pokarmowe wewnatrz guza sa zuzywane. ROwnanie tej postaci moze opisywac tylko taki
MCS, w ktorym wszystkie komorki proliferuja. Zauwazmy, ze dla 7 = 0, aby guz mdgt rosnac,
musi by¢ spelniona nieré6wnos¢ o, > c i wtedy nastgpuje stabilizacja rozmiaru guza na poziomie
. (15(ge—0) /2
T = (Pee=d)™,

Poniewaz prawa strona rownania (7) zawiera ujemny sktadnik z opdZnieniem, wigc jednym z istot-
nych aspektow badania tego modelu jest sprawdzenie nieujemnosci rozwiazan. UdowodniliSmy na-
stepujace wlasnosci rozwigzan réwnania (7).

3/2
— Jesli wartosci funkcji poczatkowej zo(s) € [0, (15;’6) / } dla s € [—7,0] oraz 2= < 2 /15, to

rozwiazanie pozostaje w tym samym przedziale dla ¢ > 0. Z drugiej strony, jesli 1527/ > 0, >
3/
2539/) 73C, 10 istnieja rozwiazania, ktére przekraczaja wartoS¢ (15”)
— Roéwnanie (7) ma dwa rozwigzania stacjonarne. Rozwiazanie zerowe (r = () jest niestabil-

ne bez wzgledu na wielko$¢ op6znienia. Stabilno$¢ dodatniego rozwigzania stacjonarnego r =
3/2 . 1 . .

(15”37_6) zalezy od parametrow modelu (w tym opd6znienia). Jesli o, < 4c, to T jest stabilne

bez wzgledu na wielkoS¢ opdznienia. Jesli o, > 4c, to istnieje krytyczna wielkoS¢ opdZznienia

T., taka ze dla 7 < 7, rozwiazanie T jest stabilne, a przy 7 = 7. ma miejsce bifurkacja Hopfa

1 pojawiaja si¢ rozwigzania okresowe.

1 . . 3/2 . .

— Jesli 20, < 5c¢ i funkcja poczatkowa xy(s) € (O, (157") ) dla s € [—7,0], to rozwiazanie

zbiega do z przy t — oo.

W [C7] z kolei wprowadziliSmy opdznienie w procesie apoptozy regulujacej. Wtedy rownanie
wzrostu guza przyjmuje postac

i(t) = ox(t) — ax®3(t) + 0f (x(t — 1)), (8)

gdzie f(z) = —62 4+ az’?, a = 15, 0 = 0. — Oy, za$ oy, to wspolczynnik zwigzany z apoptoza

regulujaca i moze on mie¢ dowolny znak, bo apoptoza regulujaca moze wplywac zaréwno dodatnio,
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jak 1 ujemnie na wzrost guza. Réwniez w tej pracy zbadaliSmy, dla jakich parametréw rozwiazanie
roéwnania (8) pozostaje nieujemne, kiedy istnieje dodatnie rozwigzanie stacjonarne, zbadaliSmy sta-
bilnos$¢ rozwiazan zerowego i dodatniego oraz wystgpowanie bifurkacji Hopfa. OpdZnienie w obu
procesach omawiane bylo w [Z9, Z13, Z16].

Kolejny etap, tworzenie si¢ rdzenia nekrotycznego, gdy zewngtrzny promien MCS przekracza
krytyczng wartos$¢ (stg¢zenie sktadnikéw pokarmowych w Srodku MCS jest zbyt mate), badatySmy
wraz z Anng Mokwa-Borkowska w [C9]. W szczeg6lnoSci interesowata nas grubo$¢ warstwy prolife-
rujace]. OczywiScie zalezy ona od parametrow, ale w wigkszosci przypadkow w stanie stacjonarnym
jest ona niewielka. W [Z15, C10] ponownie (z M. Bodnarem) wprowadziliSmy opdZnienie do mo-
delu rozwazanego w [C9] i badaliSmy ten model pod katem wptywu opdZnienia, jak w [C6, C7].
Wymienione prace [C6, C7, C9, C10] wchodzily w sktad mojej rozprawy habilitacyjnej [M2].

3. Rownanie logistyczne i jego uogélnienia w opisie dynamiki nowotworow

Réwnanie logistyczne i jego rézne uogdlnienia byly przeze mnie i moich wspétpracownikéw
wielokrotnie wykorzystywane, w szczeg6lnoSci w opisie wzrostu guza nieunaczynionego. W obecnej
chwili uwaza si¢ (por. dyskusje w [32]), ze rOwnanie logistyczne nie ma dobrej interpretacji biologicz-
nej, a jego popularno$¢ w zastosowaniach wiaze si¢ z jego prostota i dobrze znanymi wtasnos$ciami.
W opisie rozwoju nowotworu najczgsciej stosowany jest model Gompertza [14] (co najprawdopo-
dobniej wynika z tego, ze jest to pierwszy model matematyczny dopasowany do danych eksperymen-
talnych [28,29]), cho¢ biologicznie uzasadniony wydaje si¢ by¢ model Greenspana [17]. W zwiazku
z powyzszym, waznym wydaje si¢ wynik uzyskany przeze mnie i M. Bodnara w [C13], gdzie udato
si¢ wykazad, ze réwnanie logistyczne moze by¢ wyprowadzone w taki sam sposéb jak réwnanie
Greenspana, tylko zaktadajac wzrost kolonii komérkowej na plytce Petriego (w R?).

3.1. Wyprowadzenie rownania logistycznego w kontekscie opisu wzrostu guza

W artykule [C13] opieraliSmy si¢ na rownaniu dyfuzji zaproponowanym przez Greenspana [17]

gta(t, z) = DAo(t,x) — P, dlat>0,|z| < R(t),
o(t,R(t)) = o,

gdzie + € R" (oczywiScie Greenspan rozwazal n = 3, a my postanowiliSmy zaproponowac¢ model
og6lny), |z| oznacza normg euklidesowa, o to stgzenie substancji odzywczych, R(t) jest promieniem
guza, P odzwierciedla tempo konsumpcji substancji odzywczych przez komoérki nowotworowe, przy
czym Greenspan zatozyt P = const. Zaktadamy tez, ze na zewnatrz (w szczegdlnosci na brzegu)
guza stgzenie substancji odzywczych jest stale i réwne 0., natomiast objgto$¢ guza zmienia si¢ pro-
porcjonalnie do tempa namnazania si¢ komorek, ktore zalezy od stezenia substancji odzywczych.
Dodatkowo uwzgledniamy stata (niezalezng od o) $miertelnoS¢ komoérek.

Zaktadajac, ze dyfuzja substancji odzywczych jest duzo szybsza niz tempo namnazania si¢ komo-
rek, stosujemy formalnie przyblizenie quasistacjonarne i zaktadamy, ze funkcja o (¢, x) jest radialnie
symetryczna (doktadna analiza matematyczna nieco bardziej skomplikowanego zagadnienia tego typu
zostata przedstawiona w [Z27] dla modelu Hahnfeldta i in. [18]). Rozwiazujac otrzymane réwnanie
zwyczajne drugiego rzgdu dostajemy funkcje kwadratowa

o(t,r) =0, — % (RQ(t) — 7’2) )

gdzie a = P/D. Stosujac otrzymany wzor na o wyprowadzamy rownanie

7 — e Y yom
V-aV(ae c n(n+2)v ),
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gdzie o odzwierciedla tempo namnazania si¢ komérek, a V' = R" interpretujemy jako objetos¢ guza.
Zauwazmy, ze dla n = 2 dostajemy réwnanie logistyczne, zwane tez rOwnaniem Verhulsta [37].
W klasycznym przypadku, dla n = 3 dostajemy wyktadnik 2/3 i réwnanie Greenspana [17].

3.2. Réwnanie logistyczne i rownania pokrewne z opéZnieniem

Gtéwnym celem badan przedstawionych w [C13] byto poréwnanie r6znych modeli teoretycznych
z danymi eksperymentalnymi i zbadanie zaleznoSci od opdZnienia. RozwazaliSmy dwa modele:

j(t)_{—rx(t—r)ln\x(t—rﬂ dlaz(t—171) %0, o)

0 dlaz(t—7) =0,
o) =rz(t—7)(1— (x(t—7))7), (10)

czyli réwnanie Gompertza (ktére mozna otrzymac z uogdélnionego rownania logistycznego przez od-

powiednie przejScie graniczne, co przedstawitam w jednej z prac po habilitacji [Z35] wraz z dyskusja

dotyczaca popularnosci tego réwnania w opisie wzrostu guza) oraz uogélnione rownanie logistyczne

(dla v = 1 mamy réwnanie klasyczne, a dla v = 2/3 réwnanie Greenspana).

Zauwazmy, ze oba modele (9) 1 (10) naleza do klasy takich rownan, ktére moga mie¢ ujemne
rozwiazania dla nieujemnych danych poczatkowych (por. [5]), zatem jednym z gtéwnych punktéw ich
analizy byto sprawdzenie, czy mozna tak dobra¢ parametry, by rozwigzania pozostawaty nieujemne,
bo tylko wtedy model ma sens biologiczny. UdowodniliSmy, ze powyZsze rownania maja nastgpujace
wtlasnosci.

1. W przypadku rownania (10) z v = 1, jesli 7 < 7, gdzie r7 jest najmniejszym dodatnim pier-
wiastkiem wielomianu W (r7) = (r7)® + 4(r7)? — 16, to wszystkie rozwiazania dla funkcji
poczatkowej o wartosciach z przedziatu [0, 1] pozostaja nieujemne. Stan stacjonarny = 1 jest
lokalnie asymptotycznie stabilny dla 7 < ﬁ, przy czym dla 7 = 2% ma miejsce bifurkacja
Hopfa.

Jesli T < % to stan stacjonarny = = 1 jest globalnie asymptotycznie stabilny w zbiorze

A={pe€ :0<pt)<1,te|-10]}.

2. W przypadku réwnania (9), jesli 7 < 7y, gdzie r7; jest najmniejszym dodatnim miejscem zero-
wym funkcji F(r7) =1—rr (%) In (1 + %), to wszystkie rozwiazania dla funkcji poczatkowej
o wartosciach z przedziatu [0, 1] pozostaja nieujemne. Stan stacjonarny z = 1 jest lokalnie asymp-
totycznie stabilny dla 7 < -, przy czym dla 7 = - ma miejsce bifurkacja Hopfa.

P 1 . _ . . . . .
Jesli 7 < -, to stan stacjonarny T = 1 jest globalnie asymptotycznie stabilny w zbiorze A.

Istotna czegscia pracy byto skonstruowanie odpowiedniego algorytmu, dzigki ktéremu znalezliSmy
parametry modeli, przy ktérych rozwiazania najlepiej przyblizaja dane doSwiadczalne zaprezento-
wane w [34]. Przeprowadzone obliczenia zdaja si¢ potwierdzaé, ze réwnanie Gompertza najlepiej
dopasowuje si¢ do danych eksperymentalnych.

Najwczesniejszy artykut dotyczacy réwnania logistycznego z opdZnieniem [C5] to wynik pracy
magisterskiej Remigiusza Kowalczyka. BadaliSmy wplyw opdZnienia w réznych sktadnikach prawe;j
strony réwnania, przy czym brane byto pod uwage réwnanie w postaci klasycznej & = rz(1l — x)
(po przeskalowaniu z K = 1), badz tez rownanie w postaci modelu konkurencji & = rz — ax?,
gdzie a odzwierciedla konkurencje wewnatrzgatunkowa. Okazuje si¢, ze najlepsze z punktu widze-
nia zastosowan wlasnosci maja model klasyczny i model z ,,podwéjnym opdZnieniem”, czyli taki,
w ktérym cata prawa strona jest funkcja zalezna od (¢ — 7), jak w réwnaniu (10). Taki wiasnie
model zaproponowany zostat w artykule [34] do opisu rozwoju nowotworu, dlatego wiele moich prac

dotyczy tego typu réwnan.
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Réwnaniem logistycznym i1 réznymi jego odmianami (jak réwnanie Gompertza) zajmowatam sig¢
gléwnie w kontekscie opisu rozwoju nowotworu i leczenia choréb nowotworowych. W [Z29, C39]
badaliSmy (z M. Bodnarem i M.J. Piotrowska) réwnanie logistyczne z opéZnieniem i leczeniem qu-
asiokresowym (czyli okresowym asymptotycznie), a w [C40] wzigliSmy pod uwage rownanie Gom-
pertza, takze z opdznieniem i funkcja leczenia. W [C28] wraz z M.J. Piotrowska badalySmy wyste-
powanie i rodzaj bifurkacji Hopfa dla r6wnania Gompertza z opéznieniem. Z kolei w [C49] badatam
(z J. Poleszczukiem i Ting Liu) rownanie logistyczne z leczeniem, ktére zostato opisane za pomo-
ca impulséw, co wydaje si¢ by¢ opisem blizszym rzeczywistoSci niz opis za pomoca dodatkowego
sktadnika wystepujacego z prawej strony rownania (jak w [Z229, C39, C40)).

3.3. Réwnanie logistyczne z dyfuzja i op6Znieniem

W [Z10, C8] wraz z Anng Marciniak-Czochra badatySmy réwnanie logistyczne z opéZnieniem
1 dyfuzja. RozpatrywatySmy zaréwno klasyczne rownanie Hutchinsona, jak i réwnanie z podwdj-
nym opdznieniem, z dotaczonym sktadnikiem dyfuzji i warunkami brzegowymi zerowego wyptywu.
Podobnie jak w modelu bez dyfuzji — dopdki rozwigzania rdwnania z podwdjnym opdZnieniem
pozostaja nieujemne, to ich zachowanie jakoSciowe jest podobne. Co istotne, dyfuzja nie ma wptywu
na destabilizacj¢ dodatniego rozwiazania stacjonarnego — pojawia si¢ ona pod wptywem wzrostu
opOznienia.

4. Modelowanie procesu angiogenezy nowotworowej

W momencie utworzenia si¢ rdzenia nekrotycznego wewnatrz guza nowotworowego, komorki
nowotworowe zaczynaja wysylac¢ sygnaty biochemiczne, ktére powoduja, Zze od istniejacych naczyn
krwiono$nych zaczynaja narastaé nowe naczynia penetrujace wnetrze guza. Proces ten nazywamy
angiogeneza nowotworowa. Oczywiscie jest on bardzo skomplikowany, w szczegdlnosSci tworza si¢
skomplikowane struktury przestrzenne, ale mozna tez bada¢ wielkoSci usrednione, postugujac sig¢
aparatem uktadéw dynamicznych.

Moja pierwsza praca [C11] z tego zakresu powstata w ramach wspétpracy z zespotem IMBM
prof. Z. Agur (byta to réwniez moja pierwsza praca z tym zespolem) i opierala si¢ na publikacjach
tego zespotu [3,4]. Artykul [C11] wszedl w sktad mojej rozprawy habilitacyjnej [M2], w ktérej wy-
korzystatam takze jego uproszczong wersje analizowang w [Z18]. W [C11] skoncentrowaliSmy si¢
(z Y. Koganem i Yurijem Kheifetzem) przede wszystkim na wykazaniu, ze w zaproponowanym mo-
delu (uktfad trzech réwnan z opéZnionym argumentem, opisujacy rozmiar nowotworu, wielkos¢ sieci
naczyniowej i stgzenie protein regulujacych proces dojrzewania naczyf) zawsze wystgpuja oscylacje.
Podkresli¢ nalezy, ze w zamierzeniach autoréw prac [3,4] oscylacje powinny wystgpowaé, poniewaz
zostaly zaobserwowane w eksperymentach. Udowodniona przez nas wtasno$¢ okazata si¢ jednak wa-
da tego modelu, gdyz w zwiazku z dynamika okresowa model nie moze oddac stabilizacji naczyn
krwiono$nych, ktdra jest obserwowana czgsciej niz oscylacje, w szczegdlnosci w przypadku mniej
agresywnych nowotworéw. W zwiazku z tym w [C17] wraz z M. Bodnarem zaproponowali§my mo-
dyfikacje modelu badanego w [C11]. Rozwazamy uktad trzech réwnan r6zniczkowych z opdZnienia-
mi dyskretnymi

P(t) = f(E()N(t) — 5P(t), (11)
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gdzie N opisuje rozmiar (objetos¢) guza, P odzwierciedla stezenie biatek, ktére reguluja wzrost i doj-
rzewanie naczyn krwionos$nych, natomiast £ to efektywna gesto$¢ naczyn (objetos¢ dzielona przez
rozmiar nowotworu).

Funkcje f;, j = 1,2, 3, sa ciagte i maja zastgpujace wtasnosci. Funkcje f1, f; sa rosnace, f1(0) =
0, lim, .o fi(x) = by >0, f35(0) <0, f3(c3) =0, lim,_. f3(x) = b3 > 0. Funkcja f> jest malejaca,
limx_m fQ(ZL’) = 0.

Analiza istnienia i stabilno$ci stanéw stacjonarnych w modelu przy zatozeniu, ze 71 = 75 = 0
okazata si¢ do$¢ skomplikowana. Analityczne wyniki, ktére uzyskali§my, mozna podsumowac nastg-
pujaco. Oznaczmy g(z) = fo(z)(1 + fi(z)) — dc3. Uktad (11) ma nastgpujace stany stacjonarne:

A =(0,0,0), B=(1,a2/8,0), C;=(Nj,c3,E}),

gdzie N; = 1 + f,(E;), natomiast F; sa dodatnimi pierwiastkami réwnania g(£) = 0.
Dla 11, » = 0, zaktadajac, ze funkcje f1, fo, f3 sa r6zniczkowalne, zachodzi:
1. stan stacjonarny A jest siodtem;
2. stan stacjonarny B jest:
lokalnie asymptotycznie stabilny dla ay < c¢30,
niestabilny, jesli as > ¢30;
3. stan stacjonarny C} jest:
lokalnie asymptotycznie stabilny, jesli g(E;) < 0,
niestabilny, jesli g(E;) > 0.
Punkty 1.1 2. wynikaja bezposrednio z postaci macierzy Jacobiego dla tych stanéw stacjonarnych.
Stabilno§¢ punktu C; zalezy od znaku wyrazu wolnego funkcji charakterystycznej. WykazaliSmy, ze
znak ten jest zwigzany ze znakiem pochodnej funkcji g wyznaczajacej stany stacjonarne C.
Zatézmy, ze C; = (N;, P;, E;), j = 1,2,...0raz 0 < E; < Ey < .... W zaleznosci od parame-
trow modelu w generycznych przypadkach zachodzi:
— albo istnieje parzysta liczba dodatnich stanéw stacjonarnych i wtedy stany z numerami parzystymi
sa lokalnie asymptotycznie stabilne,
— albo istnieje nieparzysta liczba dodatnich stanéw stacjonarnych i wtedy stany z numerami niepa-
rzystymi sg lokalnie asymptotycznie stabilne.
Zaktadajac konkretne postaci funkcji f;, czyli

blE2 a2

fi(E) = fo(E) = ———, [fs(P) =

(a3+b3)P2 _
c + E?’ 1+ dy B’

a
62 bs 9 3

el

udato nam sig¢ takze pokazaé, ze w plaszczyZznie parametréw (aq, by) tworzy si¢ petla histerezy. W sy-
mulacjach numerycznych, wraz ze zwigkszajacym si¢ opéZnieniem nastgpuje utrata stabilnosci przez
dodatni stan stacjonarny i ma miejsce bifurkacja Hopfa.

W artykule [C36] wrdciliSmy do zagadnienia zaleznosci dynamiki uktadu (11) od opdZnienia.
Czes¢ zaprezentowanych wynikéw zostata uzyskana przez moja magistrantkg, Ewe Nizinska, a ca-
fos¢ badan prowadzona byta wspdlnie z M.J. Piotrowska i M. Bodnarem. Okazuje sig, ze stabil-
nos¢ standéw stacjonarnych A i B nie zalezy od wielkosci op6Znienia (znéw wynika to bezposrednio
z postaci funkcji charakterystycznych), natomiast na stabilno$¢ dodatnich stanéw stacjonarnych ma
wplyw pochodna ¢'(E;). Jesli ¢'(E;) > 0, to dany stan C; jest niestabilny bez wzgledu na wielkos¢
op6znienia. Dowdd tego faktu opiera si¢ na zastosowaniu kryterium Michajtowa (por. podrozdziat 14)
1 wykazaniu, ze w tym przypadku mamy niestabilnos¢ dla modelu bez opdznien, a stad dalej wyni-
ka, ze zmiana argumentu w modelu z opéZnieniami w generycznym przypadku nie moze by¢ réwna
37 /2, co implikuje niestabilnosé. W przypadkach, gdy jedno z opdZnien jest réwne 0, udowodniliSmy
tez odpowiednie twierdzenia dotyczace warunkéw stabilnosci dodatnich stanéw stacjonarnych — sg
one do$¢ skomplikowane i nie bedg ich tu przytaczaé. W dowodzie wykorzystaliSmy metode¢ opisang
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w podrozdziale 14. Wyniki analityczne zostaty uzupeinione wynikami numerycznymi, w szczegdlno-
$ci badaniem zbioréw przyciagajacych w przypadku wystgpowania bistabilnosci.

W najnowszym moim artykule na temat tego modelu [C57], napisanym wspdlnie z Emadem Attig
i M. Bodnarem, wyniki z pracy [C36] zostaly uogdlnione na przypadek opdzZniefi catkowych typu Er-
langa. Poniewaz rozpatrywane byto nieskonczone opdZnienie, wigc zagadnienie nalezy rozpatrywac
w odpowiedniej przestrzeni, por. [21].

W naszym przypadku wyrazenia z opdZnieniem maja postac

/ F(7)G ((t —7))dr,
0
gdzie f : [0,00) — Ry jest gestoscia rozktadu prawdopodobieristwa o skoficzonej wartosci oczeki-
wanej, a zachowanie ciagtych funkcji poczatkowych ¢ : (—oo, 0] — R? musi by¢ kontrolowane dla
t — —oo. W tym przypadku € = C((—o0, 0], R") i z punktu widzenia zastosowari naturalny wydaje
sig¢ wyb0r przestrzeni ograniczonych funkcji ciagtych BC' = {p € € : sup |p| < oo}. Niestety prze-
strzen BC' nie spetnia jednego z aksjomatéw gwarantujacych lokalne istnienie jednoznacznych roz-
wiazafi. W zwiazku z tym, dla dowolnej ciagtej, niemalejacej, dodatniej funkcji 1 : (—o0,0] — R,
limy_, o, n(#) = 0, definiujemy przestrzeri Banacha

K, = {go €C: eliEn e(@)n(0) =0 oraz  sup |p(@)n(0)| < oo} :

0e(—o0,0]

znorma |||l = supye (oo g [9(0)n(0)| dla o € K. Funkcja 1 musi by¢ wybrana w taki sposéb, aby
kontrolowa¢ zachowanie funkcji poczatkowej w —oo. Jesli opdZnienia sa skoniczone, czyli gestosci
rozktadéw maja zwarte nosniki, funkcje poczatkowe spetniaja ¢ € €, T = Tyax, gdzie przedziat
[—Tmax , 0] zawiera te nosniki, co jest réwnowazne rozpatrywaniu przestrzeni K, z funkcja 7 = 1 na
przedziale [—Tyax, 0] 1 malejaca do 0 w —oo. Jesli nosniki sa nieograniczone i funkcje poczatkowe
 s3 nieograniczone, to musimy wybraé¢ odpowiednia funkcje 7. Jednym z mozliwych wyboréw jest
n(0) = ¢’. Poniewaz takie zatozenie nie upraszcza analizy, zaprezentowali$my rezultaty w ogélnosci,
bez zaktadania konkretnej postaci funkcji 7. Istotne jest, ze wybrana przestrzen funkcji poczatkowych
spetnia wszystkie aksjomaty postulowane w [21].

Czes$¢ wynikéw na temat opdZnienia w procesie wzrostu nowotworu omowiliSmy w [Z236]. Nie-
ktére wyniki (w szczeg6lnosci te, gdzie nie byto zaleznosci od opdZnienia) udato si¢ uogdlni¢ na do-
wolne opdZnienie w postaci catkowej, ale wigkszos¢ wynikow wymagata uwzglednienia konkretne;j
funkcji gestosci. Stosowane narzedzia nie odbiegaja od tych dla réwnan z opéZnieniem dyskretnym,
jednak poszczegdlne obliczenia i szacowania sg bardzo zmudne.

Jeszcze jedna praca [C19] dotyczy modelowania procesu angiogenezy. Zawarte w niej zostaly
wyniki pracy licencjackiej J. Poleszczuka. Zaproponowany zostat model tworzenia naczyn z uwzgled-
nieniem tego, ze tworzace Si¢ W procesie angiogenezy naczynia sg nieregularne, poplatane i1 przecie-
kajace. W zwiazku z tym szacuje si¢, ze znaczna czg¢S¢ dawek chemioterapii nie dociera do wnetrza
guza, a to co dociera, jest rozprowadzanie nieréwnomiernie. Model miat na celu odzwierciedlenie te-
go zjawiska, a w konsekwencji zaplanowanie dziatain majacych na celu normalizacj¢ struktury naczyn
krwiono$nych guza.

4.1. Prace zwiazane z modelem Hahnfeldta i in.

Jedne z najwazniejszych wedlug mnie wynikéw badan moich i mojego zespotu zostaly zainspiro-
wane modelem Hahnfeldta 1 in. [18]. Model ten zostat zaproponowany w roku 1999 1 opisuje proces
angiogenezy za pomoca dwoéch rownan rézniczkowych zwyczajnych. Pierwsze z nich odzwierciedla
dynamike wzrostu guza nowotworowego w oparciu o rownanie Gompertza, przy czym jako pojem-
no$¢ Srodowiska zostata przyjeta ,,objetos¢ naczyn krwiono$nych” (w rzeczywistosci jest to zmienna
trudna do precyzyjnego zmierzenia i ma ona odzwierciedla¢ wielko$¢ sieci naczyniowej potrzebnej
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do zasilenia w sktadniki pokarmowe nowotworu o danym rozmiarze). Drugie rownanie opisuje dyna-
mike zmian objegtoSci naczyn krwiono$nych. Uktad w najbardziej ogélnej postaci zapisuje si¢ jako

y — — p
p=—rplnt,

. (12)
G =—pq+0bS(p,q) —dl(p,q),

przy czym r to wspétczynnik wzrostu nowotworu, pq odzwierciedla samorzutng utratg naczyn krwio-
nos$nych, sktadnik bS5 (p(t), ¢(t)) odpowiada stymulacji wzrostu naczyn, zas —dI(p(t), q(t)) opisuje
inhibicje tego wzrostu. W [18] zostaty wyprowadzone nastgpujace zaleznosci miedzy I(p, q)iS(p, q):

I(p,q)
S(p,q)

Ostatecznie, na podstawie poréwnan migdzy szybkoSciami réznych proceséw, Hahnfeldt i in. [18]
zaproponowali réwnanie

= p*¢®, gdziea + 3 =2/3.

g =bp®q" ™ — (ap*® + p)q.

W literaturze badano uktad (12) dla = 1 (wtasnie taki model nazywany jest modelem Hahnfeld-
taiin. [18]). Model dla @ = 0 (z uwzglgdnieniem opdZnienia) analizowali A. d’Onofrio i A. Gan-
dolfi [11]. Podobny model zaproponowali takze Ergun i in. [12].

Analizujac portret fazowy uktadu (12) i stosujac kryterium Dulaca-Bendixsona oraz twierdzenie
Poincarégo-Bendixona tatwo sprawdzi¢, ze dla b > p istnieje dodatni stan stacjonarny uktadu (12)
1 jest on globalnie asymptotycznie stabilny w (]Rﬂ2 (badamy uktad (12) przy zalozeniu 0 < o < 1,
gdyz dla o > 1 sktadnik opisujacy stymulacj¢ produkcji naczyn traci sens biologiczny). Stabilnos¢
rozwiazan stacjonarnych badaliSmy wraz z M. Bodnarem w [Z20, C20], gtéwnie w kontekscie wpty-
wu opdznienia (wprowadzonego do modelu) na dynamike rozwiazan. Po wprowadzeniu nowej zmien-
nej u = p/q i odpowiednim przeskalowaniu badaliSmy uktad postaci

p(t) = —rp(t) mu(t — ),

a(t) = —u(t) (rinu(t — ) + b (u(t — 7)) — a (p(t — 7))"°), )

gdzie 75, j = 1,2, 3, obrazuja opdznienie wystepujace na poziomie makroskopowym w poszcze-
g6lnych procesach (wzrostu nowotworu, stymulacji 1 inhibicji produkcji naczyf krwiono$nych). Wy-
korzystujac metod¢ przedstawiong w podrozdziale 14 udowodniliSmy nastgpujace wtasnoSci ukta-
du (13).

—Jedlimym =7>0imm =173 =0lubmp, =173 =7 > 0oraz 7; = 0, to istnieje 7. > 0, takie ze

dodatni stan stacjonarny jest stabilny dla 7 < 7. 1 niestabilny dla 7 > 7.

— JeSliTy > 0oraz; =13 =0, to
jesli r < ab, to dodatni stan stacjonarny jest stabilny dla wszystkich 7, > 0;
jesli » > «ab, to dodatni stan stacjonarny jest stabilny dla matych 7 i traci stabilno$¢ dla

pewnego 7. > 0.

Nastepnie w [C24, C42] wraz z M.J. Piotrowska zajmowatySmy si¢ badaniem bifurkacji Hopfa
dla modeli Hahnfeldta 1 in. oraz d’Onofria-Gandolfiego, najpierw dla opdZnienia wystepujacego albo
tylko w procesie wzrostu nowotworu, albo tylko w procesie produkcji naczyn ([C24]), a potem dla
obu opd6znien niezerowych ([C42]), przy czym w tej drugiej pracy w znacznym stopniu opieratySmy
si¢ na wynikach analiz numerycznych, ze wzgledu na stopienn skomplikowania wzoréw analitycznych
na wspotczynnik (5).

Podkresli¢ nalezy, ze makroskopowy model (12) zostat w pracy [18] wyprowadzony z opisu na
poziomie mikroskopowym — Hahnfeldt i in. opisali proces dyfuzji-konsumpcji stymulatoréw i in-
hibitoréw procesu angiogenezy, ktory przy pewnych upraszczajacych zatozeniach (np. symetria ra-
dialna) sprowadza si¢ do réwnania zwyczajnego (jak w przypadku rownania Greenspana, por. pod-
rozdziat 3). Jednak w [18] wyprowadzenie to zostalo przedstawione w sposéb skrétowy i1 formalny,
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bez odpowiednich uzasadnien. W [Z27] przedstawiliSmy wyniki badan nad tym wyprowadzeniem
(gtéwne wyniki pracy magisterskiej J. Poleszczuka), podajac odpowiednie uzasadnienia poszczegdl-
nych przej$¢ formalnych z pracy [18]. Zrozumienie odpowiednich mechanizméw mikroskopowych
rzadzacych tym procesem pozwolito zaproponowac¢ w [C27] (z J. Poleszczukiem i M. Bodnarem) al-
ternatywny sposOb opisu terapii antyangiogennej — w standardowym podejsciu (jak w [18]) terapie
te opisuje dodatkowy sktadnik SmiertelnoSci w réwnaniu na dynamike sieci naczyniowej. Z modelu
na poziomie mikroskopowym wynika jednak, ze wptyw terapii nalezy wprowadzi¢ w inny sposéb,
jesli leki dziataja hamujaco na wzrost naczyn, ewentualnie stymulujaco na inhibicj¢. W naszej pracy
zajeliSmy si¢ klasa specyfikéw bezposrednio blokujacych biatka stymulujace proces angiogenezy, co
blokuje VEGF (czynnik wzrostu Srédbtonka naczyn, ang. vascular endothelial growth factor) — do
tej klasy nalezy bevacizumab (Avastin®).

Doktadniej — w og6lnym przypadku drugie réwnanie uktadu (12) ze standardowym sktadnikiem
leczenia ma postaé

¢ =—pq+b5(p,q) —dl(p,q) — equ,
gdzie u odzwierciedla stezenie aplikowanego leku. W [C27] zaproponowaliSmy alternatywna mody-
fikacj¢ modelu Hahnfeldta i in.

B P
p=—rpln=,
q

l
] = — —S —dl .
q¢=—pq+ _——5p,q) —dl(p.q)
Dalej, w [Z30] i [C44] (z J. Poleszczukiem i M.J. Piotrowska) zajeliSmy si¢ badaniem optymalne;j
terapii z mysla o terapii aczonej, gdzie terapia antyangiogenna ma wspomagac leczenie standardowe.
Najwazniejsze w tym kontekScie wydaje si¢ zaproponowanie odpowiedniego funkcjonatu celu, gdyz
istotne jest, co bedziemy optymalizowac. Zaproponowalis§my funkcjonat

_ q(T) r
Pl =p(T) = ki + / w(t)dt,

gdzie T' (> 0) opisuje (ustalony) czas trwania leczenia, k1, k; odzwierciedlaja decyzj¢ dotyczaca tego,
ktory z celéw odgrywa wazniejsza rolg, a ostatni sktadnik opisuje skumulowany efekt uboczny poda-
wania leku. W zwiazku z tym dodatkowo zaktadamy, ze [i u(t)dt < Amax dla pewnej statej Apax.
Tak dobrany funkcjonat celu ma za zadanie podkreslenie roli normalizacji naczyi krwiono$nych, aby
aplikowane leki mogtly by¢ lepiej rozprowadzane wewnatrz guza.

WykazaliSmy, ze strategia optymalna sktada si¢ odcinkéw, na ktérych podawana jest petna daw-
ka, brak dawki, a takze z terapii poSrednich, przy czym strategie przelaczeniowe (ang. bang-bang)
nie moga by¢ optymalne, a zmiana dawki od maksymalnej do zerowej nastepuje na Sciezce terapii
posrednich.

W ostatnich latach, wraz z doktorantem Piotrem Bajgerem oraz M. Bodziochem, zaj¢liSmy si¢
zagadnieniem uodpornienia komorek nowotworowych na terapi¢ ([Z37]). W modelu (12) cata popu-
lacja komoérek nowotworowych zostata podzielona na dwie podpopulacje — jedna wrazliwa, a druga
niewrazliwa na terapi¢ (tu chemioterapig, ale mozna oczywiscie rozwaza¢ model z r6znymi rodzajami
terapii). Najwazniejszy z punktu widzenia pacjenta wydaje si¢ wynik symulacji dotyczacy przezywal-
nosci pacjentow z ustalong terapia. W zastosowaniach klinicznych najczgsciej stosuje si¢ terapig typu
,maksymalna dawka — zerowa dawka”, a w naszym modelu, gdzie komorki wrazliwe i niewrazliwe
na terapi¢ konkuruja ze soba, taka terapia nie jest najskuteczniejsza (skuteczno$¢ mierzymy tu czasem
przezycia pacjenta). Maksymalng przezywalno$¢ daja dawki poSrednie.

Ostatnie prace dotyczace modelowania procesu angiogenezy ([C27], [C44], [Z37]) uwazam za
bardzo istotne, ze wzgledu na ich potencjalne terapeutyczne implikacje.
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5. Modelowanie mutacji nowotworowych

Wedtug hipotez, proces kancerogenezy jest wieloetapowy, a powstanie nowotworu zlosliwego
poprzedza szereg mutacji. Typowo wystepuje 3 do 7 mutacji, por. [2]. W kilku pracach analizowatam
modele mutacji nowotworowych w oparciu o [1]. Zagadnienie to rOwniez stanowilo jeden z frag-
mentéw mojej pracy habilitacyjnej [M2], ale omawiana bylta tylko analiza modelu dwuetapowego
(na podstawie [A13]). Uproszczona wersj¢ (model z pojedyncza mutacja) przedstawitam w [Z14],
a w [Z17] badatam wptyw opdZnienia na dynamike modelu jednoetapowego. P6zZniej, w [A15] udato
mi si¢ niektére wyniki uogélni¢ na przypadek wielowymiarowy. Doktadniej, badatam trzy uklady
réwnan

Yo = Yo (ao(l - ’yo) — :ulyl)u

=yla — Mit1Yir1 + MiYi— 1) dla:=1,...,n—1, (14)

(1
= yn( L+ 1Y 1)
(

Yo = Yol ao(1 — vo) M1y1),
= yz(az(l —Yi) = Mit1Yir1 + 771'3/1'71); dlai=1,...,n—1, (15)
—yn(l Mtin1)

Yo = Yo (Go(l — %) M1y1),
—yz<a, (1-— — Wit1Yit1 + MiYi— 1) dla:=1,....,n—1, (16)
yn = Un (_1 + nnyn71)>

gdzie yo odzwierciedla wielko$¢ populacji komérek zdrowych, a y;, 1 = 1, ..., n, opisuja wielkoSci
populacji komoérek nowotworowych w kolejnych stadiach mutacji. Modele (14), (15) i (16) r6znia si¢
wptywem Srodowiska na komorki nowotworowe w ostatnim stadium mutacji i odpowiadaja kolejno
Srodowisku sprzyjajacemu, konkurencyjnemu i niesprzyjajacemu.

W [A15] badatam globalng dynamike tych modeli. Wykazatam, ze y; roSnie si¢ co najwyzej li-
niowo dla wszystkich i € {0,1,...,n}, a stad wynika, Ze rozwigzania istnieja globalnie w czasie.
W przypadku (16) zachodzi tez y,, > y,, wigc y, — 00, czyli w sprzyjajacym Srodowisku komérki
ztosliwe rozprzestrzeniaja si¢ nieograniczenie. Dalsza czg$¢ pracy jest poS§wigcona dwém pozostatym
uktadom. W modelu (15) takze moze wystapié podobny efekt jak w (14). Mozna jednak zada¢ od-
powiednie wartosci parametréw, by v, pozostawato ograniczone. Badalam tez istnienie r6znego typu
stanéw stacjonarnych w zaleznosci od parametréw. Stosujac metod¢ funkcjonatéw Lapunowa anali-
zowalam globalna stabilno$¢. Dla modelu (16) wykazatam, ze jesli istnieje jednoznaczny dodatni stan
stacjonarny, to jest on globalnie stabilny. Z kolei dla (15) dodatni stan stacjonarny jest niestabilny, o
ile istnieje, co wynika z analizy macierzy Jacobiego. Stabilny dla tego uktadu okazuje si¢ by¢ stan, w
ktorym y,, = 0, a pozostale wspoétrzedne sa niezerowe (o ile ten stan istnieje). Z drugiej strony, taki
stan jest niestabilny dla (16). Jesli takie stany stacjonarne nie istnieja, to badamy te, ktére maja wigcej
wspotrzednych zerowych.

Poniewaz w wyjsciowym artykule [1] badane byty uktady réwnan reakcji-dyfuzji, wigc w swojej
pracy uzupetnilam analiz¢ rownan zwyczajnych o badanie wptywu dyfuzji. Okazuje si¢, ze badane
uktady naleza do tej klasy réwnan, dla ktérych funkcjonaty Lapunowa z uktadéw bez dyfuzji mozna
przenie$¢ na uktady z dyfuzja i warunkiem brzegowym zerowego wyptywu, zatem wyniki dotyczace
globalnej stabilnos$ci pozostaja takie same.

W pracach [Z31, C41] omawialiSmy wptyw opdZnienia i dyfuzji na dynamike modelu, a w [Z32,
(C48] badany byt wptyw opdznient na model dwuetapowy.
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6. Popromienny efekt sasiedztwa

Artykut [C52] zawiera gtéwne wyniki pierwszej pracy doktorskiej J. Poleszczuka, ktéra powstata
w oparciu o badania eksperymentalne nad popromiennym efektem sasiedztwa (eksperymenty byty
prowadzone pod kierunkiem prof. Marii Widet z Politechniki Slaskiej). Eksperymenty zostaty prze-
prowadzone pod katem indukowania tzw. popromiennego efektu sasiedztwa (czyli wptywu radiotera-
pii na komorki w otoczeniu komérek napromienianych) i pojawiania si¢ komoérek w stanie senescencji
(specyficzny rodzaj uspienia — sa to komorki, ktére nie moga si¢ dzieli¢, ale nie wchodza na droge
apoptozy, czyli nie s usuwane z organizmu). Okazuje si¢, ze w zaleznoSci od dawki, efekt sasiedztwa
moze by¢ ré6zny. W artykule wyniki tych eksperymentéw zostaty przeanalizowane statystycznie i za-
proponowana zostata modyfikacja standardowego modelu liniowo-kwadratowego z uwzglgdnieniem
efektu sasiedztwa. Cho¢ od strony matematycznej praca wykorzystuje proste narzgdzia, to jednak
moze mie¢ bardzo duze znaczenie praktyczne, gdyz w oparciu o te wyniki mozna spodziewaé si¢
zaproponowania lepszych leczniczych protokotéw radioterapeutycznych i1 dlatego wskazuje ja jako
jedna z najistotniejszych prac w moim dorobku.

7. Chemioterapia nowotworow: problem lekoopornosci nabytej

Ostatnio przez kilka lat zajmowatam si¢ zagadnieniem nabytej lekoopornosci w kontekscie che-
mioterapii nowotworéw. Wraz z M. Bodnarem rozwazaliSmy dwa proste modele, oparte na dwéch
hipotezach nabywania lekoopornosci przez komérki nowotworowe ([Z39], [C66]). Niestety nasze
wyniki analityczne okazaty si¢ niedostateczne do rozstrzygnigcia, ktéra z hipotez jest bardziej praw-
dopodobna — potrzeba wigcej eksperymentéw w tym kierunku.

Kolejne zagadnienie zwigzane z tym problemem, ktére rozwazatam wspdlnie z P. Bajgerem oraz
M. Bodziochem, to zagadnienie sterowania optymalnego w kontekscie lekoopornosci. Badania te za-
czeliSmy od zaproponowania uogdlnienia modelu Hahnfeldta i in. dla nowotworéw niejednorodnych
(praca [Z37] wspomniana wyzej). Nastgpnie rozwazaliSmy model uproszczony, bez uwzglednienia
angiogenezy. SkoncentrowaliSmy si¢ na konkurencji migdzy podpopulacjami wrazliwymi i lekoopor-
nymi [C62]. Najistotniejszym elementem tej pracy bylo zaproponowanie nowego funkcjonatu celu
w zagadnieniu sterowania optymalnego, w ktérym nie tylko minimalizujemy wielko$¢ nowotworu
w trakcie 1 na koncu terapii, jak rowniez efekty uboczne podawania chemioterapii, ale takze penali-
zujemy obecno$¢ podpopulacji lekoopornej. Doktadniej, badaliSmy nastgpujacy problem:

Zminimalizowac

J(u(-)) = wini(T) +w2n2(T)+/OT (mna(t) + mana(t) + €G (™00 4 gu(r)) de (17)

w zbiorze mierzalnych funkcji w : [0, 7] — [0, 1] w uwzglednieniem dynamiki

’le =1 (1 — Ny — ng) — 711 + ToNo — nlu(t)a (18)

No = yana (1 — ng — ny) + T1iny — Tana,

gdzie ny, ny to ubezwymiarowione wielkosci podpopulacji komoérek nowotworowych wrazliwych
i lekoopornych, w : [0,7] — [0, 1] to bezwymiarowa dawka chemioterapii (sterowanie), za§ G od-
powiada za penalizacje podpopulacji lekoopornej (w symulacjach G(z) = £(1 4 tgh(z))). Wsp6t-
czynniki 71, 7o to bezwymiarowe tempa wzrostu, 7y, T — tempa mutacji, wi, we, N1, M2, £ 1 0 —
nieujemne wagi. Skala czasowa w uktadzie (18) zostata dobrana tak, by wspdtczynnik Smiertelno-
Sci wskutek chemioterapii wynosit 1, a wielkosci podpopulacji komérkowych zostaty przeskalowane
przez wielko$¢ maksymalng (odpowiednik pojemnosci siedliska w modelach populacyjnych). W celu
dalszej penalizacji podpopulacji lekoopornej zaktada sig, ze wy > wy 11y > 7).

W [C62] przedstawiliSmy pewne wyniki analityczne dotyczace struktury sterowania optymalnego.
W szczegblnosci wykazaliSmy, ze istniejg sterowania osobliwe, ktére spetniaja warunek Legendre’a-
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Clebscha, zatem moga istnie¢ sterowania osobliwe optymalne. WyliczyliSmy wzor opisujacy tuk oso-
bliwy jako funkcje¢ zmiennych stanu. PodzieliliSmy przestrzen fazowa na 4 podobszary, klasyfikujac
je wzgledem mozliwej optymalnosci sterowan typu ,,zerowa dawka — petna dawka” i ,,pelna dawka —
zerowa dawka”. PokazaliSmy tez, ze przy pewnym zatozeniu, sterowanie optymalne konczy si¢ petna
dawka. Nastgpnie numerycznie rozwigzaliSmy badane zagadnienie i stwierdziliSmy, ze optymalne
sterowanie ma postaé ,,petna dawka — tuk osobliwy — petna dawka”. Srodkowy odcinek osobliwy,
kiedy podawane jest ok. 10% pelnej dawki, okazuje si¢ kluczowy dla zachowania fenotypu lekow-
razliwego. Sterowanie to utrzymuje poziom komoérek wrazliwych nieco powyzej poziomu komoérek
lekoopornych. Podkreslmy, ze wystgpowanie sterowania osobliwego jest bezposrednia konsekwencja
wilaczenia funkcji G do funkcjonatu celu (17). Nasze wyniki wspieraja hipoteze, ze bezposSrednia
penalizacja fenotypu lekoopornego prowadzi do optymalnosci protokotéw leczenia typu ,,metrono-
micznego”, czyli z zastosowaniem dawek znacznie mniejszych od maksymalnych.

Wyniki prezentowane w [C62] zostaty rozszerzone zardwno analitycznie (dla modelu prostszego,
bez uwzglgdnienia mutacji), jak i numerycznie (dla modelu typu Hahnfeldta i in. z uwzglgdnieniem
angiogenezy). Dwa artykuty znajduja si¢ obecnie w recenzji.

8. Terapia hormonalna raka prostaty

Praca nad tym zagadnieniem zwiazana jest z otrzymanym przeze mnie grantem finansowanym
przez Narodowa Agencj¢ Wymiany Akademickiej w ramach programu im. Bekkera i realizowatam ja
ponownie w Izraelu, wspdlnie z zespotem IMBM. W oparciu o dane kliniczne (Mayo Clinic) zbudo-
waliSmy model matematyczny rozwoju raka prostaty zaleznego androgennie (HSPC) i jego leczenia
adrogennego (ADT). WielkoS¢ nowotworu zostala odzwierciedlona za pomoca poziomu specyficz-
nego antygenu prostaty (PSA), mierzonego u pacjentéw. ZaproponowaliSmy i dopasowaliSmy do
danych bazowy model wzrostu raka (dysponowaliSmy danymi od kohorty pacjentéw, dla ktérych
poziom PSA byl mierzony przed rozpoczgciem ADT); zaproponowaliSmy model farmakokinetyki
podawanej substancji (leuprolide) i dopasowaliSmy go do danych udostepnianych przed FDA; za-
proponowaliSmy i dopasowaliSmy do danych model wydzielania testosteronu. W kolejnym kroku
polaczyliSmy wszystkie modele sktadowe w jeden, dopasowujac go do danych dla pacjentéw z tera-
pia ciagla. Nastgpnie wiaczyliSmy do modelu dwa mechanizmu lekoopornosci: jeden — wplywajacy
bezposrednio na wydzielanie testosteronu — i drugi — wptywajacy bezposrednio na poziom PSA.
Na kazdym etapie budowy modelu przeprowadzatam analiz¢ matematyczna w celu potwierdzenia po-
prawnosci naszych wyboréw. Przeprowadzitam réwniez matematyczng analize¢ petnego modelu przy
zatozeniu stalego poziomu leku w organizmie. Przygotowany zostatl artykul, ktéry opisuje powyzszy
proces budowy i analizy modelu. Artykul zostanie przestany do recenzji po ostatecznej akceptacji
przez wspotautoréw (Alona Nahshoni 1 Moran Elishmereni).

9. Reakcje biochemiczne z opéZnieniem

Jak wspomnialam we wstgpie, czasami autorzy publikacji ukazujacych si¢ w literaturze biomate-
matycznej, stosujacy réwnania z opdéZznionym argumentem do opisu zjawisk naturalnych, nie zwracaja
uwagi na matematyczne wtasnos$ci modelu, np. nieujemnos$¢ rozwigzan. Sztandarowym przyktadem
tego typu pracy jest artykut [6], gdzie autorzy stwierdzili, ze oscylacje obserwowane w niektérych
uktadach biochemicznych sa wynikiem opdZnienia wystgpujacego w pojedynczych reakcjach, przy
czym reakcje taka opisali za pomoca liniowego réwnania z opdznieniem, dla ktérego wiadomo, ze
rozwigzania moga przyjmowac ujemne wartosci [5]. Zastanawiajac si¢ nad modelami zaproponowa-
nymi w [6] zauwazyliSmy (z J. Poleszczukiem i M. Bodnarem) [C31], Ze nie do$¢, Ze rozwigzania
moga by¢ ujemne, ale dla pojedynczego liniowego rownania z opdZnieniem

(t) = A — Bx(t) — Cz(t — 7) (19)
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z warunkiem poczatkowym

o(t) = 0 dlate[-T,0), 20)
|z dlat=0,

przy przekroczeniu krytycznej wartosci op6znienia, gdy zaczynaja wystgpowac oscylacje, rozwigza-
nia zawsze staja si¢ ujemne, zatem przestaja miec sens biologiczny. W [6] rdwnanie to opisuje reakcje
degradacji biatka, ktére moze si¢ rozpas¢ na dwa sposoby, przy czym jeden trwa istotnie dluzej niz
drugi — S$redni czas trwania tej reakcji rozpadu wynosi 7. Schemat tej reakcji mozna przedstawic
W nastgpujacy sposob:

P x, x 20 x50, (21)

gdzie X oznacza biatko. Widzimy, wigc ze biatko jest produkowane w statym tempie A przez DNA,
a intensywnoS$ci rozpadu wynosza B dla reakcji natychmiastowej i C' dla reakcji opdzZnione;.

W [6] autorzy przeprowadzili symulacje stochastyczne 1 formalnie obliczyli funkcj¢ autokorela-
cji dla rozktadu stacjonarnego, co miato potwierdza¢ wystgpowanie oscylacji spowodowanych przez
opdZnienie. Z drugiej strony wiadomo, ze dla réwnania (19),0ile C' > BorazT > 7. := %\/%éo),
to istnieja rozwiazania okresowe (por. [19,20,27]). W naszej pracy [C31] udowodniliSmy, ze jesli
T > 7., to dla kazdego zy > 0 istnieje punkt ¢ < 47, w ktérym rozwigzanie zagadnienia (19)—(20)
przyjmuje ujemna warto$¢. Dowdd tego faktu opiera si¢ na wyprowadzeniu i indukcyjnym udowod-
nieniu wzoru na postaé¢ rozwiazania dla kazdego przedziatu [n7,(n + 1)7), przy czym wzory sa
dos¢ skomplikowane, a odpowiednie obliczenia — zmudne. Prawdopodobnie z tym nalezy wiazac
wczesniejszy brak doktadniejszych informacji na temat zachowania tego rownania w literaturze.

Zauwazmy, ze warunek poczatkowy (20) odzwierciedla wszystkie istotne z biochemicznego punk-
tu widzenia przypadki, wigc wnioskujemy, ze rownanie (19) nie jest poprawnym opisem reakcji bio-
chemicznej. W zwiazku z tym w [C25] (z Jackiem Migkiszem, J. Poleszczukiem 1 M. Bodnarem)
zaproponowaliSmy inny sposob opisu tego typu reakcji biochemicznych, a w [C26] przedstawiliSmy
analiz¢ modeli opisujacych zaréwno reakcje 21, jak i dwie pozostate reakcje z artykutu [6].

Zaproponowany przez nas opis reakcji (21) ma postaé

(t) = A— (B+ C)x(t),

' ) (22)
u(t) = Cx(t) — Cx(t —7)e " —Du(t),

gdzie D opisuje tempo natychmiastowego rozpadu tych reaktantéw, ktére znajduja si¢ na Sciezce
opdznionego rozpadu. Widzimy, ze pierwsze rownanie uktadu (22) jest rownaniem liniowym, a uktad
jest rozseparowany. Zatem, cho¢ w drugim réwnaniu (22) wystgpuje op6znienie, to sam uktad mozna
rozwigzaC analitycznie, a opdZnienie traktowac jak ,,zwykly” parametr. WyznaczyliSmy rozwiazanie
analityczne uktadu (22) 1 pokazaliSmy, ze nie wystepuja trwale oscylacje. Wnioskujemy stad, ze jedna
tego typu reakcja nie moze prowadzi¢ do dynamiki periodyczne;.

Druga z reakcji rozwazanych w [6] to produkcja biatka z ujemnym sprze¢zeniem zwrotnym, ktéra
mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacego uktadu

#(t) = Ado(t — ) — Bx(t),

. (23)
do(t) = —k1x(t)do(t) + k-1(v — do(?)),

gdzie x odzwierciedla ilo$¢ biatka, d; to iloS¢ DNA w stanie aktywnym, natomiast 7y jest catkowi-
ta iloScia DNA. Zwykle przyjmuje si¢ v = 1 1 wtedy dy to proporcja DNA w stanie aktywnym.
Uktad (23) uzupetniamy o warunki poczatkowe

x(t) = 2°(t), do(t) =d°(t) dla t € [-,0].

W materiatach dodatkowych do pracy Bratsuna i in. [6] pojawito si¢ wylacznie sformutowanie mo-
delu, bez jego analizy matematycznej.
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Oznaczmy

A
Q=0 +00)x [0.9), =0 ] x[0.9)

CQ:{QDG%T:@(t)EQ}v 091 :{@E%Titp(t)GQl}-

WykazaliSmy, ze zbiory C sa dodatnio niezmiennicze dla ukladu (23) i udowodniliSmy, ze jesli
wszystkie wspétczynniki sa dodatnie, to istnieje doktadnie jeden dodatni stan stacjonarny (Z,dy),
ktory jest lokalnie asymptotycznie stabilny dla wszystkich 7 > 0. Dla 7 = 0 stan ten jest globalnie
stabilny w R™, natomiast jesli Ak;y < 2Bk_; oraz 7 > 0, to jest globalnie stabilny w C,. Lokalna
stabilno$¢ wykazaliSmy korzystajac ze standardowej metody linearyzacji wokdét punktu stacjonar-
nego, a globalng stabilno$¢ udowodnili§my znajdujac odpowiednie funkcjonaty Lapunowa, osobno
dla 7 = 01 osobno dla 7 > 0. O ile w przypadku 7 = 0 funkcjonat jest okre§lony w przestrzeni
(R?)™, to w przypadku 7 > 0 musimy go okresli¢ w Cq. Dzigki temu, ze op6Znienie jest dyskretne,
aby przekona¢ sig¢, ze pochodna funkcjonalu wzdtuz trajektorii rozwiazan uktadu (23) jest ujemna,
wystarczyto udowodnié, ze odpowiednia macierz rzeczywista, w tym przypadku wymiaru 3 x 3, jest
dodatnio okreslona.

Trzecia reakcja omawiana w [6] stanowi modyfikacj¢ poprzedniej. Rozwaza si¢ sytuacje, gdy
biatko, aby potaczy¢ si¢ z nicia DNA 1 zablokowac swoja produkcje, musi najpierw stworzy¢ dwu-
biatkowe kompleksy (dimery). Model opisujacy t¢ reakcje ma postaé

#(t) = Ady(t — 7) — Ba(t) — kox®(t) + 2k_gx4(t),
l’g(t) = —T (t) — k’_gl’g(t) — k?ll'g(t)do(t) + ]{3_1(’7 — do(t)), (24)
do(t) = —k1a(t)do(t) + k-1( — do(t)).

Oznaczenia s takie same jak w uktadzie (23), a x5 opisuje stg¢zenie dimeréw. Podobnie jak poprzed-
nio, model uzupetniamy o warunki poczatkowe okreslone na przedziale [—7, 0]. Wykazali$my istnie-
nie doktadnie jednego dodatniego stanu stacjonarnego (7, Zo, dy ), ktéry jest lokalnie asymptotycznie
stabilny dla 7 = 0. Ponadto:

k. k2 A
1. jesli /2 kl i > %, to stan stacjonarny jest lokalnie asymptotycznie stabilny dla wszystkich
12
T > 0;
P k—lk—Q Y . . . . .
2. jesh /2 < ——, to stan stacjonarny jest lokalnie asymptotycznie stabilny dla 7 € [0, 1),

kyko 2B

adla 7 = 1) ma miejsce bifurkacja Hopfa.

W uktadzie (24) nie s3 mozliwe inne zmiany stabilnosci stanu stacjonarnego.

Wyniki uzyskane w pracy [C26] pokazuja, ze dopiero model, ktéry uwzglednia zaréwno opdznie-
nie, sprz¢zenie zwrotne jak i to, ze biatka musza stworzy¢ wielobiatkowe kompleksy, by zablokowac
swoja produkcje, pozwala uzyska¢ dynamike periodyczna, wigc hipoteza postawiona w pracy [6] jest
fatszywa 1 potrzeba minimum trzech reakcji takiego typu jak omawiane w [6] (czyli zawierajacych
cztony co najwyzej biliniowe), by uzyska¢ niegasnace oscylacje spowodowane przez opdznienie. Ze
wzgledu na swoja wymowe — z jednej strony, trzeba bardzo starannie zastanawia¢ si¢ nad modelo-
waniem zjawisk naturalnych przy uzyciu réwnan z opéZnionym argumentem, a z drugiej strony, tylko
rzetelna analiza matematyczna proponowanych modeli prowadzi do sensownych wnioskow — ten
cykl prac uznatam za jeden z wazniejszych punktéw mojego dorobku, w szczegdlnosci po habilitacji.

10. Modelowanie relacji diadycznych

Ciekawym kierunkiem moich prac badawczych jest modelowanie oddzialywan diadycznych, w po-
pularnym podejsSciu zwanych modelami typu ,,Romeo i Julia”. Za najwazniejsza pracg z tego zakresu
uwazam [C35], poniewaz ukazata si¢ w czasopiSmie o profilu socjologicznym. W pracy tej wraz
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z Natalig Bielczyk i Tadeuszem Platkowskim badaliSmy wpltyw op6Znienia na oddziatywania migdzy
dwojgiem partneréw, przy czym zmienne opisywane w modelu interpretowane sa jako intensywnos¢
uczué/reakcji partneréow we wzajemnych relacjach. Modele tego typu zostaty po raz pierwszy za-
proponowane przez Strogatza [35,36]. W [C35] badaliSmy uktad réwnan liniowych (przy badaniu
stabilnosci typowo wykorzystujemy metode linearyzacji, wigc badanie stabilnosci sprowadza si¢ do
badania stabilnoSci w modelu liniowym), gdzie w jednym ze skadnikow wprowadzono opdznienie,
ktére odzwierciedla wolniejsza reakcje jednego z partneréw, albo na wtasne uczucia, albo na uczucia
partnera. W najbardziej ogdlnej postaci zaproponowali§my nastgpujacy uktad

7(t) = anr(t — m11) + arj(t — 112),

- . (25)
J(t) = anr(t — 1) + axj(t — T22),

gdzie r i j odzwierciedlaja emocje partneréw, zas 7, > 0, k, [ € {1, 2} to op6Znienia reakcji. Oczywi-
Scie jesli 7; = 0 dla pewnego k, [ € {1, 2}, to dana reakcja jest natychmiastowa. W rozpatrywanych
przez nas przypadkach jedno z opéZniefi 7,; byto niezerowe. Dzigki temu dokonaliSmy systematyzacji
liniowych uktadéw z pojedynczym dyskretnym opdznieniem w konteks$cie mozliwych zmian stabil-
nosci (w dowodzie stosowaliSmy metody opisane w podrozdziale 14). W zwiazku z tym prace t¢
mogtabym takze zaliczyC do kategorii wynikow analitycznych, przy czym otrzymane wyniki zostaty
rowniez zinterpretowane w jezyku psychologicznym.

Zwracajac uwage na to, ze rzeczywiste oddziatywania nie bywaja liniowe, w [C32] zapropono-
waliSmy (z M. Bodnarem i N. Bielczyk) model nieliniowy, w ktérym mozliwa jest stabilizacja (dla
pewnych wartosci opdZnienia). WnioskowaliSmy z tego, ze w niektérych zwiazkach, jesli partner
zastanowi si¢ (ale nie bedzie myslat zbyt dlugo) 1 skoryguje swoje zachowanie, to moze wptynac
na stabilizacje relacji. Wstepne wyniki dotyczace tych badan zostalty przedstawione w [Z26]. Na-
stepnie, w [Z33] z Matgorzata Poéttorak przedstawiltySmy propozycje modelu, w ktérym oddzielnie
mozna byloby opisywaé emocje pozytywne i negatywne — w klasycznych modelach bierze si¢ pod
uwage Srednia z emocji. Model ten wymaga dalszego przemyslenia, gdyz ma nie najlepsze wiasnosci
matematyczne (nie jest okreslony w calym (R™)?).

Kolejna praca [C59] (z M.J. Piotrowska 1 Joanng Goérecka) dotyczy wplyw optymizmu i pesy-
mizmu na relacje migdzy dwiema spotykajacymi si¢ osobami (kiedy i jakie osoby maja szans¢ na
rozwinigcie trwatych relacji/zwiazkéw, nie koniecznie romantycznych, ale np. przyjazni).

Zajetam si¢ tez badaniem wplywu op6znienia na stabilnos¢ w klasycznym dyskretnym modelu
Gottmana, Murraya i in. [16], ktéry opisuje relacje malzenskie ([Z38], [A19]).

Dalsze prace dotyczace wptywu opdznienia na relacje migdzyludzkie — ponownie w kontekscie
optymistéw/pesymistow — prowadzitam wraz z magistrantkami: Katarzyng Cytlak i Natalig Jankow-
ska. OtrzymalySmy ciekawe wyniki dotyczace mozliwych bifurkacji i zmian stabilnosci [C68] (takze
z M.J. Piotrowska). Za swoja pracg magisterska K. Cytlak i N. Jankowska dostaty wyréznienie w
konkursie na najlepsza pracg z zastosowan matematyki i statystyki Oddziatu Wroctawskiego PTM.

11. Modelowanie pracy serca

Kolejnym zagadnieniem, ktdre pojawito si¢ w mojej pracy badawczej (po habilitacji) dzigki wspot-
pracy z Beata Jackowska-Zduniak, jest modelowanie pracy serca. W artykule [C45] zastosowaliSmy
(takze z M. Bodnarem) réwnanie van der Pola z opéZnieniem do odzwierciedlenia nieprawidlowe;j
pracy serca obserwowanej w czgstoskurczu komorowym. Réwnanie van der Pola jest rOwnaniem
drugiego rzgdu bardzo czgsto stosowanym do opisu oscylatoréw, ze wzgledu na jego dobrze znana
wlasno§¢ — istnienie cyklu granicznego dla pewnego zakresu parametréw. Konkretnie, zastosowali-
Smy to réwnanie w postaci uktadu réwnan rzedu pierwszego

T =y,

= —a(x® — 1)y — fo(x +d)(z +e), (26)
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przy czym wartosci parametrow zostaly dobrane w taki sposob, by model (26) odzwierciedlat rze-
czywiste czgstotliwosci pracy serca. Nieprawidlowa praca serca opisana zostata przez dodatkowe
sprzezenie, w ktérym uwzglednione zostalo opdZnienie:

i =y(t)+k(xt—T) - 2(t)),
Y= —a(xQ(t) — 1)y(t) — fx(t) (x(t) + d) (x(t) + e).

ZbadaliSmy analitycznie zalezno$¢ od opdZnienia, a nastgpnie numerycznie staraliSmy si¢ odzwier-
ciedli¢ nieprawidtowosci w pracy serca w czgstoskurczu. WykorzystatySmy ten model takze w [Z40]
do opisu dwoch typéw tachykardii.

Kolejna praca [C55] na temat modelowania réznych typow tachykardii opierata si¢ na bardziej
rozbudowanych modelach, jak model Hodgkina-Huxleya [22] (dobrze ugruntowany w literaturze
model stosowany do opisu potencjatéw czynno$ciowych) i model Yanagihary-Nomy-Irisawy [40].
Ponownie wprowadzone zostaly opdznienia w celu odzwierciedlenia patologicznych wzorcow pracy
serca. Okazuje sig, ze zaproponowane modele dobrze odzwierciedlaja réznice w pracy serca obser-
wowane w przypadku réznych typoéw tachykardii.

12. Modele ekologiczne, epidemiologiczne i eko-epidemiologiczne

Moje zainteresowanie modelowaniem uktadéw ekologicznych poczatkowo wiazalo si¢ ze wspot-
praca z Instytutem Badawczym Les$nictwa. Zajmowatam si¢ badaniem mozliwosci prognozowania
gradacji szkodnikéw liSciozernych w polskich lasach. Powstata wtedy praca [Z7] (z M. Bodnarem)
dotyczaca tej tematyki. P6Zniej modelowatam wzrost rafy koralowej. Modele bazowaty na proce-
sie dyfuzji-konsumpcji, podobnie do wzrostu nowotworu nieunaczynionego ([Z11], [Z12]). Po kilku
latach wrécitam do zagadnien ekologicznych 1 badatam (wraz z Z. Szymanska, [Z221, C22]) oddzia-
tywania migdzy organizmami heterotroficznymi i autotroficznymi. W artykule [C47] wraz z moim
studentem Pawlem Matejkiem badaliSmy mozliwos¢ zastosowania modelu drapieznik-ofiara z ogra-
niczona pojemnoscia siedliska dla ofiar do wyjasnienia nietypowej dysproporcji wsréd drapieznikow
na terenie Australii. Artykul ma w zasadzie charakter przegladowy i dotyczy klasycznego modelu
Lotki-Volterry 1 jego modyfikacji, ale przedstawiona interpretacja jest bardzo ciekawa i niejednokrot-
nie wykorzystywatam ja w prezentacjach popularnonaukowych, w szczegdlnoSci zaprezentowatam
w Delcie (za ten artykut dostaliSmy z P. Matejkiem nagrod¢ Dziekandw za najlepszy artykut w 2014
roku).

Z kolei zainteresowanie modelami epidemiologicznymi wigzato si¢ poczatkowo z moja wspot-
praca z zespotem prof. Anpinga Liu z China University of Geosciences w Wuhanie. Nasza pierwsza
praca z tego zakresu [C34] (z Meihong Qiao) dotyczyla modelu epidemiologicznego typu SICR —
model ten byt przez nas rozpatrywany w kontekscie szczepien przeciw zéitaczce typu B.

W ostatnich latach zajmowatam si¢ tez modelowaniem epidemii w populacjach niejednorodnych
([C64], [C65]), dzigki wspotpracy z M. Bodziochem z UWM w Olsztynie i jego pracy na temat aktyw-
nego wykrywania gruzlicy wsréd oséb bezdomnych na terenie wojewddztwa warminsko-mazurskiego.

12.1. Modelowanie wplywu szczepien

W [C34] zajeliSmy si¢ modelem, w ktérym cata populacja dzieli si¢ na cztery grupy: S, I, C
1 R — podatnych, chorych, nosicieli i uodpornionych po przebyciu choroby. Typowo w modelach
epidemiologicznych zmienne odzwierciedlaja frakcje os6b w poszczegdlnych grupach, mozna wigc
zredukowac uktad o jedna zmienna. Ostatecznie badaliSmy uktad trzech réwnan

S = p— (Bl +eBC)S — S,
[ = (BI+¢5C)S =l —ul, 27)

C=qgnl —7%C —puC,
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z dodatnimi parametrami w zbiorze
Q={(S,I,C) eR} : S+1+C <1}, (28)

ktéry jest dodatnio niezmienniczy dla (27). Jedna z najwazniejszych informacji, ktére uzyskujemy
analizujac modele ekologiczne, jest wyznaczenie progu zwanego podstawowym wspotczynnikiem
odnowienia infekcji, oznaczanym typowo R. Jesli wartoS¢ tego wspdtczynnika jest mniejsza niz 1,
to choroba nie rozprzestrzeni si¢, gdyz jeden zainfekowany osobnik zaraza mniej niz jedng zdrowa
osobg w jednostce czasu. W naszym modelu

B qmn ef
= + .
i+ (m+p) (et

Ro

Wykazali$my, ze dla Ry < 1 jedyny stan stacjonarny (1,0,0) (odzwierciedlajacy zdrowa popula-
cje, ang. disease free equilibrium DFE) jest globalnie stabilny, a dla Ry > 1 istnieje dodatni stan
stacjonarny

g L _ (71+u)(72+u)7 IO (i +v2) (Ry— 1),
Ro  B(u+v2+eqn) B+ 2 +eqmn)
C* _ NQVl (RO . 1)7

Blu+2 +eqm)
ktory jest lokalnie stabilny, a globalnie stabilny przy pewnych dodatkowych zatozeniach.
Globalna stabilnos¢ stanu DFE zbadaliSmy korzystajac z metody zaproponowanej w [24]. W me-
todzie tej przedstawia si¢ uktad w postaci

X1 = A (X) (X1 — X)) + A (X) Xo,

. (29)
X2 == AQ(X>X27

gdzie X; € R}, X5 € R}?, X = (X1, Xy) i uktad (29) jest zdefiniowany w dodatnio niezmien-
niczym zbiorze Qx C R’'T"2. W ogélnym przypadku X; odzwierciedla wszystkie grupy wewnatrz
populacji, ktére sg niezainfekowane, a X5 pozostate. Dla uktadu postaci (29) zaktada sig¢

1. Uktad (29) jest dyssypatywny w dodatnio niezmienniczym zbiorze 2.

2. Rozwigzanie stacjonarne X poduktadu

X, = A1 (X1, 0)(X; — X7)

jest globalnie asymptotycznie stabilne w zbiorze bgdacym rzutem kanonicznym zbioru {2x na
RI.
3. Macierz Ay(X) jest macierza Metzlera (tzn. ma nieujemne wyrazy poza gléwna przekatna) nie-
redukowalng dla dowolnego X € Q.
4. Istnieje macierz Ay begdaca gérnym ograniczeniem macierzy ze zbioru M = {Ay(X) : X €
Qx}, przy czym albo Ay ¢ M, albo jesli Ay € M, czyli AY = maxq, M, to dla dowolnego
X € Qy, takiego ze Ay = As(X) mamy X € R} x {0}, czyli punkty realizujace maksimum
leza w podrozmaitosSci stanéw wolnych od choroby.
5. a(AY) <0, gdzie a (AY) jest ograniczeniem spektralnym macierzy AY.
W [24] wykazano, ze jeSli spelnione sa zatozenia 1.-5., to stan stacjonarny DFE jest globalnie asymp-
totycznie stabilny dla uktadu (29). WykazaliSmy, ze przy Ry < 1 zalozenia te sa spelnione dla ukta-
du (27), co implikuje globalng stabilnos$¢ stanu DFE w tym uktadzie.
Dla dodatniego stanu stacjonarnego (S*, I*, C*) wykazaliSmy globalng stabilnos$¢ (we wnetrzu
2) za pomoca funkcji Lapunowa przy dodatkowym zatozeniu, ze spetniona jest nieréwnos¢

B < min{2u + 91 + 2, 20 + (1 — @)y, 2 +72)/e}-
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Gtéwnym celem pracy [C34] byto zbadanie wptywu szczepien na dynamik¢ modelu. Szczepienia
modelowaliSmy za pomoca impulséw. Zakladamy, ze szczepimy populacj¢ w chwilach n7, n € NN,
gdzie 7 jest odstgpem pomigdzy dwoma szczepieniami (impulsami), a S(n7~) odzwierciedla wiel-
kos¢ grupy osobnikéw podatnych tuz przed ntym szczepieniem. Dla danej frakeji szczepieri p € [0, 1]
chcemy znalez¢ optymalny odstep 7 pomigdzy dwoma impulsami. Badamy wigc uktad

S =p— (BT +eBC)S — S,
I = (BI+eBC)S —nI —pl, pt #nT, 30)
C = gqnl —»C —puC,

Stt)y=(01—-p)S(t),t =nt, n € N".

Stosujac metodg porownawcza dla réwnan z impulsami [30] wykazaliSmy, ze jesli

B 1—e™#
T+ 1—(1—p)erT

R1 <1, 6 =min{(1 — ¢)n,72}, ¢ <1,

to rozwiazanie uktadu (30) zbiega do (S*(t), 0, 0), gdzie

S*(t)=1-— —a fp) p— e M) e <t < (n+ 1)1, ne N

Whnioskujemy stad, Ze warunkiem skutecznym szczepienia jest spelnienie jednej z nieréwnosci:

T < llnﬁ—(l—p)(u—{—&) lub p> (1—i)(1—e‘”).

p f—p—9 p+0

W [C51] badaliSmy model epidemiologiczny z opdZnieniem, w ktérym uwzgledniony zostat ze-
wnetrzny wplyw na liczbe urodzin w postaci impulsow.

12.2. Modelowanie epidemii w populacji niejednorodnej

Prace dotyczace modelowania przebiegu epidemii w populacjach niejednorodnych (np. w przy-
padku gruzlicy wyodrgbnialiSmy podpopulacje oséb bezdomnych, jako swoisty rezerwuar patogenu,
1 niebezdomnych) prowadzone sa przeze mnie, przy wspotudziale M. Bodziocha, w ramach doktoratu
M. Choinskiego. Jako bazowy model sktadowy rozprzestrzeniania epidemii w pojedynczej podpo-
pulacji wybraliSmy prosty model typu SIS, ze wzglgdu na brak danych dotyczacych innych grup w
populacji. BadaliSmy klas¢ modeli opartych na dynamice maltuzjarniskiej [C65], jak réwniez ze stalym
naptywem osobnikéw [C64]. Do opisu rozprzestrzeniania choroby w populacjach niejednorodnych
zastosowaliSmy tzw. model krzyzowy. Najwazniejszym wnioskiem ptynacym z naszych prac jest to,
ze warunki dostateczne do zahamowania epidemii w obu podpopulacjach oddzielnie nie koniecznie
prowadza do tego samego w calej populacji niejednorodnej, zatem faktycznie grupa (nawet niewielka)
0sO6b majacych wigkszy wspoétczynnik zakaZznosci moze spowodowac rozprzestrzenianie si¢ epidemii
w catej populacji. Wydaje si¢, ze wyniki te moga by¢ istotne réwniez w kontek$cie COVID-19.

12.3. Modele eko-epidemiologiczne

W nastepnych pracach z zespotem prof. A. Liu, taczyliSmy zagadnienia ekologiczne i epidemio-
logiczne — polaczenie takie stanowito do$¢ nowy nurt badan eko-epidemiologicznych. BadaliSmy
uktad drapieznik-ofiara, w ktérym w populacji ofiar wystgpuje infekcja. W [C46] badaliSmy uktad
rownan reakcji-dyfuzji pod katem wplywu dyfuzji na dynamike modelu. Okazalo sig¢, ze uktad nalezy
do tej klasy zagadnien, dla ktérych odpowiedni funkcjonal Lapunowa przenosi si¢ po scatkowaniu
z uktadu réwnan zwyczajnych na uklad réwnan reakcji-dyfuzji. Dodatkowa analiza tego modelu zo-
stala zaprezentowana w [C61] (z Piotrem Radzifiskim — byta to czgSciowo jego praca licencjacka,
nastgpnie rozszerzona). Natomiast w [C50] badaliSmy wptyw efektéw losowych na ten uktad.
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13. Modelowanie w neuronaukach

Badanie wptywu opdznienia na dynamike prostych uktadéw réwnan prowadzi takze do cieka-
wych wynikéw z zakresu neuronauk. W pracach [C58], [C63], wraz z N. Bielczyk i magistrantkami,
Katarzyna Piskata i Natalig Ptomecka (takze z innymi wspdétautorami) badatySmy prosty uktad dwoch
roéwnan opisujacy oddzialywania migdzy dwiema populacjami neuronéw. Opis dotyczyt sytuacji am-
biwalentnej, a ,,wygrana” jednej z populacji oznacza, ze pada wybieramy jedna z dwdch dostgpnych
opcji. Dzigki wprowadzeniu opdZnienia pokazujemy, ze czasami taki wybor nie jest prosty, a mozg
waha si¢ migdzy dwiema dostgpnymi mozliwosciami. W szczeg6lnosci mozna to skojarzy¢ z proce-
sami starzenia i zwigkszajacym si¢ opdZnieniem reakcji.

W [Z42] przedstawitam kilka rzeczywistych sytuacji, ktére moga by¢ opisane za pomoca podob-
nych, prostych modeli.

14. Wyniki analityczne dotyczace pewnych klas réwnan z opéznieniem

Ponizej zaprezentuje¢ wyniki, ktére zostaly otrzymane przeze mnie i moich wspétpracownikéw dla
pewnych og6lnych klas rownan, przy czym badania te przez caty czas byty motywowane konkretnymi
zastosowaniami. Réwniez te wyniki uwazam za istotne, poniewaz niezbyt czgsto w teorii rownan z
op6znionym argumentem udaje si¢ zbada¢ wtasnosci jakichs$ ogélnych klas rownan.

14.1. Réwnanie motywowane rownaniem logistycznym

W badanych przeze mnie (i nie tylko przeze mnie, por. np. [32,34]) zagadnieniach (jak modelowa-
nie wzrostu guza nieunaczynionego) pojawiato si¢ rownanie, ktére w ogdélnej postaci mozna zapisac

jako
{x(t) «
z(t) = ¢
gdzie f: R™ — R jest ciagta funkcja spetniajaca nastgpujace warunki: f(0) = f(1) = 0, f jest
dodatnia na odcinku otwartym (0, 1) i ma jedno globalne maksimum. W szczegdlnosci w [34] takie
réwnanie z funkcja f logistyczna (czyli f(x) = z(1 — x)) zostalo zaproponowane do opisu zmian
populacji komérek nowotworowych w eksperymencie na myszach.

Pierwsze wyniki, przy nieco silniejszych zalozeniach (w szczegdlnosci dotyczacych unimodal-
nosci funkcji f oraz spetienia nieréwnosci « < 11 |f’(1)| < 1), opublikowatam w pracy [A11].
Nastepnie, w [C14] ostabiliSmy (z M. Bodnarem) warunek unimodalnosci funkcji zaktadajac jedy-
nie, ze f jest nierosnaca na odcinku (¢, +00), gdzie ¢ € (0, 1) to punkt, w ktérym f osiaga swoje
maksimum. Natomiast zaproponowane w [A11] nieréwnosci zastapione zostaly przez warunek, ze
funkcja 1 — x + af (1 + af(z)) jest dodatnia na odcinku (c, 1].

Doktadniej, jesli funkcja g(z, o) = 1 — z + af(1 + af(x)) jest dodatnia na przedziale [c, 1),
to dla dowolnej funkcji poczatkowej ¢ o wartosciach z przedziatu [0, 1] istnieje globalne, nieujemne
rozwiazanie z(t) zagadnienia (31), a jesli ¢ # 0, to z(t) — 1 przy t — +oo. WykazaliSmy tez,
ze funkcja g jest malejaca wzgledem drugiej zmiennej, a zatem istnieje doktadnie jedna warto$¢
krytyczna «., taka ze g(x, ) > 0 dla wszystkich @ < a. iz € [c, 1), natomiast dla « > «, istnieje
taki punkt = € [c, 1), ze g(Z, o) < 0.

Dowdd twierdzenia polega na rozpatrzeniu dwoch przypadkéw. Jesli rozwigzanie pozostaje po-
wyzej lub ponizej 1 od pewnego momentu ¢, to zbieznos¢ rozwiazania do 1 jest oczywista. Jesli nie,
to istnieje nieskoniczony ciag (,)5%,, taki ze x(t,) = 1 oraz x(t) > 1 dlat € (to,toxs1) Oraz
z(t) < 1dlat € (togy1,tors2). Ponadto ¢, — +oo. Szacujac rozwiazanie na kolejnych odcinkach
(tn,tns1), oddzielnie dla n parzystych i nieparzystych, otrzymujemy dwa ciagi: x) ograniczajacy x(t)
od dotu na (toy,_1, tor) Oraz y, ograniczajacy x(t) od gory na (toy, tog11). Z wyprowadzonej zaleznosci

{(x(t —1)), t>0, 31)

t), te[-1,0],
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rekurencyjnej, korzystajac z zalozen twierdzenia, wnioskujemy o zbieznosci ciagu x,,, co implikuje
zbieznos$¢ ciagu y,,.

Zauwazmy, ze zalozenia omawianego twierdzenia sa slabsze niz te z [A11], co mozna spraw-
dzié na przyktadzie funkcji Gompertza (czyli f(z) = —z In x). Jesli zalozymy odpowiednia regular-
nos$¢ funkcji f, to zatozenia twierdzenia mozna znacznie upros$ci¢ — zaproponowali§my odpowiednie
uproszczenia w [C14], co zostalo takze wykorzystane w [C13] do analizy konkretnych modeli.

Druga czgs¢ [C14] poswigcona zostata badaniu destabilizacji stanu stacjonarnego i bifurkacji
Hopfa. WykorzystaliSmy metode¢ zaprezentowang przez Diekmanna i in. [10], por. (5). WykazaliSmy,
ze stan stacjonarny T, = 1 réwnania (31) ulega destabilizacji, gdy parametr o przekracza wartos¢
ap =7/ (2| f'(1)]) 1jesli f jest klasy C? oraz

(11m —4) (f"(1))° > =" () S (1),

to dla @ = o ma miejsce stabilna bifurkacja Hopfa.
Prace uzupetniliSmy kilkoma przykladami zastosowan udowodnionych twierdzen do konkretnych
funkcji, por. tez [C13].

Jak wspomniatam, rownanie (31) powstalo jako uogélnienie réwnania logistycznego zapropo-
nowanego w pracy [34], ktére — w przeciwienistwie do klasycznego (por. np. [32]) réwnania logi-
stycznego ma pewne niedobre wlasnosci, w szczegdlnosci rozwiazania moga przyjmowac wartosci
ujemne przy duzych opdéznieniach. Poniewaz w naszych badaniach okazalo sig¢, ze nie ma zasadni-
czych réznic jakosciowych i ilo§ciowych migdzy klasycznym i zaproponowanym w [34] rownaniem
(przy pewnych zalozeniach, dla ktérych rozwiazania pozostaja nieujemne), wigc w konkretnych za-
stosowaniach do danych moze si¢ lepiej dopasowac jedno lub drugie réwnanie. Czasami wazne jest,
by do réwnania wprowadzi¢ w spos6b jawny Smiertelno§¢ — np. w rozwazanych przez nas mode-
lach wzrostu nowotworu taki sktadnik Smiertelno$ci moze odzwierciedlaé leczenie. Poniewaz proces
$mierci jest nieporownywalnie krétszym procesem niz np. ciaza czy dtugos¢ cyklu komérkowego,
wigc czton opisujacy $miertelno$é zwykle nie zalezy od op6Znienia. Dlatego w [C38] zajeliSmy sig¢
(z M. J. Piotrowska i M. Bodnarem) réwnaniami postaci

i(t) = o flalt = 1) —ga(®)) . t>0,
x(t) = (1), te[-1,0]

(32)

i alternatywnie

(33)
2(t) = (1), te[-1,0],

gdzie za pomoca funkcji g opisujemy $miertelnos¢, a funkcja = f(x) w (33) petni taka sama rolg jak
f w réwnaniach (32) i (31).

Jednym z naszych celow byto badanie bifurkacji Hopfa, wigc zatozyliSmy, ze funkcje f i g sa
kl. C3, ale w dowodzie istnienia i jednoznacznosci rozwiazan dla liniowej funkcji g wykorzystuje-
my metode krokéw, dlatego wystarczy w tej sytuacji zalozy¢ tylko catkowalnos¢ f. Dodatkowo —
w ogblnym przypadku ¢g(0) = 0 i g jest niemalejaca. Poniewaz wiadomo, Ze rozwiazania réwna-
nia (32) nie musza zachowywacé nieujemnosci, wigc w ogélnym przypadku w analizie przeprowadzo-
nej w [C38] zakladamy, Ze istnieja nieujemne rozwiazania dla wszystkich ¢ > 0. Dalej, aby zagwa-
rantowac istnienie dodatniego stanu stacjonarnego postaci = 1, zaktadamy, ze f(1) = g(1). Gtéwne
wyniki zaprezentowane w [C38] dotycza analitycznego badania wystepowania (zdegenerowanej badz
nie) bifurkacji Hopfa oraz stabilnosci pojawiajacych si¢ w jej wyniku rozwiazan okresowych, por. (5).

Ogdlne wyniki sa dos¢ skomplikowane, a otrzymane nieréwnoS$ci nie maja jasnej interpretacji.
W zaleznosci od parametréw, ktérymi sa kolejne pochodne funkcji f i g do trzeciego rz¢du wtacznie,
mozna pokazaé, ze wystepujaca bifurkacja moze by¢ zaréwno pod, jak i nadkrytyczna. Dla przykiadu
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zaprezentuj¢ jeden z wynikéw dla réwnania (33) przy zalozeniu, ze drugie i trzecie pochodne funkcji
f 1 g zeruja si¢ w punkcie z = 1 (mozemy mySle¢ o funkcjach liniowych w pewnym otoczeniu
dodatniego stanu stacjonarnego). Zdefiniujmy

arccos% ) , ,
Qo = ) glee ap = f(l)a ap = _f (1)7 by = g (1)
\/Ch (b1 — ap)?

Jesli by — a; < ap < by + ay, to dodatni stan stacjonarny & = 1 réwnania (33) jest lokalnie asymp-
totycznie stabilny dla 0 < o < «y, niestabilny dla & > « oraz dla @ = «a ma miejsce bifurkacja
Hopfa. Dodatkowo,

1. jesliby — a1y < ag < by + aq, to bifurkacja jest nadkrytyczna,

2. jesliby —ay < ag < by — a;&, to bifurkacja jest podkrytyczna,

gdzie &y ~ —0, 145 jest jedynym miejscem zerowym funkcji

F(€) = — (126% = 106 — 1) /1 — €2 — (8¢ — 166 — 3) arccos(—¢), £ € [~1,1].

Cho¢ w literaturze wczesniej mozna byto znalez¢ czgSciowe wyniki dotyczace tego typu rownan,
np. w [38] zostalo udowodnione twierdzenie Poincarégo-Bendixsona dla réwnania (32) z malejaca
funkcja f spetniajaca xf(z) < 01 g(x) = x, to nie bylo usystematyzowanych wynikéw dla réw-
nan (32) i (33) z bardziej ogélnymi funkcjami f i g, okreSlajacych rodzaj wystepujacej bifurkacji
Hopfa, co stanowito przedmiot naszych badan, wigc uwazam te badania za istotne.

14.2. Réwnanie motywowane rownaniem Cooke’a

W [C54], motywowani artykutem Cooke’a [8], z Gangiem Huangiem i A. Liu rozwazaliSmy réw-
nanie

Y (t) = F(4:(0),1:(=7)) = etu(0), ¢ >0, (34)
gdzie F : R? — R jest kl. C!. Badali$my réwnanie (34) w zbiorze
Q={pe € : Vte[-1,0, 0<o(t) <1},

przy zatozeniu, ze F' spetnia:

1. F(u,v) > 0dlau,v € [0,1], przy czym F(1,v) < cdlav € [0, 1],

2. F(u,0)=0dlau € [0,1].

Zatozenie 1. implikuje, ze (2 jest zbiorem dodatnio niezmienniczym dla réwnania (34), a 2. wystarcza,
by y = 0 byto stanem stacjonarnym (ale jest silniejsze niz warunek konieczny F'(0,0) = 0, natomiast
wykorzystane zostato w dowodzie globalnej stabilnosci).

Czesto w konkretnych przypadkach zamiast ostrej nieréwnosci w 1. wystarczy zatozyé F(1,v) <
cdlawv € [0,1]. Wtedy, jesli y osiaga warto$¢ y(t) = 11 y"(t) < 0, to 2 pozostaje zbiorem niezmien-
niczym.

W [C54] badaliSmy globalng stabilnos¢ przy uzyciu odpowiednich funkcjonatéw Lapunowa i teo-
rii Lapunowa-LaSalle’a, por. np. [20]. Najpierw, stosujac U; : {2 — R zdefiniowane jako

lim F d n / cH( (35)

¢(0)
U1 (¢) lim
0
przy dodatkowych zatozeniach: F k1. C? i pochodne czastkowe F spetniaja nieréwnosci F, (u,v) < 0,
Fy(u,v) 2 0, Fyp(u,v) <0, Fy(u,v) <0, F,(0,0) < ¢, wykazaliSmy, ze stan y = 0 jest globalnie
stabilny w €.
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Nastegpnie rozwazaliSmy dodatni stan stacjonarny, przy odpowiednich zatozeniach gwarantuja-
cych istnienie tego stanu (np. wystarczy zatozy¢, ze F,(0,0) > ¢). Definiujac

$(0) 0
F *7 ) * 0 * * 0
U2(¢):y[ Mda—y ln?w/(qs(@)—y —y ln¢§*)>d0, (36)

—T

byli§my w stanie wykazac globalna stabilno$¢ dodatniego stanu stacjonarnego wewnatrz ).
Poniewaz badanie globalnej stabilno$ci roéwnan z opdZnieniem, w szczegdlnosci przy uzyciu funk-
cjonatéw Lapunowa, jest ogélnie zadaniem trudnym, dlatego t¢ pracg rOwniez uwazam za wazng.

14.3. Inne prace analityczne

W artykutach [A12] oraz [Z25, C29] przedstawione zostaly dwa pozyteczne narzedzia badania
stabilnosci rOwnan z opdZnionym argumentem, ktére — choC znane w literaturze — zastugiwaty
na systematyzacj¢ 1 wskazanie sposobow zastosowania. W [A12] oméwitam kryterium Michajlowa,
ktére w oryginale zostalo zaproponowane dla réwnan bez opdZnienia, a jako narzgdzie do badania
réwnan z op6znieniem byto w zasadzie znane tylko inzynierom. W najprostszej postaci kryterium to
dotyczy badania pierwiastkéw pseudowielomianu

W) =P)+ QN e, (37)

gdzie P i () sa wielomianami, stopien st. P jest wigkszy niz stopien st.() oraz W nie ma pierwiastkéw
na osi urojonej. Wtedy zmiana argumentu wektora W (iw) przy w rosnacym od 0 do oo wynosi 3st. P
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie pierwiastki W leza w lewej potptaszczyzZnie zespolonej. Ogolniej
— teza jest prawdziwa dla dowolnej liczby opdZnien dyskretnych, jak réwniez dla opéZniefi w postaci
catkowej przy skonczonym przedziale catkowania (w przypadku przedzialu nieskonczonego moga
by¢ potrzebne dodatkowe zatozenia). W [A12] przedstawitam precyzyjny dowod wersji kryterium
dla réwnania z wieloma dyskretnymi op6znieniami (dowdd ten opiera si¢ na wykorzystaniu zasady
argumentu) i oméwitam kilka przyktadéw, pokazujac, ze jest to pozyteczne narzedzie.

Z kolei w [C29] wraz z Joanng Skonieczng zaprezentowaly§my metod¢ badania destabilizacji
pochodzaca z artykutu [9]. Opiera si¢ ona na ciaglej zaleznoSci wartoSci wiasnych od parametrow
1 polega na tym, ze stabilne rozwigzanie stacjonarne ulega destabilizacji przy zmianie pewnego para-
metru (zwykle interesuje nas op6znienie), jesli wartosci wtasne przechodza przez oS urojona z lewej
poitptaszczyzny na prawa z niezerowa predkoscia. Definiujemy funkcje pomocnicza zbudowana przy
uzyciu pseudowielomianu charakterystycznego (37) w nastgpujacy sposob

F(w) = [P(iw)]* — |Q(iw)|*.

Badajac zera funkcji F' jesteSmy w stanie stwierdzi¢, czy moze nastapi¢ destabilizacja (jesli funkcja
pomocnicza ma dodatnie zera, to istnieja czysto urojone wartosci wilasne) i czy obserwujemy ciag
zmian stabilnoSci (jesli zer jest wigcej). W [C29], procz prostej wersji dowodu, pokazatySmy takze
przyktady praktycznego zastosowania tej metody.

15. Pozostale prace

Artykuly [A6] 1 [A9] sa artykutami przegladowymi ma temat modelowania matematycznego roz-
przestrzeniania si¢ choréb na poziomie pojedynczego osobnika i catej populacji, a takze na temat
opisu rozwoju choroby nowotworowe;.

W [A18] podatam kilka ciekawych przyktadéw zastosowania uktadéw dynamicznych do opisu
rzeczywistych procesOw. To rOwniez praca o charakterze przegladowym.
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[C33] to praca statystyczna, ktéra przygotowaliSmy (z Minzi Mao i T. Liu) w trakcie mojego
pierwszego pobytu w CUG w Wuhanie.

W [Z34] przedstawilam zagadnienia zwigzane ze zlotym podziatem, ztota liczba i uogdlnienia
tych pojec.

Rozdziat [Z41], przygotowany wspdlnie z J. Poleszczukiem, stanowi przegladowy opis prostych
modeli odpowiedzi odporno$ciowej organizmu na pojawienie si¢ nowotworu, a Z43] to nasz wktad
graficzny w publikacje prezentujaca ciekawe graficznie wyniki zwiagzane z modelowaniem biomate-
matycznym.

Z kolei [Z5, AT] to artykuty przegladowe na temat zycia i dziatalnoSci prof. Wiestawa Szlenka.
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