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4 Ulinio wienie wielu sekwencji

Znajdowanieoptymalnegouliniowienia dla wielu sekwencji jest bardzowa_zne
ze wzgl,edu na liczne zastosowania w biolologii:

� Znajdowanie i reprezentowanie konserwowanych region�ow w DNA i
bia lkach.

� Reprezentowanie rodzin bia lek.

� Odtwarzanieewolucyjnej historii.

4.1 Miara typu `suma par' (SP)

Uliniowieniewielu sekwencji de�niuje si ,e podobniedo przypadku dw�och sek-
wencji (tzn. wyr�ownuje si ,e d lugo�sci sekwencji przezwstawienie spacji, przy
dodatkowym warunku, _ze w _zadnej kolumnie nie mog ,a si ,e znajdowa�c same
spacje).

B ,edziemy si ,e zajmowa�c wersj ,a optymalizacji problemu uliniowienia pole-
gaj ,ac ,a na minimalizacji warto�sci uliniowienia, zamiast maksymalizacji, tak
jak to by lo de�niowane dla podobie�nstwa. Ustalmy alfabet � i niech s :
(� [ f�g )2 ! R b ,edziedowoln ,a funkcj ,a podobie�nstwa. We�zmy dowolne k
s l�ow S1; : : : ; Sk 2 � � i niech S#

1 ; : : : ; S#
k b ,edzieich uliniowieniem. Przypom-

nijmy,_ze warto�s�c uliniowienia dw�och s l�ow S#
i oraz S#

j jest r�owna

s(S#
i ; S#

j ) =
mX

l=1

s(S#
i (l); S#

j (l)) ;
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gdzie m = jS#
i j = jS#

j j. Zauwa_zmy, _ze obecnie, dla pewnego1 � l � m,
mo_zliwe jest S#

i (l) = S#
j (l) = � . Przyjmijmy, _ze warto�s�c podobie�nstwa dla

spacji wynosi 0, tzn. s(� ; � ) = 0.
Miar ,a podobie�nstwa jak ,a si ,e teraz b ,edziemy zajmowa�c jest tzw. miara

sumypar. Poj ,ecieto zosta lo zaproponowaneprzezCarillo i Lipmana w 1988r.
Dla danegouliniowienia S#

1 ; : : : ; S#
k bierzemy sum,e warto�sci podobie�nstwa

po wszystkich r�o_znych parach:

s(S#
1 ; : : : ; S#

k ) =
X

i<j

s(S#
i ; S#

j ):

Niech sim(S1; : : : ; Sk) oznaczaminimum sum
P

i<j s(S#
i ; S#

j ), brane po

wszystkich uliniowieniach (S#
1 ; : : : ; S#

k ) ci ,agu s l�ow S1; : : : ; Sk . Warto�s�c
sim(S#

1 ; : : : ; S#
k ) b ,edziemy nazywa�c SP-warto�sci ,a dla ci ,agu S1; : : : ; Sk .

Zauwa_zmy, _zenaturalnym uog�olnieniemfunkcji sim z dzia lu po�swi ,econemu
podobie�nstwu dw�och sekwencji jest sim(S1; : : : ; Sk) oznaczaj ,acemaksimum
sum

P
i<j s(S#

i ; S#
j ), brane po wszystkich uliniowieniach. Mamy prosty

zwi ,azekpomi ,edzy tymi dwoma funkcjami

sims(S1; : : : ; Sk) = sim � s(S1; : : : ; Sk);

gdziesims jest okre�slonadla funkcji podobie�nstwa s, a sim � s jest okre�slona
dla funkcji podobie�nstwa � s (tzn. warto�s�c s z przeciwnym znakiem).

Poka_zemy, _zeproblem obliczaniaSP-warto�sci dla dowolnych ci ,ag�ow s l�ow
S1; : : : ; Sk jest trudny obliczeniowo. Niech � = f 0; 1; a;bg. Na alfabecie �
okre�slamy funkcj ,e podobie�nstwa nast,epuj ,ac ,a tabelk ,a

0 1 a b �
0 2 2 1 2 1
1 2 2 2 1 1
a 1 2 0 2 1
b 2 1 2 0 1
� 1 1 1 1 0

Niech SPb ,edzienast,epuj ,acymproblememdecyzyjnym: dany ci ,ags l�ow S1; : : : ; Sk 2
� � oraz liczba c 2 N. Czy zachodzi sim(S1; : : : ; Sk) � c, gdzie sim jest
okre�slonedla w/w funkcji podobie�nstwa?

Dow�od poni_zszegotwierdzeniajest zmieniony w stosunkudo wersji orygi-
nalnej, kt�orazawierab l ,ad (redukcja przedstawionaw dowodziejest niepoprawna).

Twierdzenie 4.1.1 (W ang, Jiang (1994)) ProblemSP jest NP-zupe lny.
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Dow�od: Oczywi�scieSPnale_zy do klasy NP: wystarczyzgadn ,a�c uliniowienie
dla danegoci ,agus l�ow S1; : : : ; Sk (d lugo�s�c ka_zdegos lowa w takim uliniowieniu
jest nie wi ,ekszaod

P k
i=1 jSi j).

Dla dowodu NP-trudno�sci problemu SP poka_zemy redukcj ,e problemu
najkr�otszego wsp�olnego superci ,agu (NWS) do problemu SP. Problem NWS
de�niuje si ,e nast,epuj ,aco: dany ci ,ag s l�ow S1; : : : ; Sk 2 f 0; 1g� oraz m 2 N.
Czy istnieje s lowo S 2 f 0; 1g� takie, _zejSj � m orazka_zdeSi jest podci ,agiem
s lowa S, tzn. istnieje rosn ,acy ci ,ag 1 � j 1 < j 2 < : : : < j n i � jSj (gdzie
jSi j = ni ) takie, _ze dla p = 1; : : : ; ni mamy S(j p) = Si (p). W tej sytuacji
m�owimy te_z, _zeS jest superci ,agiemSi .

Niech S1; : : : ; Sk 2 f 0; 1g� oraz m 2 N b ,ed ,a danymi wej�sciowymi dla
problemu NWS. Bez zmniejszeniaog�olno�sci mo_zemy przyj ,a�c, _ze jSi j � m,
dla i = 1; : : : ; k. Niech M =

P k
i=1 jSi j.

Poka_zemy, _zeS1; : : : ; Sk maj ,a wsp�olny superci ,ago d lugo�sciconajwy _zej m
( ) istnieje 0 � p � m takie, _zesim(S1; : : : ; Sk ; ap; bm� p) � k�M + (k+ 1)�m.

Zanim przejdziemy do dowodu powy_zszej r�ownowa_zno�sci zauwa_zmy, _ze
dla dowolnegouliniowieniaS#

1 ; : : : ; S#
k ; A; B pochodz ,acegood S1; : : : ; Sk ; ap; bm� p

(gdzie p � m jest dowolne) mamy

X

i<j

s(S#
i ; S#

j ) = (k � 1) � M ; (4.1)

oraz
s(A; B) = m: (4.2)

R�owno�s�c (4.1) dowodzimy przezrutynow ,a indukcj ,e ze wzgl,edu na k. W
dowodzie wykorzystujemy u_zyteczn ,a obserwacj ,e:

s(S#
i ; S#

j ) = jSi j + jSj j;

dla 1 � i; j � k.
R�owno�s�c (4.2) wynika natychmiast z de�nicji funkcji s.
Zajmiemy si ,e teraz dowodem r�ownowa_zno�sci. Najpierw () ): niech S 2

f 0; 1g� b ,edzie superci ,agiem dla S1; : : : ; Sk takim, _ze jSj � m. Mo_zemy
przyj ,a�c, _ze jSj = m. Niech p b ,edzie liczb ,a zer w S. Zbudujemy ulin-
iowienie S#

1 ; : : : ; S#
k ; A; B dla ci ,agu s l�ow S1; : : : ; Sk ; ap; bm� p. Ka_zde s lowo

uliniowienia b ,edziemia lo d lugo�s�c m. Niech 1 � j 1 < : : : < j n i � m b ,edzie
ci ,agiem indeks�ow wyznaczaj ,acych pozycje liter z Si w s lowie S. W�owczas
dla 1 � l � m,

S#
i (l) =

(
Si (� ) je�sli l = j � ;

� w pozosta lych przypadkach.
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S lowa A i B de�niujemy nast,epuj ,aco

A(l) =

(
a je�sli S(l) = 0;

� je�sli S(l) = 1:

B(l) =

(
b je�sli S(l) = 1;

� je�sli S(l) = 0:

Zauwa_zmy, _ze w opisanym uliniowieniu w ka_zdej kolumnie zawieraj ,acej
a stoj ,a tylko spacjelub 0. Podobnie w ka_zdej kolumnie zawieraj ,acej b stoj ,a
tylko spacjelub 1. Zatem ka_zde a i ka_zde b wnosz,a przez por�ownywanie z
S#

1 ; : : : ; S#
k warto�s�c k. Ponadtoka_zdaspacjaz A lub B wnosiwarto�s�c b ,ed ,ac ,a

liczb ,a symboli z S#
1 ; : : : ; S#

k (nie liczymy spacji) stoj ,acych w tej kolumnie.
Poniewa_z a i b nie stoj ,a w jednej kolumnie orazdwie spacjez A i B nie stoj ,a
w jednej kolumnie, to  l ,aczniespacjez A i B wnosz,a do warto�sci uliniowienia
liczb ,e wszystkich symboli z S1; : : : ; Sk , czyli M . Zatem

kX

i =1

[s(A; S#
i ) + s(B ; S#

i )] = k � m + M :

Tak wiec, stosuj ,ac (4.1) i (4.2), wnioskujemy, _ze warto�s�c tego uliniowienia
wynosi k � M + (k + 1) � m.

Dla dowodu implikacji (( ) we�zmy dowolneuliniowienieS#
1 ; : : : ; S#

k ; A; B
pochodz ,aceod s l�ow S1; : : : ; Sk ; ap; bm� p (dla pewnegop � m).

Za l�o_zmy, _ze w tym uliniowieniu symbole a oraz b stoj ,a w jednej kolum-
nie. Niech l0 b ,edzie liczb ,a wyst ,apie�n 0 w tej kolumnie. Podobnie, niech
l1 b ,edzie liczb ,a wyst ,apie�n 1. W�owczas wk lad w sum,e

P k
i =1 [s(A; S#

i ) +
s(B ; S#

i )] pochodz ,acy z kolumny � , w kt�orej znajduje si ,e a;bwynosi2k + l0+
l1. Zmie�nmy teraz uliniowienie, zast,epuj ,ac t ,e kolumn ,e dwiema kolumnami:
jedna zawiera a oraz wszystkie wyst ,apienia 0 z kolumny � (w pozosta lych
miejscach stoj ,a spacje),druga kolumna zawiera borazwszystkiewyst ,apienia
1 pochodz ,acez kolumny � (w pozosta lych miejscach stoj ,a spacje). W�owczas
wk lad tych dw�och kolumn wynosik + l0 (za pierwsz,a kolumn ,e) orazk + l1 (za
drug ,a kolumn ,e). Zatem warto�s�c uliniowienia si ,e nie zmieni la. Tak wi ,ec, bez
zmniejszeniaog�olno�sci mo_zemy przyj ,a�c, _zeuliniowienieS#

1 ; : : : ; S#
k ; A; B nie

zawiera kolumny, w kt�orej jednocze�snie wyst ,epuje a oraz b.
Dow�od implikacji (( ) jest oparty na nast,epuj ,acej obserwacji.

kX

i =1

[s(A; S#
i ) + s(B ; S#

i )] � k � m + M : (4.3)
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Ponadto, r�owno�s�c w (4.3) zachodzi ( ) a nie stoi w jednej kolumnie z 1,
b nie stoi w jednej kolumnie z 0 oraz w A i B nie znajduj ,a si ,e dwie spacjew
jednej kolumnie.

Rozwa_zmy jedn ,a kolumn ,e uliniowienia. Niech l0 oraz l1 oznaczaj ,a liczb ,e
wyst ,apie�n 0, odpowiednio 1, w tej kolumnie. Je�sli symbole stoj ,acew A; B s ,a
a oraz� , to wk lad takiej kolumny w warto�s�c sumy w (4.3) wynosik+ l1+ l0+
l1 = k+ l0+ 2� l1. Podobnie, je�sli symbolestoj ,acew A; B s ,a boraz� w�owczas
wk lad wynosi k + 2� l0 + l1. Je�sli natomiast w A; B znajduj ,a si ,e dwie spacje,
to wk lad takiej kolumny wynosi2� (l0+ l1). Tak wi ,ec l ,aczniewk lad w warto�s�c
sumy (4.3) wynosi co najmniej k � m + M . To dowodzi (4.3). Z powy_zszej
analizy wynika1, _ze w (4.3) zachodzi r�owno�s�c ( ) liczba jedynek stoj ,acych
w jednej kolumnie z a jest zero, liczba zer stoj ,acych w jednej kolumnie z b
jest zero oraz nie ma symboli (r�o_znych od spacji) w kolumnie zawieraj ,acej
dwie spacjez A; B . To dowodzi uwagi znajduj ,acejsi ,e bezpo�sredniopo (4.3).

Zatem je�sli S#
1 ; : : : ; S#

k ; A; B jest uliniowieniem o warto�sci nie wi ,ekszej
ni_z k � M + (k + 1) � m, to z (4.1) i (4.2) wynika, _ze

kX

i =1

[s(A; S#
i ) + s(B ; S#

i )] � k � m + M :

Zatem z (4.3) i z uwagi znajduj ,acej si ,e bezpo�srednio po (4.3) wynika, _ze
poni_zszade�nicja s lowa S jest poprawna.

S(l) =

(
0 gdy A(l) = a;

1 gdy B(l) = b:

D lugo�s�c s lowa S jest r�owna m oraz ka_zde Si jest podci ,agiem S. To ko�nczy
dow�od twierdzenia.

Powy_zszy wynik zosta l znaczniepoprawiony w ci ,agu ostatnich 10 lat.
W 2003r. I. Elias pokaza l (por. praca na stronie wyk ladu), _ze decyzyjna
wersjaproblemu SP jest problememNP-zupe lnym, dla ka_zdegosko�nczonego
(co najmniej dwuelementowego) alfabetu � i dowolnej funkcji podobie�nstwa
na � [ f�g b ,ed ,acej odleg lo�sci ,a.

Stosuj ,ac metod ,e dynamicznegoprogramowania mo_zemy obliczy�c warto�s�c
sim(S1; : : : ; Sk) dok ladnie. Niestety czaspotrzebny do wykonania oblicze�n
zale_zy wyk ladniczo od liczby s l�ow k.

Twierdzenie 4.1.2 Stosuj ,ac metod ,e dynamicznegoprogramowaniamo_zemy
obliczy�c sim(S1; : : : ; Sk) w czasieO(nk), gdzien spe lnia warunek jSi j � n,
dla i = 1; : : : ; k.

1Przypomnijmy, _ze zak ladamy _ze a oraz b nie znjaduj ,a si ,e w jednej kolumnie.
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4.1.1 Algorytm aproksymacyjn y dla problem u SP

Na zako�nczenietego dzia lu podamy przyk lad algorytmu aproksymacujnego,
kt�ory znajduje w czasiewielomianowym wielokrotne uliniowienie o warto�sci
mniej ni_z dwa razy wi ,ekszejod warto�sci optymalnegouliniowienia. Drzewo
jest to sp�ojny graf (nie zorientowany) bez p ,etli. B ,edziemy rozpatrywa�c
sko�nczonedrzewa, kt�orych wierzcho lki s ,a etykietowanes lowami nad pewnym
alfabetem�. Powiemy, _zedwa wierzcho lki s ,a s ,asiaduj ,ace, gdy s ,a onepo l ,aczone
kraw ,edzi ,a.

Niech T b ,edziedrzewem o k wierzcho lkach, kt�oregowierzcho lki s ,a etyki-
etowane s lowami S1; : : : ; Sk 2 � � . Niech S#

1 ; : : : ; S#
k b ,edzie pewnym ulin-

iowieniemdla S1; : : : ; Sk . Niech s b ,edziepewn ,a funkcj ,a podobie�nstwa. Funkcja
ta wyznaczapodobie�nstwo sim(S1; : : : ; Sk) liczonewed lug miary SP. Powiemy,
_zeuliniowienieS#

1 ; : : : ; S#
k jest zgodnez T, gdy dla ka_zdejpary s ,asiaduj ,acych

wierzcho lk�ow, je�sli Si orazSj s ,a etykietami tych wierzcho lk�ow, to s(S#
i ; S#

j ) =
sim(Si ; Sj ).

Przyk lad 4.1.1 Rozwa_zmy uliniowienie

A X X - Z
A X B - Z
A - X - Z
A Y - - Z
A Y X Y Z

oraz drzewo T

r AYXYZ

r

r

r r

@
@

@

�
�

�

AYZ

AXXZ

AXBZAXZ

Powy_zszeuliniowieniejest zgodnez T przy nast,epuj ,acejfunkcji podobie�nstwa

s(x; y) =

(
0 gdy x = y

1 gdy x 6= y:

2
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Twierdzenie 4.1.3 Dla ka_zdego ci ,agus l�ow S1; : : : ; Sk i dla ka_zdego drzewa
T, kt�orego wierzcho lki s ,a etykietowanes lowami S1; : : : ; Sk istnieje uliniowie-
nie S#

1 ; : : : ; S#
k zgodnez T. Uliniowienie to mo_znaznale�z�c w czasieO(k2�n2),

przy za lo_zeniu, _ze ka_zdaz sekwencjiSi jest d lugo�sci O(n).

Niech S1; : : : ; Sk b ,edziedowolnym ci ,agiems l�ow. S lowo Sc 2 f S1; : : : ; Skg
nazwiemy centrum ci ,agu S1; : : : ; Sk , gdy

P k
j =1 sim(Sj ; Sc) jest minimaln ,a

warto�sci ,a spo�sr�od wszystkich sum
P k

j =1 sim(Sj ; Si ), gdzie i = 1; : : : ; k.
Niech Sc b ,edziecentrum ci ,agu S1; : : : ; Sk . Gwiazd ,a (z centrum Sc) dla

S1; : : : ; Sk nazwiemy drzewo Gc o wierzcho lkach v1; : : : ; vk , takie _ze dla i 6=
c istnieje dok ladnie jedna kraw ,ed�z  l ,acz ,aca vc z vi oraz Gc nie ma innych
kraw ,edzi. Dla i 2 f 1; : : : ; k; cg, etykiet ,a wierzcho lka vi jest Si .

Twierdzenie 4.1.4 Niech funkcja podobie�nstwas spe lnia warunki odleg lo�sci.
Niech Sc b,edziecentrum ci ,aguS1; : : : ; Sk i niech S#

1 ; : : : ; S#
k b,edzieuliniowie-

niem zgodnym z gwiazd,a Gc. W�owczas

s(S#
1 ; : : : ; S#

k )
sim(S1; : : : ; Sk)

� 2 � 2=k:

Zauwa_zmy, _zeTwierdzenie4.1.4sugerujenast,epuj ,acy algorytm aproksy-
macyjny.
Dane s lowa S1; : : : ; Sk

1. Znajdujemy centrum Sc. [Ten krok zajmuje O(k2 � n2) czasu.]

2. Znajdujemy uliniowienie S#
1 ; : : : ; S#

k zgodne z gwiazd ,a Gc. [Ten krok
zajmuje O(k2 � n2) czasu.]

3. Jako wynik algorytmu podajemy s(S#
1 ; : : : ; S#

k ) [Tenkrok zajmuje O(k3�
n) czasu.]

Mamy wi ,ec

Twierdzenie 4.1.5 Je�sli funkcja podobie�nstwajest odleg lo�sci ,a, to wynik ulin-
iowienia dla S1; : : : ; Sk mo_zna znale�z�c w czasieO(k2 � n � (k + n)). Wynik
ten jest co najwy_zej (2 � 2=k) razy gorszy(wi ,ekszy)od warto�sci optymalnej
sim(S1; : : : ; Sk).

Wielomianowy schemataproksymacji (PTAS) dla danegozadaniaopty-
malizacyjnegoZ jest to taka rodzina algorytm�ow A " , _ze dla ka_zdego" > 0
problem Z daje si ,e aproksymowa�c przy pomocy algorytmu A " z ilorazem
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b l ,edu 1 + " w czasiewielomianowo zale_z ,acym od rozmiaru danych. Po-
zostaje otwartym problemem pytanie o istnienie PTAS dla problemu SP,
przy za lo_zenieu, _ze funkcja podobie�nstwa jest odleg lo�sci ,a. W 2001r. W.
Just pokaza l zetaki PTAS nie istnieje (chyba, _zeP=NP), dla pewnejfunkcji
podobie�nstwa (nad czteroelementowym alfabetem) nie b ,ed ,acej odleg lo�sci ,a.

Zadanie 4.1.1 Udowodni�c Twierdzenie4.1.2.

Zadanie 4.1.2 Udowodni�c Twierdzenie4.1.3.

Zadanie 4.1.3 Udowodni�c Twierdzenie4.1.4.

4.2 Ulinio wienie z drzew em �ologenet ycznym

Zaczniemy od nast,epuj ,acej de�nicji. Drzewem�lo genetycznymdla danego
ci ,agu r�o_znych s l�ow S1; : : : ; Sk nazwiemy ka_zde drzewo o k li�sciach, kt�orego
li�scie s ,a etykietowane s lowami S1; : : : ; Sk (ka_zde Si jest etykiet ,a pewnego
li�scia).

Uliniowienie �lo genetycznedla drzewa �logenetycznegoT jest to dowolne
przyporz ,adkowaniepewnych s l�ow wierzcho lkom wewn,etrznym T. S lowa przy-
porz ,adkowywaneoczywi�sciemog ,a by�c inneni_z etykiety li�sci. Ustalmy funkcj ,e
podobie�nstwa s i za l�o_zmy, _zejest onaodleg lo�sci ,a. Niech T# b ,edzieuliniowie-
niem �logenetycznym dla T. Miar ,a (b ,ad�z wag,a) tego uliniowienia nazwiemy

X

(v;v0)2 E

sim(Sv; Sv0);

gdzie(v; v0) 2 E oznacza,_zewierzcho lki v i v0 s ,asiaduj ,a zesob ,a (czyli  l ,aczy
je kraw ,ed�z) oraz Sv jest etykiet ,a stoj ,ac ,a przy v (podobnie dla Sv0).

Problemuliniowienia �lo genetycznego (Sanko� '75) polegana znajdowa-
niu uliniowienia �logenetycznegoT # drzewa T, tak _ze miara T# jest mini-
malna.

Twierdzenie 4.2.1 (Elias'2003)
Dla dowolnegosko�nczonegoalfabetu maj ,acegoco najmniej dwaelementyoraz
dla dowolnej funkcji podobie�nstwa b,ed ,acej odleg lo�sci ,a, nast,epuj ,acy problem
jest NP-zupe lny. Dane binarne drzewo �lo genetyczneoraz liczba m 2 N,
stwierdzi�c czy istnieje uliniowienie �lo genetyczneo wadzenie wi ,ekszejni_z
m.

Zadanie 4.2.1 Pokaza�c, _zeNP-zupe lno�s�c problemu uliniowienia z drzewem
�logenetycznym (tak jak to jest sformu lowane w Twierdzeniu 4.2.1) dla al-
fabetu dwuelementowegopoci ,agaNP-zupe lno�s�c dla dowolnych sko�nczonych
alfabet�ow o wi ,ecejni_z dw�och elementach.
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4.2.1 Algorytm aproksymacyjn y

U_zywaj ,ac standardowej metody programowania dynamicznegoproblemulin-
iowienia �logenetycznegodaje si ,e rozwi ,aza�c w czasiewyk ladniczym. Za-
jmiemy si ,e algorytmem aproksymacyjnym pochodz ,acym od Wanga,Jianga i
Lawlera (1996). Uliniowienie T nazwiemy uliniowieniem podniesionym, gdy
etykieta ka_zdegowewn,etrznegowierzcho lka drzewa T jest etykiet ,a jednegoz
jego syn�ow.

Zde�niujemy proces podnoszeniauliniowienia. Niech T b ,edzieuliniowie-
niem �logenetycznym. Opiszemy podniesioneuliniowienie T L . Etykiety li�sci
w TL s ,a takie samejak w T. Niech v b ,edziewierzcho lkiem, dla kt�oregojeszcze
nie zde�niowali�smy etykiety w T L i za l�o_zmy, _ze wszyscysynowie v1; : : : ; vm

wierzcho lka v maj ,a okre�slone etykiety xv1 ; : : : ; Svm w TL . Niech S b ,edzie
etykiet ,a wierzcho lka v w T. W�owczas jako etykiet ,e wierzcho lka v w TL

wybieramy takie Svi , dla kt�oregozachodzi

sim(S;Svi ) � sim(S;Svj );

dla wszystkich j = 1; : : : ; m.

Twierdzenie 4.2.2 (W ang, Jiang, Lawler'96)
Niech s b,edzie odleg lo�sci ,a. Je�sli T# jest optymalnym �lo genetycznymulin-
iowieniem dla T oraz (T# )L jest podniesieniemT# , to wagadrzewa(T# )L

jest co najwy_zej dwa razy wagadrzewaT # .

Dow�od: We�zmy kraw ,ed�z e = (v; w) w T, tak ,a _zew (T# )L wagatej kraw ,edzi
jest dodatnia. Niech w b ,edzie synem v (tzn. v le_zy pomi ,edzy korzeniem
drzewa T a w) i niech Sj b ,edzieetykiet ,a stoj ,ac ,a w (T# )L przy v orazniech Si

b ,edzieetykiet ,a stoj ,ac ,a w (T# )L przy w. Niech � e = v; w; w1; : : : ; wm b ,edzie
drog ,a w (T# )L prowadz ,ac ,a do li�sciaetykietowanegoSi . Wynika natychmiast
z konstrukcji podniesienia,_zewszystkiewierzcho lki na tej drodze(pocz ,awszy
od w) musz ,a mie�c t ,e sam ,a etykiet ,e Si . Mamy dwie oczywisteobserwacje:

� wagadrogi � e jest r�owna sim(Sj ; Si ).

� Dla r�o_znych kraw ,edzi e1; e2 o wadzedodatniej, drogi � e1 oraz � e2 s ,a
roz l ,aczne.

Niech Sv; Sw; Sw1 ; : : : ; Swm � 1 b ,ed ,a etykietami w T# stoj ,acymi przy wierz-
cho lkach v; w; w1; : : : ; wm� 1. Mamy

sim(Sj ; Si ) � sim(Sj ; Sv) + sim(Sv; Si ) � 2 � sim(Sv; Si ) �

2 � [sim(Sv; Sw) + sim(Sw ; Sw1 ) + � � � + sim(Swm � 1 ; Si )]
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Zatemwagadrogi � e w (T# )L jest conajwy _zej dwa razy wagatej samejdrogi
w T# . Z drugiej z powy_zszych uwag wynika, _ze waga ca lego drzewa (T # )L

jest co najwy _zej dwa razy waga drzewa T # . To ko�nczy dow�od twierdzenia.

Pozostaje do rozstrzygni,ecia problem znajdowania minimalnego drzewa
podniesionego.Zastosujemy metod ,e programowania dynamicznego.Niech T
b ,edziedrzewem �logenetycznym dla s l�ow S1; : : : ; Sk . Dla dowolnegowierz-
cho lka v w T oraz dla 1 � i � k, takiego _ze etykieta Si jest widoczna z
v, niech d(v; i ) b ,edzienajmniejsz ,a wag ,a podniesieniapoddrzewa Tv drzewa
T, przy dodatkowym za lo_zeniu, _ze w korzeniu Tv (czyli v) stoi etykieta Si .
Maj ,acwszystkiewarto�scid(v; i ), wag,eminimalnegopodniesieniaznajdujemy
bior ,ac

min
1� i � k

d(v0; i );

gdziev0 jest korzeniemT.
Warto�sci brzegowede�niujemy nast,epuj ,aco. Niech v b ,edzieli�sciemi niech

Si b ,edzieetykiet ,a v. W�owczas

d(v; i ) = 0:

Krok indukcyjny wygl ,ada nast,epuj ,aco. Niech v1; : : : ; vm b ,ed ,a wszystkimi
synami wierzcho lka v, (m > 0) i za l�o_zmy, _ze Si jest widoczne z v oraz z
wierzcho lka vp b ,ed ,acegosynemwierzcho lka v. Dla 1 � j � m, niech Wj =
f l j Sl jest widocznez vj g. W�owczas

d(v; i ) = d(vp; i ) +
mX

j =1 ; j 6= p

min
l2 W j

[sim(Si ; Sl ) + d(vj ; l )]: (4.4)

Jak zwykle, u_zywaj ,ac wska�znik�ow, mo_zemy odtwarza�c etykiety minimalnego
podniesieniadrzewa �logenetycznegoT.

Oszacujmy czaspotrzebny do konstrukcji ca lej tablicy d. Niech T ma k
li�sci etykietowanych S1; : : : ; Sk i niech M =

P k
i=1 jSi j.

� Czaspotrzebny do obliczeniawszystkich warto�sci sim(Si ; Sj ), dla i < j
wynosi O(

P k� 1
i=1 (jSi j �

P k
j = i+1 jSj j)) = O(M 2).

� Zauwa_zmy, _ze w (4.4) Wj \ Wj 0 = ; , dla j 6= j 0. Zatem m � k i
oznaczato, _ze je�sli mamy ju _z obliczone warto�sci sk ladowe w sumie
(4.4), to obliczenied(v; i ) zajmuje O(k) krok�ow.
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� Element�ow w tablicy d jest O(jTj�k). Zatemczaspotrzebny dowyliczenia
ca lej tablicy d wynosi O(M 2 + jTj � k2). Je�sli wszystkie wierzcholki
wewn,etrzne s ,a rz ,edu wi ,ekszegood 1, to  latwo jest pokaza�c, _ze jest ich
co najwy _zej k � 1. Tak wi ,ec, w tym przypadku czas potrzebny na
wyliczenied wynosi O(M 2 + k3).

4.2.2 Wielomiano wy schemat aproksymacji

Zajmiemy si ,e obecniepokazaniemwielomianowego schematu aproksymacji
dla problememoptymalnegouliniowieniaz drzewem�logenetycznym. Wyniki
tej cz,e�scipochodz ,a od Wanga,Jiangai Lawleraz 1996r. Przyjmiemy nast ,epuj ,ace
za lo_zenia:

� Funkcja podobie�nstwa s jest odleg lo�sci ,a.

� Ustalamy sta l ,a d, tak _ze wszystkie rozwa_zane drzewa maj ,a rz ,ad nie
wi ,ekszyni_z d (tzn. rz ,ad ka_zdegowierzcho lka jest nie wi ,ekszyod d).

Celemb ,edzieskontruowanie wielomianowegoschematu aproksymacji, kt�ory
b ,edzieznajdowa l uliniowieniez drzewem�logenetycznym T z zadan ,a dok lad-
no�sci ,a ". Dla ka_zdego" (i dla ka_zdegod) algorytm ma dzia la�c w czasie
wielomianowm. Jednakzale_zno�s�c od " i od d b ,edziewyk ladnicza.

Przyjmiemy nast,epuj ,aceoznaczenia.Niech T b ,edzi drzewem �logenety-
cznym o etykietach li�sci S1; : : : ; Sk . Niech T# b ,edzieoptymalnym uliniowie-
niem dla T (tzn. kszta lt y T# i T s ,a identyczne oraz etykiety li�sci w obu
drzewach s ,a takie same). Ka_zdy wierzcho lek wewn,etrzny v w T# ma pewn ,a
etykiet ,e T# (v) 2 � � . Wagadrzewa T# jest to

sim(T# ) =
X

(u;v )2 E

sim(T# (u); T# (v)) ;

gdzieE jest relacj ,a s ,asiedztwa wierzcho lk�ow w T # .
Poj ,ecie wagi stosuje si ,e r�ownie_z do fragment�ow uliniowienia T # . Na

przyk lad, je�sli � = v1; : : : ; vm jest drog ,a w T# , to

sim(�) =
m� 1X

i =1

sim(T# (vi ); T# (vi +1 )) :

Dla wierzcho lka v drzewa T, przez Tv b ,edziemy oznacza�c poddrzewo T
zaczepionew v. Dla t 2 N, przez Tv;t b ,edziemy oznacza�c g�orn ,a cz,e�s�c pod-
drzewa Tv zawieraj ,ac ,a wszystkiewierzcho lki oddaloneod v o nie wi ,ecejni_z t
kraw ,edzi (czyli w nale_zy do Tv;t , gdy istnieje drogav0; : : : ; vm , taka _zev0 = v,

57



vm = w oraz m � t). Przez L(Tv;t ) b ,edziemy oznacza�c zbi�or wszystkich
li�sci fragmentu Tv;t (tzn. takie wierzcho lki z Tv;t , kt�orych rz ,ad w Tv;t jest
r�owny 1). Przez I (Tv;t ) b ,edziemy oznacza�c zbi�or wszystkich wierzcho lk�ow
wewn,etrznych Tv;t .

Niech teraz T# b ,edzie optymalnym uliniowieniem dla T. Dla ka_zdego
wierzcho lka v, niech `(v) b ,edzie li�sciem o takiej w lasno�sci, _ze dla ka_zdego
li�sciaw, je�sli � w jest drog ,a w T# od v do w, to

sim(� ` (v) ) � sim(� w):

Stosuj ,ac podobnemetody do tych z Sekcji 4.2 mo_zna  latwo pokaza�c, _ze
je�sli T ` jest uliniowieniem dla T, w kt�orym wierzcho lkowi v przypisana jest
etykieta T(`(v)), to

sim(T ` )
sim(T# )

� 2:

Niech v b ,edziewierzcho lkiem drzewa T, r�o_znym od korzeniai niech t 2 N.
Rozwa_zmy fragment Tv;t , w kt�orym ka_zdemu wierzcho lkowi w 2 L(Tv;t ) [ f vg
przyporz ,adkowujemy etykiet ,e T(`(w)). Etykiety pozosta lych wierzcho lk�ow
w Tv;t dobieramy tak, aby w ten spos�ob otrzymane drzewo etykietowane
T0

v;t minimalizowa lo wag,e sim(T0
v;t ) (u_zyjemy metody dynamicznegopro-

gramowania).
Niech teraz v� b ,edziekorzeniemT i niech 0 � i < t. Rozwa_zmy frag-

ment Tv� ;i , w kt�orym ka_zdemu li�sciowi w 2 L(Tv� ;i ) przyporz ,adkowujemy
s lowo T(`(w)) (czyli korzeniowi nie przyporz ,adkowujemy _zadnej etykiety).
Ponownie, etykiety pozosta lych wierzcho lk�ow w Tv� ;i dobieramy tak, aby
zminimalizowa�c wag,e. Niech T0

v� ;i oznaczatak otrzymanedrzewo.
Dla 0 � i < t, uliniowienie T (i ) drzewa T de�niujemy jako nast,epuj ,ac ,a

sum,e
T (i ) = T0

v� ;i [
[

v2 G i

Tv;t ;

gdzieGi jest zbiorem wszystkich wierzcho lk�ow drzewa T, kt�orych odleg lo�s�c
j od korzeniaspe lnia warunek i � j ( mod t) (czyli j = i + mt, dla pewnego
m � 0). Poka_zemy, _ze dla pewnegoi < t, warto�s�c sim(T (i )) dostatecznie
dobrzeaproksymuje sim(T# ).

Dla ka_zdegowierzcho lka v, niech � (v) = sim(� ` (v) ) b ,edzie wag ,a drogi
� ` (v) w drzewieT# . Niech h(v) =

P d
i=1 sim(T# (v); T# (vi )), gdziev1; : : : ; vd

s ,a wszystkimi synami v.
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Lemat 4.2.3 Niech v b,edziewierzcho lkiem r�o_znymod korzeniai niechv1; : : : ; vd

b,ed ,a wszystkimisynami w T wierzcho lka v. W�owczas

sim(T0
v;t ) �

X

u2 I (Tv ;t )

h(u) +
X

w2 L (Tv ;t )

� (w) + h(v) +
dX

i =1

� (vi ):

Dow�od: Rozwa_zmy fragment Tv;t i niech T00
v;t b ,edziedrzewemetykietowanym

s lowami w nast,epuj ,acy spos�ob. Ka_zdy wierzcho lek w 2 L(Tv;t ) [ f vg ma
etykiet ,e T(`(w)), a ka_zdy pozosta ly wierzcho lek w w Tv;t ma etykiet ,e T# (w).
Niech w 2 L(Tv;t ) b ,edziedowolnym li�sciemw Tv;t i niech u b ,edzieojcem w.
Mamy w�owczas

sim(T# (u); T(`(w))) � sim(T# (u); T# (w)) + sim(T# (w); T(`(w)))

� sim(T# (u); T# (w)) + � (w):

Zatem sumuj ,ac po wszystkich kraw ,edziach w T0
v;t dostajemy

sim(T00
v;t ) �

dX

i =1

sim(T(`(v)) ; T# (vi )) +
X

u2 I (Tv ;t )�f vg

h(u)

+
X

w2 L (Tv ;t )

� (w):
(4.5)

Ponadto mamy

dX

i =1

sim(T(`(v)) ; T# (vi )) �
dX

i =1

[sim(T# (vi ); T# (v)) + sim(T# (v); T(`(v)))]

� h(v) + d � � (v):

Zatem, z (4.5) dostajemy

sim(T00
v;t ) �

X

u2 I (Tv ;t )

h(u) +
X

w2 L (Tv ;t )

� (w) + d � � (v):

Poniewa_z � (v) � sim(T# (v); T# (vi )) + � (vi ) zachodzi dla i = 1; : : : ; k, to

d � � (v) �
dX

i =1

[sim(T# (v); T# (vi )) + � (vi )] = h(v) +
dX

i =1

� (vi ):

Zatem

sim(T00
v;t ) �

X

u2 I (Tv ;t )

h(u) +
X

w2 L (Tv ;t )

� (w) + h(v) +
dX

i =1

� (vi ):
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Poniewa_z sim(T0
v;t ) � sim(T00

v;t ), to dostajemy konkluzj ,e lematu.

Lemat 4.2.4 Je�sli v� jest korzeniemT, to dla ka_zdego i < t, mamy

sim(T0
v� ;i ) �

X

u2 I (Tv � ;i )

h(u) +
X

w2 L (Tv � ;i )

� (w):

Dow�od: Podobniejak w dowodzieLematu 4.2.3konstruujemy etykietowane
drzewo T00

v� ;i , z t ,a r�o_znic ,a, _zekorzeniowi v� nie przypisujemy etykiety T(`(v� )),
ale T# (v� ). W�owczasnier�owno�s�c analogicznado (4.5) wygl ,ada nast,epuj ,aco

sim(T00
v� ;i ) �

X

u2 I (Tv � ;i )

h(u) +
X

w2 L (Tv � ;i )

� (w):

Poniewa_z sim(T0
v� ;i ) � sim(T00

v� ;i ), to dostajemy tez,e lematu.

Lemat 4.2.5 Je�sli T nie zawiera wierzcho lk�ow rz ,edu 1, to
X

v2 T

� (v) � sim(T# ):

Dow�od: Je�sli T nie zawiera wierzcho lk�ow rz ,edu 1 oraz k jest liczb ,a li�sci
w T, to  latwo jest pokaza�c przez indukcj ,e ze wzgl,edu na k, _ze liczba wierz-
cho lk�ow wewn,etrznych jest r�owna k � 1. Co wi ,ecej,dla ka_zdegowierzcho lka
wewn,etrznegov istnieje droga � v w T od v do pewnegoli�scia, tak _ze dla
v 6= u, drogi � v i � u s ,a roz l ,aczne.Zatem mamy

X

v2 T

� (v) =
X

v2 I (T )

� (v) �
X

v2 I (T )

sim(� v) � sim(T# ):

To ko�nczy dow�od.

Lemat 4.2.6 Je�sli T nie zawiera wierzcho lk�ow rz ,edu 1, to dla ka_zdego t > 0
istnieje 0 � i < t, takie _ze

sim(T (i )) � (1 + 3=t) � sim(T# ):
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Dow�od: We�zmy dowolne t > 0. W�owczas
t � 1X

i =0

sim(T (i )) =
t � 1X

i =1

sim(T0
v� ;i ) +

X

v6= v�

sim(T0
v;t )

� (t + 1) �
X

v2 T

h(v) + 2 �
X

v2 T

� (v)

� (t + 1) � sim(T# ) + 2 � sim(T# ) = (t + 3) � sim(T# ):

Pierwszaz powy_zszych nier�owno�sciwynika z Lematu 4.2.3orazLematu 4.2.4.
Druga natomiast wynika z Lematu 4.2.5.

Niech i b ,edzietakie, _zesim(T (i )) � sim(T (j )), dla j < t. W�owczas

t � sim(T (i )) �
t � 1X

j =0

sim(T (j ));

co ko�nczy dow�od.

Zauwa_zmy, _ze je�sli T jest drzewem �logenetycznym zawieraj ,acym wierz-
cho lki rz ,edu 1 oraz T1 jest otrzymane z T przezusuni,eciewszystkich wierz-
cho lk�ow rz ,edu 1 (przypadek, gdy wszystkiewierzcho lki wewn,etrzne T maj ,a
rz ,ad 1 jest trywialny), to sim(T # ) = sim(T#

1 ) (poniewa_z je�sli rz ,ad v w T
jest 1 i u jest jedynym synem v, to T # (v) = T# (u)). Zatem za lo_zenie o
rz ,edziewierzcho lk�ow w Lemacie4.2.6daje si ,e omin ,a�c.

Zajmiemy si ,eterazproblememznajdowaniadrzewT 0
v;t orazT0

v� ;i . Prowadzi
to do nast,epuj ,acegozagadnienia.

Zna jdo wanie opt ymalnego ulinio wienia z drzew em �logenet ycznym

Dane drzewo �logenetyczne T, chcemy znale�z�c optymalne uliniowienie T # .
Zastosujemy metod ,e programowania dynamicznego. Niech S1; : : : ; Sk b ,ed ,a
etykietami li�sci l1; : : : ; lk drzewa T i niech jSj j = nj , dla j = 1; : : : ; k. Dla
~i = i1; : : : ; i k (gdzie 0 � i j � nj , dla j = 1; : : : ; k) niech V(i 1; : : : ; i k) b ,edzie
warto�sci ,a optymalnegouliniowieniadla drzewa �logenetycznegoT~i , maj ,acego
ten sam kszta lt co T i takiego, _ze etykiet ,a li�scia l j jest Sj [1::i j ]. Oczywi�scie
V(0; : : : ; 0) = 0 (etykiety wszystkich wierzcho lk�ow w uliniowieniu s ,a r�owne
").

Aby u lo_zy�c r�ownanie rekurencyjne musimy wprowadzi�c kilka de�nicji.
Zaczniemy od poj ,ecia fragmentu drzewa T. Powiemy, _zeD jest fragmentem
drzewa T gdy istnieje wierzcho lek v 2 T taki, _zeD zawiera tylko wierzcho lki
z poddrzewa Tv

2 oraz spe lnione s ,a nast,epuj ,acewarunki.
2Pami ,etajmy, _ze Tv oznaczapoddrzewo drzewa T zaczepionew wierzcho lku v.
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� v 2 D.

� Dla ka_zdegow 2 Tv, je�sli w 2 D, to wszystkie wierzcho lki le_z ,ace na
�scie_zceod v do w nale_z ,a do D.

� Je�sli w 2 D nie jest li�sciemw D (tzn. ma nast,epnik), to w ma te same
nast,epniki w D co w Tv.

Li�s�c w D nie b ,ed ,acy li�sciemw T nazywa si ,e li�sciemniew la�sciwym. Li�s�c w D
b ,ed ,acy jednocze�snie li�sciemw T nazywa si ,e li�sciemw la�sciwym. PrzezE(D)
b ,edziemy oznacza�c zbi�or wszystkich kraw ,edzi fragmentu D.

Niech ~i = (i1; : : : ; i k). Zde�niujemy poj ,ecie~i -dekoracji dla drzewa T.
Jest to drzewo D b ,ed ,acefragmentem T, kt�oregowierzcho lki wewn,etrzne s ,a
etykietowaneliterami z �, a li�sciemaj ,a etykiety z � [ f� g. Ponadto D musi
spe lnia�c nast,epuj ,acewarunki.

� Ka_zdy li�s�c niew la�sciwy ma etykiet ,e � .

� Ka_zdy li�s�c w la�sciwy ` j ma etykiet ,e nale_z ,ac ,a do zbioru f Sj (i j ); �g , o
ile i j > 0. Dla i j = 0 etykiet ,a li�scia ` j jest � .

� D zawiera li�s�c w la�sciwy o etykiecie b ,ed ,acej liter ,a.

Etykiet ,e wierzcho lka v 2 D b ,edziemy oznacza�c ev.
Wag ,a~i-dekoracji D zaczepionejw korzeniu drzewa T jest

s(D) =
X

(v;w)2 E (D )

s(ev; ew):

Natomiast dla dekoracji D zaczepionejw wierzcho lku v0 2 T, nie b ,ed ,acym
korzeniemT jest

s(D) = s(� ; ev0 ) +
X

(v;w)2 E (D )

s(ev; ew):

Dla dekoracji D niech "D = ("1; : : : ; " k) 2 f 0; 1gk b ,edzietakie, _ze " i = 0,
gdy li�s�c ` i 62D, lub ` i 2 D oraz ma etykiet ,e � . Ponadto " i = 1, gdy li�s�c
` i 2 D oraz ma jako etykiet ,e liter ,e. Z de�nicji ~i -dekoracji wynika, _ze" D 6= ~0.
Niech D(~i ) oznaczazbi�or wszystkich ~i -dekoracji dla T.

Mo_zemy ju _z napisa�c r�ownanierekurencyjnewyznaczaj ,acefunkcj ,eV. Niech
~i 6= ~0.

V(~i ) = min
D 2D (~i )

V(~i � "D ) + s(D): (4.6)
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Uzasadnimy poprawno�s�c powy_zszegor�ownania. Niech T #
~i

b ,edzieopty-

malnym uliniowieniemdla drzewa T~i , gdzie~i 6= ~0. Przyjmijmy, _zewierzcho lek
v w T#

~i
ma przypisan ,a etykiet ,e Sv. Niech v b ,edziedowolnym wierzcho lkiem

i niech v1; : : : ; vd b ,ed ,a wszystkimi synami v. Rozwa_zmy d + 1 rozszerze�n
S(0)#

v ; S(1)#
v ; : : : ; S(d)#

v s lowa Sv, takich _ze dla 0 < i � d, S(0)#
vi ; S(i )#

v jest op-
tymalnym uliniowieniemdla Svi orazSv (czyli s(S(0)#

vi ; S(i )#
v ) = sim(Svi ; Sv)).

Dla korzeniav, S(0)#
v przyjmujemy r�owneSv. Niech ev b ,edzieostatnim sym-

bolem w S(0)#
v (przyjmujemy ev = � , gdy S(0)#

v jest pusty). Wierzcho lek
v nazwiemy pozytywnym, gdy ev 2 �. Gdy ev = � , to v nazwiemy wierz-
cho lkiem negatywnym.

Wierzcho lek v nazwiemy pe lnym, gdy dla ka_zdegosynavi , ostatni symbol
w S(i )#

v jest liter ,a. Wierzcho lek, kt�ory nie jest pe lny nazwiemy niepe lnym.
Rozwa_zmy dwa przypadki:

(A) Ka_zdy wierzcho lek w T jest pe lny. Niech v b ,edziekorzeniemdrzewa
T.  Latwo jest pokaza�c, _ze korze�n v jest wierzcho lkiem pozytywnym.
Pozostawimy to jako �cwiczeniedla czytelnika. Niech D b ,edzie frag-
mentem zaczepionym w v. Ponadto do D nale_zy ka_zdy wierzcho lek w,
dla kt�oregodroga w T od v do w zawiera samepozytywne wierzcho lki
(by�c mo_zeza wyj ,atkiem w). Tzn. w 2 D wtedy i tylko wtedy, gdy dla
drogi v = v0; : : : ; vn = w wierzcho lki v0; : : : ; vn� 1 s ,a pozytywne.

(B) T zawierawierzcho lek niepe lny. Niech w b ,edziewierzcho lkiem niepe lnym,
takim _zedla pewnegosynav wierzcho lka w (powiedzmy, _zev jest i -tym
synemw), ostatnia litera w S(i )#

w jest � oraz ka_zdy wierzcho lek w Tv

jest pe lny.  Latwo jest pokaza�c, _ze v jest wierzcho lkiem pozytywnym.
Niech D b ,edziefragmentem drzewa T zaczepionym w v, zde�niowanym
podobnie jak w przypadku (A).

Zauwa_zmy, _ze konstrukcja fragmentu D w (A) lub (B) ma nast ,epuj ,ac ,a
w lasno�s�c. Ka_zdy wierzcho lek wewn,etrzny v 2 D ma etykiet ,a ev b ,ed ,ac ,a liter ,a.
Etykieta ta jest ostatni ,a liter ,a s lowa Sv stoj ,acegoprzy v w T#

~i
. Niech T#

~i
� D

oznaczauliniowienie, w kt�orym w ka_zdym pozytywnym wierzcho lku w 2 D
usuwamy ostatni ,a liter ,e s lowa Sw w T#

~i
.

Gdyby wszystkieli�sciew la�sciwe w D by ly negatywne, to T #
~i

� D by loby
uliniowieniem dla T~i o wadzemniejszej,wbrew za lo_zeniu otpymalno�sci ulin-
iowienia T#

~i
. Zatem D zawiera li�s�c w la�sciwy pozytywny3 Czyli D jest ~i -

dekoracj ,a. Ponadto mamy nast,epuj ,ac ,a w lasno�s�c.

3Wszystkie li�scieniew la�sciwe w D s ,a negatywne.
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Zadanie 4.2.2 Udowodni�c nast,epuj ,ac ,a r�owno�s�c

sim(T#
~i

� D) + s(D) = sim(T#
~i

):

Z powy_zszych uwag wynika poprawno�s�c r�ownania (4.6).

Zadanie 4.2.3 Udowodni�c poprawno�s�c r�ownania (4.6).

Oszacujmy teraz z lo_zono�s�c powy_zszegoalgorytmu. Niech c = j� j + 1.
Liczba wszystkich ~i -dekoracji jest O(cjT j). Rozmiar tablicy V jest O(nk) =
O(njT j), gdzien jest ograniczeniemg�ornym d lugo�sci s l�ow S1; : : : ; Sk . Koszt
wyliczeniaV(~i ) zgodniez r�ownaniem(4.6) wynosiO(cjT j). Zatemczasobliczenia
ca lej tablicy wynosi O((cn) jT j).

Tak wi ,ec udowodnili�smy nast,epuj ,acy wynik.

Twierdzenie 4.2.7 Istnieje sta la c > 1, taka _ze problemznajdowaniaop-
tymalnego uliniowienia dla drzewa�lo genetycznego T daje si ,e rozwi ,aza�c w
czasieO((cn) jT j), gdzien jest ograniczeniemg�ornym na d lugo�s�c etykiet li�sci
w T.

Drugi problem polegaj ,acy na znalezieniuoptymalnego uliniowienia dla
danegodrzewa �logenetycznego,w kt�orym ustalona jest etykieta korzenia
rozwi ,azuje si ,e ca lkowicie analogiczniedo wy_zej opisanegozagadnienia. Po-
zostawiamy to jako zadanie.

Zadanie 4.2.4 Dane drzewo T z etykietami pewnych wierzcho lk�ow (nie
tylko li�sci). Dobra�c etykiety pozosta lych wierzcho lk�ow tak, aby otrzyma�c
drzewo o minimalnej wadze. Czas powinien by�c O((cn) jT j), gdzie n jest
ograniczeniemd lugo�sci wszystkich etykiet w T.

Wielomiano wy schemat aproksymacji

Rozwa_zania tej Sekcji prowadz ,a do nast,epuj ,acegowielomianowegoschematu
aproksymacji. Niech T b ,edziedrzewem �logenetycznym i niech " > 0.

� Wybieramy t 2 N tak, aby 3=t < " .

� Niech v� b ,edzie korzeniem T. Dla ka_zdego 0 � i < t rozwa_zamy
fragment Tv� ;i . Jest on rozmiaru O(dt) i ma O(dt) li�sci. Poniewa_z
nie znamy warto�sci funkcji `(v) dla v 2 I (T), to musimy wypr�obowa�c
wszystkiemo_zliwe przyporz ,adkowania etykiet li�sci w T, li�sciomw Tv� ;i

(oczywi�scie dla li�scia w 2 L(Tv� ;i ) wystarczy tylko rozwa_za�c etykiety
znajduj ,ace si ,e w Tw). Dla ka_zdegotakiego przyporz ,adkowania znaj-
dujemy optymalne uliniowienie T0

v� ;i (stosujemy tu Twierdzenie4.2.7).
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Ostateczniewybieramy takie przyporz ,adkowanie etykiet, dla kt�orego
waga T0

v� ;i jest najmniejsza. Poniewa_z takich przyporz ,adkowa�n jest co
najwy _zej

� k
dt

�
, to ten krok zajmuje O(

� k
dt

�
� (cn)dt

) czasu. Poniewa_z
d oraz t s ,a ustalone, to czas zu_zyty w tym kroku algorytmu zale_zy
wielomianowo od k i od n.

� dla v 2 Gi podobnie post,epujemy znajduj ,ac drzewa T0
v;t . Ten krok te_z

zu_zywa czaswielomianowo zale_zny od k i od n.

� Sumujemy wagi optymalnych uliniowie�n dla T 0
v� ;i oraz f T0

v;t j v 2 Gi g.
Zauwa_zmy, _ze jGi j = O(jTj=t). W ten spos�ob obliczamy wag,e drzewa
T (i ) .

� Wybieramy drzewo T (i ) o minimalnej wadze.Uliniowienieskonstruowane
dla tegodrzewa jest poszukiwan ,a aproksymacj,a optymalnegouliniowienia.
Z Lematu 4.2.6 wynika, _ze b l ,ad tego uliniowienia jest nie wi ,ekszyni_z
3=t < " .

Mamy wi ,ec nast,epuj ,acetwierdzenie.

Twierdzenie 4.2.8 (W ang, Jiang, Lawler'96)
Je�sli s jest odleg lo�sci ,a, to istnieje wielomianowyschemataproksymacji,kt�ory
dla dowolnego " > 0 i dla dowolnego drzewa �lo genetycznego T o rz ,edzie
wierzcho lk�ow nie wi ,ekszymod d, znajduje uliniowienie T 0 dla T takie, _ze
je�sli T# jest optymalnymuliniowieniem dla T, to

sim(T0) � (1 + ") � sim(T# ):

Ponadto czas dzia lania tego algorytmu wynosi O(
� k

dt

�
� (cn)dt

� jT j), gdzie
t = 3=". Zatem czasjest ograniczonyprzezwielomian od k; n oraz jTj.

4.3 Ulinio wienie z gwiazd ,a (problem s l�ow Steinera)

Niech s b ,edzie odleg lo�sci ,a w alfabecie � [ f�g i niech S1; : : : ; Sk b ,edzie
sko�nczonym ci ,agiems l�ow nad �. Dla s lowa �S 2 � � , b l ,edem konsensusowym
s lowa �S wzgl,edemS1; : : : ; Sk nazwiemy

E( �S) =
kX

i =1

sim( �S; Si ):

S lowo �S nazwiemy s lowem Steinera dla S1; : : : ; Sk , je�sli minimalizuje ono
b l ,ad konsensusowy E( �S).

65



Zauwa_zmy, _zeproblems l�ow Steinerajest szczeg�olnym przypadkiemprob-
lemu uliniowieniazdrzewem�logenetycznym. Drzewo, w tym przypadku, ma
posta�c gwiazdy, tzn. korze�n ma rz ,ad wierzcho lka k, z kt�oregowychodzi k
kraw ,edzi  l ,acz ,acych li�scie.

Twierdzenie 4.3.1 (Elias'2003)
Dla ka_zdego sko�nczonego alfabetu � o co najmniej dw�och elementachoraz
dla ka_zdej funkcji podobie�nstwana � b,ed ,acej odleg lo�sci ,a nast,epuj ,acy problem
jest NP-zupe lny. Dany ci ,ag s l�ow S1; : : : ; Sk oraz liczba m 2 N. Czy istnieje
�S 2 � � , takie _ze E( �S) � m, gdzieE( �S) jest liczone wzgl,edem S1; : : : ; Sk w
sensieodleg lo�sci s?

Dow�od powy_zszegotwierdzenia mo_zna znale�z�c pracy umieszczonejna
stronie wyk ladu. Prosty algorytm aproksymacyjny dla problemu s l�ow Stein-
era (przy za lo_zeniu, _ze funkcja podobie�nstwa jest odleg lo�sci ,a) wynika naty-
chmiast z nast,epuj ,acegolematu.

Lemat 4.3.2 Niech s b,edzie odleg lo�sci ,a. Dla ka_zdego ci ,agu s l�ow S1; : : : ; Sk

istnieje i takie, _ze
E(Si )
E( �S)

� 2 � 2=k;

gdzie �S jest s lowemSteinera dla S1; : : : ; Sk .

Dow�od: Niech 1 � i � k b ,edziedowolne. Wtedy

E(Si ) =
kX

j =1

sim(Si ; Sj ) �
X

j 6= i

[sim(Si ; �S) + sim( �S; Sj )] =

(k � 2) � sim(Si ; �S) + E( �S):

Terazniech i b ,edzietakie, _zesim(Si ; �S) jest minimalne. W�owczas

E( �S) =
kX

j =1

sim( �S; Sj ) � k � sim( �S; Si ):

Zatem

E(Si )
E( �S)

�
(k � 2) � sim(Si ; �S)

E( �S)
+ 1 �

(k � 2) � sim(Si ; �S)
k � sim(Si ; �S)

+ 1

=
k � 2

k
+ 1 = 2 � 2=k:
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To ko�nczy dow�od lematu.

L. Wang i T. Jiang pokazali w 1994r., _ze dla siedmioelementowego al-
fabetu nie istnieje wielomianowy schemat aproksymacji dla problemu ulin-
iowieniaz gwiazd ,a, o ile P 6= N P. Funkcja podobie�nstwa w tym dowodzienie
jest odleg lo�sci ,a. Nie jest znany analogiczny wynik dla takiej funkcji b ,ed ,acej
odleg lo�sci ,a.
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