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4 Ulinio wienie wielu sekwencji

Znajdowanie optymalnegouliniowienia dla wielu sekwencji jest bardzowazne
zewzgledu na liczne zastosavania w biolologii:

Znajdowanie i reprezemowanie konservowanych regionrow w DNA i
bialkad.

Reprezetowanie rodzin bialek.

Odtwarzanie ewolucyjnej historii.

4.1 Miara typu ‘suma par' (SP)

Uliniowienie wielu sekvencji de niuje sie podobniedo przypadku dwoch sek-
wencji (tzn. wyrownuje sie dlugosci sekvenciji przez wstawienie spacji, przy
dodatkowym warunku, ze w zadnej kolumnie nie moga sie znajdowac same
spacje).

Bedzieny sie zajmowac wersja optymalizacji problemu uliniowienia pole-
gajada na minirhalizacji wartosci uliniowienia, zamiast maksymalizacji, tak
jak to bylo de niowane dla podobienstwa. Ustalmy alfabet i niech s :
( [ fg )?! R bedzie dowolna funkcja podobienstwa. Wezmy dowolne k
dow S0 S 2 i niech Sl ;::"S# bedzieich uliniowieniem. Przypom-
nijmy,ze wartosc uliniowienia dwoch sow S/ orazS” jest rowna

X # #
s(S';87) = s(ST(); S ()

=1
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gdziem = jS7j = jS’j. Zauwazmy, ze obecnie,dla pewnegol | m,
mozliwe jest S7 (1) = S (I) = . Przyjmijmy, ze wartosc podobienstwa dla
spacjiwynosiO, tzn. s( ; )= 0.

Miara podobienstwa jaka sie teraz bedzieny zajmowac jest tzw. miara
sumypar Poj eC|eto zostdo zaproponONaneprzezCarlllo i Lipmanaw 1988r.
Dla danegouI|n|OW|en|a S ;::"Sk bierzeny sume wartosci podobienstwa

X
S(SpiiinS) = s(S'Sk):
i<j
Niech Sim(Sy;:::;Sy) oznaczaminimum sum . s(S;S), brane po
Wszystkl(h uI|n|OW|en|ach (st ;""Sk ) ciagu slow Sl; .11 S¢. Wartosc

sum s(S*:S"), brane po wszystkith uliniowieniadh, ‘Mamy prosty

i<j (I |

zwia}zekpomlgdzytymi dwoma funkcjami

gdziesimg jest okreslonadla funkcji podobienstwa s, a sim s jest okreslona
dla funkcji podobienstwa s (tzn. wartosc s z przeciwrym znakiem).

Pokazeny, ze problem obliczania SP-wartosci dla dowolnych ciagow slow
Si;::1; Sk jest trudny obliczeniavo. Niech = f0;1;a;bg. Na alfabecie
okreslamy funkcje podobienstwa nastepujaca tabelka

01 ab
012 21 2 1
112 2 2 1 1
all 2 0 2 1
b2 1 2 0 1

1111 0

okreslonedla w/w funkC]I podobienstwa?
Dowod ponizszegdwierdzeniajest zmieniory w stosunkudo wers;ji orygi-
nalnej, ktora zawierablad (redukcja przedstavionaw dowodziejest niepoprawna).

Twierdzenie 4.1.1 (W ang, Jiang (1994)) ProblemSP jest NP-zupelny.
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Dowod: OczywiscieSP nalezy do klasy NP: wystarczy zgadrac uliniowienie
dla danegoclaguslow Si;::1; Sk (dlugosc kazdegoslowawtaklm uliniowieniu
jest nie wiekszaod k -1 ISi)).

Dla dowodu NP- trudnosm problemu SP pokazeny redukcje problenu
najkrotszgo wsplnego superciagu (NWS) do problemu SP. Problem NWS
de niuje sie nastepujaco: dany ciag slow S;;:::;S¢ 2 f0;1g orazm 2 N.
Czy |stn|eje dowo S 2 fO; 1g takie, zejSj m orazkazdeS; jest podciagiem
dowa S, tzn. istnieje rosnacy ciagl  j1 < j2 < 111 < 5 ]S (gdzie
jSij = n;) takie, zedla p = 1;:::;n; mamy S(jp) = Si(p). W tej sytuacii
mowimy tez, ze S jest suparmaglem Si.

Niech Si;:::;S¢ 2 fO;1gorazm 2 N beda danymi wejsciovymi dla
problemu NWS. Bez zmn|e1§,7.en|aogolnosu mozerry przyjac, zejSjj  m,
dlai= 1;:::;k. Niech M = ¥ jSij.

Pokazerry, zeS;; 1 Sc majawspolny superciag o dlugosciconajwyzejm
() istniee0 p mtakie, zeS|m(Sl;::"Sk,ap b" P)  k M+ (k+1) m.

Zanim przejdzieny do dowodu powyzszejrownonvaznosci zauwazny, ze
dla dowolnegouI|n|OW|en|aSl ;::"Sf ; A; B pochodzacegood Sy;:::; S; aP; b P
(gdziep m jest dowolne) mamy

s(S;8")=(k 1) M; (4.1)
i<j
oraz
S(A;B) = m: (4.2)

Rownosc (4.1) dowodzimy przezrutynowa indukcje ze wzgledu na k. W

dowodzie wykorzystujenmy uzyteczra observacie:
s(S'; ) = iSii + iSji;
dal ij k.

Rownasc (4.2) wynika natychmiast z de nicji funkcji s.

Zajmiemy sie teraz dowodem rownowaznosci. Najpierw () ): niech S 2
f0;1g bedzie superC|ag|em dla S;;:::;S¢ takim, ze jSj m. Mozeny
przyjac, ZejSJ m. Niedh p bedzie liczba zer w S.  Zbudujery ulin-
iowienie S1 ;::"Sk :A; B dla C|agu dow S;; C "Sk,ap p" P, Kazde sowo
uliniowienia bedzie mialo dlugosc m. Nieh 1 j;<:ii<]j, m bedzie
ciagiem indekow wyznaczgacyt pozycijeliter z S w SIOWIe S. Wowczas
dal | m,

Si() Jeslil=j;

s" ()=
! w pozostdych przypadkad.
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Slowa A i B de niujemy nastepujaco

A(l) = a jeslis(l) =0
- jesli S(I) = 1:
b jesli S() = 1;

B(1) = jesli S(I) = 0:

Zauwazmy, ze w opisarym uliniowieniu w kazdej kolumnie zawierajacej
a stoja tylko spacjelub 0. Podobnie w kazdej kolumnie zawierajacejb stbja
tylko spaCJeIub 1. Zatem kazde a i kazde b wnosza przez porownywanie z
Sf il Sk wartosc k. Ponadto kazdaspacjaz A lub B wnosiwartosc bedaca
I|czba synboll z St ;::"Sk (nie liczymy spacji) stojacyc w tej kolumnie.
Poniewaz a i bnie stoja w jednej kolumnie oraz dwie spacjez A i B nie stoja
w jednej kolumnie, to IacznlespaCJezA i B wnosa do wartosci uliniowienia
liczbe wszystkid syrrboll ZSy;:; S, czyliM. Zatem

XK
[s(A;S")+ s(B;S")]=k m+ M:

i=1

Tak wiec, stosupc (4.1) i (4.2), wnioskujeny, ze wartosc tego uliniowienia
wynosik M + (k+ 1) m.

Zalozmy, ze w tym uI|n|0W|en|u symbole a oraz b stoja w jednej kolum-
nie. Niech lo bedzieliczba wystapien 0 w tej kolumnie. |:Podobnle niech
l; bedzie Ilczba wystaplen 1. Wowczas wklad w sume . l[s(A S#) +
s(B; S# )] pochodzacyz kolumny , w ktorej zngjduje S|ea bwynosi2k + lo+
l1. Zmienmy teraz uliniowienie, zaslepulac te kolumne dwiema kolumnami:
jedna zawiera a oraz wszystkie wystapienia 0z kolumny (w pozostdych
miejscad stoja spacje),druga kolumna zawiera b oraz wszystkiewystapienia
1 pochodzacez kolumny (w pozostdych miejscat stoja spacje). Wowczas
wklad tych dwoch kolumn wynosik + | (za pierwsza kolufnne) orazk+ 1, (za
druga kolumne). Zatem wartosc uliniowienia sie nie zmienia. Tak wiec, bez
zmniejszeniaogolnosci mozemny przyjac, zeuI|n|OW|en|eS1 ;::"Sk :A; B nie
zawiera kolumny, w ktorej Jednoczesnle wystepuje a orazb.

Dowod implikacji (( ) jest oparty na nasfgpuja}cej observacji.

XK
[s(A;S")+s(B;S")] k m+ M: (4.3)

i=1

50



Ponadto, rownasc w (4.3) zadhodzi ( ) a nie stoi w jednej kolumnie z 1,
b nie stoi w jednej kolumnie z 0 orazw A i B nie znaduja sie dwie spacjew
jednej kolumnie. o

Rozwezmy jedna kolumne uliniowienia. Niedh Iy orazl; oznaczga liczbe
wystapien O, odp0\N|edn|01 Wtej kolumnie. Jesli syrrbolestOJacewA B sa
aoraz ,to wklad takiej kolumny w wartosc sumy w (4.3) wynosik+ 1, + lo+
l, = k+ Io+ 2 |;. Podobnie, jesli symbole stojacew A; B saboraz wowczas
wklad wynosik + 2 1o+ |;. Jesli natomiastw A; B zna;dula sie dwie spacje,
to wklad takiej kolumny wynosi2 (lp+ |;). Tak W|eclaczn|ewklad W wartosc
suny (4.3) wynosi co nagjmniej k m+ M. To dowodzi (4.3). Z powyzszej
analizy wynikal, zew (4.3) zacodzi rownosc () liczba jedynek stojacydh
w jednej kolumnie z a jest zero, liczba zer stojacych w jednej kolumnie z b
jest zero oraz nie ma symboli (roznych od spacji) w kolumnie zawierajacej
dwie spacjez A; B. To dowodzi uwagi znagjdujacejsie bezposredniopo (4 3).

Zatem jesli Sl ;::"Sk A; B jest uliniowieniem o wartosci nie W|ekszej
nizk M+ (k+ 1) m,toz(4.1)i (4.2) wynika, ze

Xk
[s(A;S")+s(B;S")] k m+ M:
i=1

Zatem z (4.3) i z uwagi zngdujacej sie bezposrednio po (4.3) wynika, ze
ponizszade nicja dowa S jest poprawna.

A(l) = a;

sy = 0 gdyA(l) = a;

1 gdyB(l)=b:
Dlugosc slowa S jest rownam oraz kazde S; jest podciagiem S. To konczy
dowod twierdzenia. |

Powyzszy wynik zostd znaczniepoprawiony w ciagu ostatnich 10 lat.
W 2003r. I. Elias pokazd (por. praca na stronie wykladu), ze decyzyjna
wersjaproblemu SP jest problememNP-zupelnym, dla kazdegoskonczonego
(co najmniej dwuelemetowego) alfabetu i dowolnej funkcji podobienstwa
na [ fg bedacejodledgosci.

Stosupc metode dynamlcznegqorogramONanla mozeny obliczyc wartosc
sim(Sy;:::;S) dokladnie. Niestety czaspotrzebrny do wykonania obliczen
zalezy wykladniczo od liczby dow k.

Twierdzenie 4.1.2 Stosupc metade dynamiczngo programowaniamozemy
obliczyc sim(Sy;:::;S¢) W czaS|eO(nk) gdzien spelnia warunekijSjj n,

LPrzypomnijmy, ze zakladamy ze a oraz b nie znjaduja sie w jednej kolumnie.
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4.1.1 Algorytm aproksymacyjn y dla problem u SP

Na zakonczenietego dzialu podamy przyklad algorytmu aproksymacujnego,
ktory znajduje w czasiewielomianavym wielokrotne uliniowienie o wartosci
mniej niz dwa razy wiekszejod wartosci optymalnegouliniowienia. Drzewo
jest to spojny graf (n’ie zoriertowany) bez petli. Bedzieny rozpatrywac
skonczonedrzewa, ktorych wierzdolki sa etykie'towane sowami nad pewnym
alfabetem . Powieny, zedwawierzdolki sa sasiadujce, gdy saonepolaczone
krawedza. o ' ' '

Niech T bedziedrzewem o k wierzcholkad, ktoregomerzmolkl sa etyki-

etowane slowami S8 2 . Niedh S1 ;::"Sk bedzie pewrym ulin-
iowieniemdla S;;:::; S. Niedh s bedziepewna funkcja podoblenstwa Funkcja
ta Wyznaczapodoblenstwo sim(Sy;:::;S) I|czonewedug miary SP. Powiemy,

zeuliniowienie S ;::: 'Sk jestzgainez T, gdy dla kazdejpary sasiadupcyd
wierzdolkow, jesli S; orazS; sa etykietami tych wierzcholkow, to s(S,#,SJ#) =
sim(S;; S).

Przyk lad 4.1.1 Rozwazmy uliniowienie

AXX-Z
AXB- Z
A- X-1Z2
AY- - Z
AYXYZ

orazdrzewo T

AXZ r AXBZ

@r AXXZ

r AYZ

r AYXYZ

Powyzszeuliniowieniejest zgod?ezT przy nastepujacejfunkcji podobienstwa

0 gdyx=y

sy) = 1 gdyx6y:
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Twierdzenie 4.1.3 Dla kazdeyo ciaguslow Sy;:::;S¢ i dla kazdeyo drzewa
T, ktorego wierzchdki sa etykletowaneslowaml S1; 111 Sk istnieje uliniowie-
nieS; ;:::;S; zganez T. Uliniowienie to moznaznalezcwcza3|e0(k2 n?),
przy zao;enlu ze kazda z sekwencjiS; jest dlugasci O(n).

Niech Sy;:::; S¢ bedziedowolnym ciagigmsiow. Slowo Sc 2 fSy;:::;S¢g
nazwieny centrum ciagu Sy; i1 S, gdy J" 1 SIM(S;; S¢) jest minimalna

wartoscia sposrod wszystkidr sum J _, SIM(S;; Si), gdziei = 1;:::;k.

Niech S, bedziecertrum ciagu S;;:::; S¢. Gwiazda (z certrum S.) dla
Sipiii S naZW|eny drzewo GC o wierzdholkach vq;::: 'vk, takie zedla i 6
c |stn|eje dokladnie Jedna krawedz lacaca v, z v; oraz G, nie ma innych
krawedzi. Dla i 2 f1;:::;k; cg, etykleta wierzcholka v; jest S;.

Twierdzenie 4.1.4 Niechfunkcja podobienstwas spelnia warunki odleglosci.
Nlech Sc bed2|eoentrum C|agu81; ::1;S i niech 7 ;::"Sk bedzie uliniowie-

2 2=k

Zauwazmy, ze Twierdzenie4.1.4sugerujenastepujacy algorytm aproksy-
macyjny.

1. Znajdujemy certrum S.. [Ten krok zajmuje O(k® n?) czasu.]

2. ZnaJdUJemy uliniowienie S1 o "Sk zgadne z gwiazda G.. [Ten krok

3. Jakowynik algorytmu podajemy s(S1 viin Sk ) [Tenkrok zajmuje O(k®
n) czasu.]

Mamy wiec

Twierdzenie 4.1.5 Jesli funkcja podobienstwajest odlegloscia, to wynik ulin-
iowienia dla S;;:::;Sx mozna znalec w czasieO(k? n (k + n)). Wynik
ten jest co najwyzej (2 2=k) razy gorszy(wiekszy)od wartosci optymalnej
sim(Sy;:::;Sy).

Wielomianowy schemataproksymacji (PTAS) dla danegozadaniaopty-
malizacyjnegoZ jest to taka rodzina algorytmow A., ze dla kazdego" > 0O
problem Z daje sie aproksymavac przy pomocy algorytmu A- z ilorazem
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bledu 1 + " w czasiewielomianavo zalezacym od rozmiaru danych. Po-
zostqe otwartym problemem pytanie o istnienie PTAS dla problemu SP,
przy zaozenieu, ze funkcja podobienstwa jest odlegoscia. W 2001r. W.
Just pokazd zetaki PTAS nie istnieje (chyba, ze P=NP), dla pewnejfunkciji
podobienstwa (nad cztercelememowym alfabetem) nie bedacej odlegoscia.

Zadanie 4.1.1 Udowodnic Twierdzenie4.1.2.
Zadanie 4.1.2 Udowodnic Twierdzenie4.1.3.
Zadanie 4.1.3 Udowodnic Twierdzenie4.1.4.

4.2 Ulinio wienie z drzewem ologenet ycznym

Zacznieny od nastepujacej de nicji. Drzewem lo genetycznymdla danego

ciagu roznych slow S;;:::; S¢ nazwieny kazde drzewo o k lisciad, ktorego
liscie sa etykietowane sowami Sy;:::;S¢ (kazde S; jest etykieta pewnego
liscia).

Uliniowienie lo genetycznealla drzewa logenetycznegoT jest to dowolne
przyporzadkowanie pewrych slow wierzdrolkom wewnetrznym T. Slowa przy-
porzadkamywaneoczywsmemoga bycinne niz etykiety lisci. Ustalmy funkcje
podoblenstwasn zaozmy, zejestonaodlegosca Niech T# bed2|euI|n|OW|e-
niem logenetyczrym dla T. Miara (badz Wag;) tego uliniowienia nazwieny

sim(Sy; So);

(v;v9)2E

gdzie(v;Vv9 2 E oznacza,zewierzdolki v i v° sasiadup ze sola (czyli laczy
je krawedz) oraz S, jest etykieta stojaca przy v (podobniedla Syo).

Problemuliniowienia lo genetyczngo (Sanko '75) polegana znadowa-
niu uliniowienia logenetycznegoT# drzewa T, tak ze miara T# jest mini-
malna.

Twierdzenie 4.2.1 (Elias'2003)

Dla dowolngo skanczongo alfatetu majacego co najmniej dwaelementyoraz
dla dowolnej funkcji podobienstwa bedacej odlegloscia, nastepujacy problem
jest NP-zugelny. Dane binarne drzewo lo genetyczneoraz liczba m 2 N,
stwierdzic czy istnieje uliniowienie lo genetyczneo wadzenie wiekszejniz
m.

Zadanie 4.2.1 Pokazec, ze NP-zupelnosc problemu uliniowienia z drzewem
logenetyczrnym (tak jak to jest sformulowane w Twierdzeniu 4.2.1) dla al-
fabetu dwuelemetowego pociaga NP-zupelnosc dla dowolnych skonczorych
alfabetow o wiecejniz dwoch elemertach.
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4.2.1 Algorytm aproksymacyjn y

Uzywajac standardovej metody programavania dynamiczneggproblemulin-
iowienia logenetycznegodaje sie rozwiazec w czasiewykladniczym. Za-
jmiemy sie algorytmem aproksymacyjrym pochodzacym od Wanga, Jiangai
Lawlera (1996) Uliniowienie T nazwieny uliniowieniem podniesionym gdy
etykieta kazdegowewnetrznegowierzcholka drzewa T jest etykieta jednegoz
jego synow. '

Zde niujemy proces podnoszeniauliniowienia. Niedh T bedzieuliniowie-
niem logenetyczrym. Opiszeny podniesioneuliniowienieTL’ Etykiety lisci
wTL &atakle samejakwT Niech v bedziewierzcholkiem, dla ktoregqeszcze

wierzcholka v maja okreslone etykiety x\,l; o "S, w TL. Niech S bedzie
etykieta wierzdholka v w T. Wowczas jako etykiete wierzdiolka v w Tt
wyblerarry takie S, , dla ktoregozadodzi

sim(S;S,) sim(S;Sy);
dla wszystkih j = 1;:::;

Twierdzenie 4.2.2 (W ang, Jiang, Lawler'96)

Niech s bedzie odlegloscia. Jesli T# jest optymalnym lo genetycznymulin-
iowieniemdla T oraz (T#)" jest podniesieniemT# , to wagadrzewa(T#)-
jest co najwyzej dwarazy wagadrzewaT* .

Dowod: Wezmy krawedz e = (v;w) w T, taka zew (T# )" wagatej krawedzi
jest dodatnia. Niech w bedzie synemv (tzn. v lezy pomiedzy korzeniem
drzewa T aw) i niech S bed2|eetyk|eta stojacaw (T*)t przy v orazniech S;
bedzieetykieta stojaca w (T#) przy w. Niedh o= V;W; Wy i1 W bedzie
drogaw (T# )L prowadzaca do lisciaetykietowanegoS;. Wynika natychmlast
z konstrukcll podn|e5|en|a zewszystkiewierzdolki natej drodze(poczawszy
od w) musza miec te sama etykiete S;. Mamy dwie oczywiste obserwaéje:

wagadrogi . jest rownasim(S;;S).

Dla roznych krawedzi e;; e, 0 wadze dodatniej, drogi , oraz ., sa
rozlaczne.

sim(S;;S) sim(S;;S,) + sim(S,;S) 2 sim(S,;S)
2 [Sim(Sy;Sw) + SIM(Sw;Sw,) +  + SiM(Sw, ,;Si)]
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Zatemwagadrogi .w (T#)' jest conajwyzejdwa razy wagatej samejdrogi

w T#. Z drugiej z powyzszyh uwag wynika, ze waga caego drzewa (T#)-

jest co najwyzej dwa razy wagadrzewa T#. To konczy dowod twierdzenia.
|

Pozostge do rozstrzygniecia problem zngjdowania minimalnego drzewa
podniesionego.Zastosujeny metode programavania dynamicznego.Niech T
bedzie drzenem logenetyczrym dla slow Sy;:::;S¢. Dla dowolnegowierz-
chokav w T orazdla 1 i k, takiego ze etykieta S; jest widoczna z
v, niedh d(v;i) bedzienajmniejsza waga podniesieniapoddrzewa T, drzewa
T, przy dodatkoWym zalozeniu, ze w korzeniu Ty (czyli v) stoi etykieta S;.
Majacwszystkiewartoscid(v; i), wage minimalnegopodniesieniaznajdujemy
biorac

1milnkd(vo, 1);

gdzie vy jest korzeniemT.
Wartosci brzegowede niujemy nastepujaco. Niech v bedzielisciemi niec
S bgdzieetykieta} v. Wowczas

div;i)=0

Krok indukcyjny wyglada nastepujaco. Niech vq;:::;vm beda wszystkimi
synami wierzcholka v, (m > O) [ zdozmy ze S; jest widoczne z v oraz z
wierzdholka v, bedacegosynemwierzdiolkkav. Dlal j m, nieh W,
flj S jestwidocznez v;g. Wowczas

xXn
d(v;i) = d(vp;i) + min[sim(S;; S) + d(vj; D] (4.4)
j=1;j6p 2
Jak zwykle, uzywajac wskaznikow, mozeny odtwarzac etykiety minimalnego

podniesieniadrzewa logenetycznegoT .
Oszacujny czaspotrzebrny do konstrukqllD caIeJ tablicy d. Niech T ma k

lisci etykietowanych S;;:::;Sc i niedh M =, jSjj.
Czaspotrzlgbry do obliu_x,:zenlawszystklm wartoscisim(S;; Sp), dlai < j
wynosiO( {£,'(ISi -1 1S1) = O(M?).
Zauwwaznmy, zew (4.4) W, \ Wio = ;,dlaj 6 j°% Zatemm ki

oznaczato, ze jesli mamy juz obliczone wartosci skladowe w sumie
(4.4), to obliczenied(v;i) zaymuje O(k) krokow.
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Elemertow w tablicy d jestO(jTj k). Zatemczaspotrzebrny dowyliczenia
caej tablicy d wynosi O(M?2 + jTj k?). Jesli wszystkie wierzdolki
wewnretrzne sa rzedu wiekszegaod 1, to latwo jest pokazec, zejest ich
co najwyzej k 1. Tak wiec, w tym przypadku czas potrzebry na
wyliczenied wynosi O(M 2 + k3).

4.2.2 Wielomiano wy schemat aproksymacji

Zajmiemy sie obecnie pokazaniemwielomianavego schematu aproksymacji
dla problemémoptymalnegouIiniowieniaz drzewem logenetycznym. Wyniki

tej czescipochodza od Wanga,Jiangai Lawleraz 1996r. Przyjmiemy nastepujace
zaozenia: ' -

Funkcja podobienstwa s jest odlegosci.

Ustalamy stala d, tak ze wszystkie rozwazane drzewa maja rzad nie
wiekszyniz d (tzn rzad kazdegowierzcholka jest nie W|ekszyod d).

Celembedzie skontruowanie wielomianavego sthematu aproksymacji, ktory
bedziezhajdowa] uliniowieniez drzewem logenetyczrym T z zadara doklad-
nosca ". Dla kazdego" (i dla kazdegod) algorytm ma dzialac w czasie
wielomianavm. Jednak zaleznosc od " i od d bedziewykladnicza.

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia.Niech T bedzi drzewem logenety-
czrym o etykietach lisciSy;:::;Sk. Niech T# bed2|eoptymalnym uliniowie-
niemdla T (tzn. ksztdty T# i T sa |dertyczne oraz etykiety lisci w obu
drzewad sa takie same). Kazdy wierzcholek wewnretrzny v w T# ma pewra
etykiete T* (V)2 . Wagadrzewa T# jestto

X
sim(T") = sim(T% (u); T (v));
(u;v)2E

gdzieE jest relacja sasiedztva wierzdolkow w T#.
Pojecie wagi stosule sie rowniez do fragmertow uliniowienia T#. Na
przyklad jesli = vq;::: Vim jest droga w T#, to
X 1
sim() = sIm(T* (vi); T (Vi)

i=1

Dla wierzcholka v drzewa T, przez T, bedzieny oznacza poddrzewo T
zaczepionew v. Dlat 2 N, przez T, bed2|eny oznacza& gorna czesc pod-
drzewa T, zawierajaca WszystkleW|erZ(hoIk| oddaloneod v o nie Wlecejnlz t
krawedzi(czyli w nalez_y do Ty, gdy istnieje drogavo; :::; Vi, takazevg = v,
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Vm = worazm t). PrzezL(T,:) bedzieny oznacza zbior wszystkih
lisci fragmertu T, (tzn. takie wierzdolki z Ty, ktorych rzad w T, jest
rowny 1). Przezl(T,.) bedzieny oznacza zbior wszystkit wierzcholkow
wewnretrznych T,.. '

Niech teraz T* bedzie optymalnym uliniowieniem dla T. Dla kazdego
wierzcholka v, niech "(v) bedzielisciem o takiej wlasnasci, ze dla kazdego
lisciaw, jesli , jest droga}{/v T# od v dow, to

sim( ) sim( w):

Stosujc podobne metody do tych z Selcji 4.2 mozna latwo pokazec, ze
jesli T jeét uliniowieniemdla T, w ktorym wierzcolkowi v przypisanajest
etykieta T (" (v)), to

sim(T))
sim(T#)

Niedh v bedziewierzcholkiem drzewa T, roznym od korzeniai niech t 2 N.
Rozwazmy frégmen Ty.t, W ktorym kazdenu wierzdholkowi w 2 L(Ty.)[ fvg
przyporzadkowujemy etykiete T("(w)). Etykiety pozostdych wierzcdolkow
W Ty ddbierarry tak, aby w ten spoob otrzymane drzewo etykietowane
T2, minimalizowalo wage sim(T,) (uzyjemy metody dynamicznegopro-
gramaonania).

Niedh teraz v bedziekorzeniemT i niech 0 i < t. Rozwazny frag-
mert T, ., W ktoryrh kazdemu lisciovi w 2 L(Ty ;i) przyporzadkowujemy
dowo T( (w)) (czyli korzeniawi nie przyporzadkowujeny zadnej etykiety).
Ponawnie, etykiety pozostdych wierzcholkow w T, ; dobierany tak, aby
zminimalizowac wage. Niech TJ ; oznaczatak otrzymane drzewo.

Dla 0 i < t, uliniowienie T®) drzewa T de niujemy jako nastepujaca
sume [
TO =19 il Tui;

v2G;j
gdzie G; jest zbiorem wszystkid wierzdolkow drzewa T, ktorych odlegosc
j od korzeniaspelnia waruneki  j( mod t) (czylij = i + mt, dla pewnego
m  0). Pokazeny, ze dla pewnegoi < t, wartosc sim(T () dostatecznie
dobrze aproksynuje sim(T#).

Dla kazdegowierzdolka v, ni%h (v) = sim( ) bedzie waga drogi

- W drzewieT# . Niech h(v) = &, sim(T* (v); T# (v)), gdzievy;:::;vq
sa wszystkimi synamiv.
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beda wszystklmlsynaml w T wierzchdka v. Wowczas

- X X xd
sim(Ty,) h(u) + (W) + h(v) + (Vi)
u2l (Tyy) w2L(Tyi) i=1
Dowod: Rozwezmy fragmert T, i niech T? bedziedrzewem etykietowanym
dowami w nastepujacy sposob. Kazdy wierzcholek w 2 L(Tvt) [ fvg ma
etykiete T (" (w)) a kazdy pozostdy wierzdolek w w Ty ma etykiete T# (w).
Niech w 2 L(Ty;) bedziedowolnym lisciemw Ty i niech u bgdmeqcemw
Mamy wowczas
SIm(T? (u); TC(w)))  sim(T* (u); T (w)) + sim(T* (w); T (" (w)))
sim(T# (u); T# (w)) + (w):

Zatem sunmujac po wszystkid krawedziah w TVO;t dostaemy

N Xd - X
Sim (T SIm(T((); T* (w) + h(u)
i=1 « u2l(Tve) f vg (4.5)
+ (w):
w2L(Tyit)
Ponadto manmy
Xd xd
S SMTCLET V) ST )T (V) + sim(T* (V); TC W)
h(v)+d (v):

Zatem, z (4.5) dostaemy

X X
sim (T} h(u) + (w)+d (v):

u2l (Tyy) w2L (Tyit)

Poniewaz (v) sim(T#(v);T#(v))) + (vi) zadodzidlai= 1;:::;k, to

xd xd
d (v) [Sim(T# (v); T# (w)) + (W)l = h(v) + (vi):
Zatem
- X X xd
sim(Ty% h(u) + (w) + h(v) + (vi):
u2l (Tyit) w2L(Ty:t) i=1
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Poniewaz sim(Ty,)  sim(TyY), to dostajemy konkluzje lematu. [

Lemat 4.2.4 Jesliv jest korzeniemT, to dla kazdegyoi < t, mamy

X X
S|m( 0) h(u) + (w):

u2l (Ty ) w2L(Ty ;)

Dowod: Podobniejak w dowodzie Lematu 4.2.3konstruujemny etykietowane
drzewo T7°;, ztaroznica, zekorzeniovi v nie przypisujeny etykiety T(*(v )),

v o

aleT#(v). Wowczasnierownaose analogicznado (4.5) wyglada nastepujaco

_ 00 X X
sim (T, ) h(u) + (w):
u2l (Ty ) w2L(Ty ;)
Poniewaz sim(Ty ;)  sim(T/%), to dostajemy teze lematu. [

Lemat 4.2.5 Jesli T nie zawierl wierzchdkow rzgdu 1, to

X _
(v) sim(T#):
v2T

Dowod: Jesli T nie zawiera wierzdholkow rzedu 1 oraz k jest liczba lisci
w T, to latwo jest pokazec przezindukcje ze wzgledu nak, ze liczba wierz-
cholkow wewnretrznych jestrownak 1. Co wiecej, dla kazdegowierzcholka
Wewrgtrznegov istnieje droga , w T od v do pewnegoliscia, tak ze dla
vé u,drogi i  sarozlaczne.Zatem mamny

X X X _
(v) = (v) sim( ) sim(T#):
v2T v21(T) v21(T)
To konczy dowod. |

Lemat 4.2.6 Jesli T nie zawier wierzchdkow rzedu 1, to dla kazdeyot > 0
istnieje 0 i < t, takie ze

sim(TW)  (1+ 3=t) sim(T#):
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Dowod: Wezmy dowolnet > 0. Wowczas

xr ) S X
sim(TW) = sim(TY ;) + sim(Tg,)
i=0 i=1 X v v X
(t+ 1) h(v) + 2 (V)
v2T v2T

(t+1) sim(T*)+ 2 sim(T*) = (t+ 3) sim(T*):
Pierwszaz powyzszyt nierownosciwynika z Lematu 4.2.3orazLematu 4.2.4.
Druga natomiast wynika z Lematu 4.2.5.
Niedh i bedzietakie, zesim(T®) sim(T®), dlaj < t. Wowczas
t sim(TM) sim(T®);
j=0
co konczy dowod. |

Zauwazimy, zejesli T jest drzewem logenetyczrym zawierajacym wierz-
cholki rzedu 1 oraz T, jest otrzymanez T przezusunieciewszystkih wierz-
cholkow rzedu 1 (przypadek, gdy wszystkiewierzcholki wewnetrzne T maja
rzad 1 jest trywialny), to sim(T#) = sim(T}) (poniewaz jeS|I rzad v w T
Jest 1i u jest jedynym synemv, to T#(v) = T#(u)). Zatem zaozenie o
rzedziewierzcholkow w Lemacie4.2.6 daje sie ominac.

Zajmiemy S|eterazproblememzna;dowanladrzewT0 orazT? ;. Prowadzi
to do nastngchegozagadnlenla

Znajdowanie optymalnego ulinio wienia z drzew em logenet ycznym

Dane drzewo logenetyczne T, chceny znalezc optymalne uliniowienie T# .

Zastosujeny metode programovania dynamicznego. Niech Sy;:::; S beda
etykietami liscily;:::;lc drzewa T i niech iSj=nj,dlaj = 1;:::7k Dla
T=lg;::10 (gdzieO i) nj,dlaj = 1;:::;k) niech V(ig;:::;ik) bedzie

wartoscia optymalnegouliniowieniadla drze\/\a logenetycznegoly,, majacego

ten samksztat coT i takiego, ze etykieta liscial; jest Sj[1:i;]. Oczwmsme

V(O """ ;0) = 0 (etykiety wszystkih wierzcholkow w uI|n|OW|en|u sa rowne
").

Aby ulozyc rownanie rekurencyjne musimy wprowadzic kilka de nicji.
Zacznieny od pojeciafragmertu drzewa T. Powiemy, ze D jest fragmentem
drzewa T gdy istni'eje wierzdholek v 2 T taki, zeD zawieratylko wierzdolki
z poddrzewa T,? oraz spelnione sa nastepujace warunki.

2pamietajmy, ze T, oznaczapoddrzewo drzewa T zaczepionew wierzcholku v.
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v2D.

Dla kazdegow 2 Ty, jesliw 2 D, to wszystkie wierzcholki lezace na
scieceod v dow naleza do D.

Jesliw 2 D nie jest lisciemw D (tzn. ma nastepnik), to w mate same
nastepnikiw D cow T,.

Lisc w D nie bedacy lisciemw T nazywa sie lisciemniewlasciwym Liscw D
bedacyjednocze;nlellsmemw T nazywa S|e lisciemwlasciwym PrzezE (D)
bed2|eny oznacza zbior wszystkit krawedmfragmertu D.

" Niech T = (ig;:::50k).  Zde niujemy pOJeC|eT-dekoraCJ| dla drzewa T.
Jestto drzewo D bedacefragmertem T, ktoregOW|erzd10Ik| wewretrzne sa
etykietowane literami z , alisciemajaetykietyz [ f g. Ponadto D musi
spelniac nastepujace warunki.

Kazdy lisc niewlasciwy ma etykiete

Kazdy lisc wlasciwy *; ma etykiete nalezaca do zbioru fSi(ij); g , o
ileij > 0. Dlaij = O etykieta liscia’; jest

D zawiera lisc wlasciwy o etykiecie bedacejliter a.

Etykietg wierzcholkav 2 D bgdzieny oznacza e,.
WagaT-dekoracji D zaczepionep korzeniudrzewa T jest
X
s(D) = s(ev; ew):

(v;w)2E (D)

Natomiast dla dekoracji D zaczepionew wierzcholku vo 2 T, nie bedacym
korzeniemT jest

X
S(D) = s( ;&) + s(ev; ew):
(v;w)2E (D)
Dla dekoracji D niech "p = ("1;:::;") 2 f0; 1g* bedzietakie, ze"; = 0,

gdy lisc ; 62D, lub °; 2 D oraz ma etykiete . Ponadto "; = 1, gdy lisc
"i 2 D orazma jako etykiete litere. Z de nicji T-dekoracji wynika, ze"p 6 O.
Niedh D(T) oznaczazbior wszystkid T-dekoracji dla T.

Mozeny juz napisac rownanierekurencyjnewyznaczgacefunkcjeV. Nieth
T6 0.

V(@) = min V(I ")+ s(D): (4.6)
D 2D (f)
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Uzasadniny poprawnosc powyzszegorownania. Niedh TT# bedzie opty-
malnym uliniowieniemdla drzewa T., gdzieT 6 0. Przyjmijmy, zewierzcolek
A T ma przypisare etykiete S,. Niedh v bedziedowolnym wierzdolkiem
[ n|ed1 Viiii1iVg beda Wszystklml synamiv. Rozwazmy d + 1 rozszerza
SO . g# . gl dowa Sy, takich zedla0< i d, S ; S{* jest op-
tymalnym uliniowieniemdla S,, orazS, (czyli s(SS?)# ; (')#) = sim(S,;S))).
Dla korzeniav, S* przyjmujemy rowneS,. Niech e, bedzieostatnim sym-
bolemw S (przyjmujemy e, = , gdy SI* jest pusty). Wierzcholek
Vv nazwieny pozytywnym gdy e, 2 . Gdy e, = , to v nazwieny wierz-
cholkiem negatywnym

Wierzaholek v nazwieny pelnym, gdy dla kazdegosynav;, ostatni symbol
w S jest litera. Wierzcholek, ktory nie jest pelny nazwieny niepelnym.

Rozwazmy dwa przypadki:

(A) Kazdy wierzdholek w T jest pelny. Niech v bedzie korzeniemdrzewa
T. Latwo jest pokazec, ze korzen v jest wierzcholkiem pozytywnym.
Pozostavimy to jako cwiczeniedla czytelnika. Niech D bedzie frag-
mertem zaczepiogm w v. Ponadto do D nalezy kazdy wierzcholek w,
dla ktoregodrogaw T od v do w zawiera samepozytywne wierzdolKi
(byc moze zawyjatkiem w). Tzn. w 2 D wtedy i tylko wtedy, gdy dla
drogi v = vg;::: V= W wierzdholKi Vo;::: Ve 1 sa pozytywne.

(B) T zawierawierzdholek niepelny. Niedh w bedziewierzdolkiem niepelnym,
takim zedla pewnegosynav wierzcholka w (powiedzny, zev jesti-tym
synemw), ostatnia litera w S\ jest  oraz kazdy wierzdolek w T,
jest pelny. Latwo jest pokazec, ze v jest wierzcholkiem pozytywnym.
Niedh D bedziefragmertem drzewa T zaczepiogm w v, zde niowanym
podobnie jak w przypadku (A).

Zauwazy, ze konstrukcja fragmertu D w (A) lub (B) ma nastepujaca
wlasnasc. Kazdy wierzcholek wewretrzny v 2 D maetykieta e, bedaca litera.
Etykieta ta jest ostatnia Ilteraslowa S, stojacegoprzy v w T# Niech T# D
oznaczauliniowienie, w ktorym w kazdym pozytywnym W|erzmolku w 2D
usuwamy ostatnla} Iltere dowa S, w TT

Gdyby wszystkielisciewlasciwve w D byly negatywne, to TT# D byloby
uliniowieniemdla T, o wadzemniejszej, wbrew zaozeniu otpymalnosci ulin-
iowienia T . Zatem D zawiera lisc wlasciwy pozytywny® Czyli D jest 1-
dekoracja. Ponadto mamy nastepujaca wlasnasc.

SWszystkie liscie niewlascive w D sa negatywne.
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Zadanie 4.2.2 Udowodnic nastepujaca rownasc
sim(T” D)+ s(D) = sim(T"):
Z powyzszyd uwag wynika poprawnosc rownania(4.6).
Zadanie 4.2.3 Udowodnic poprawnaosc rownania(4.6).

Oszacujny teraz zlozonasc powyzszegoalgorytmu. Niech c = j j+ 1.
Liczba wszystkic T-dekoraciji jest O(¢d™)). Rozmiar tablicy V jest O(n¥) =
O(ni™Th), gdzien jest ograniczeniemgornym dlugosci slow Sy;:::; S¢. Koszt
wyliczeniaV (f) zgadnie z rownaniem(4.6) wynosiO(c™)). Zatemczasobliczenia
caej tablicy wynosi O((cn)/™).

Tak wiec udowodnilismy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4.2.7 Istnieje stala ¢ > 1, taka ze problem znajdowaniaop-
tymalnego uliniowienia dla drzewa lo genetyczngo T daje sie rozwiazec w
czasieO((cn)'™), gdzien jest ograniczeniemgornym na dlugesc etykiet lisci
wT.

Drugi problem poleggacy na znalezieniuoptymalnego uliniowienia dla
danegodrzewa logenetycznego,w ktorym ustalona jest etykieta korzenia
rozwiazuje sie calkowicie analogiczniedo wyzej opisanegozagadnienia. Po-
zostawiamy to jako zadanie.

Zadanie 4.2.4 Dane drzewo T z etykietami pewrnych wierzdolkow (nie
tylko lisci). Dobrac etykiety pozostdych wierzcholkow tak, aby otrzymac
drzewo o minimalnej wadze. Czas powinien byc O((cn)i™}), gdzie n jest
ograniczeniemdlugosci wszystkit etykiet w T.

Wielomiano wy schemat aproksymacji

Rozwezaniate] Selcji prowadza do nastepujacegowielomianavegosdiematu
aproksymaciji. Niech T bed2|edrze\/\em Iogenetycznym i niech " > 0.

Wybieramy t 2 N tak, aby 3=t < ".

Niech v bedzie korzeniem T. Dla kazdegoO I < t rozwazany
fragment T, ;. Jest on rozmiaru O(d') i ma O(d") lisci. Poniewaz
nie znanmy wartosci funkcji “(v) dlav 2 | (T), to musimy wyprobowac
wszystkiemozliwe przyporzadkowania etykiet lisciw T, lisciomw T,
(oczywisciedla lisciaw 2 L(T, ) wystarczy tylko rozwazec etykiety
zngdujacesie w Ty). Dla kazdegotaklego przyporzadkowania znaj-
dujemy optymalne uliniowienie T ; (stosujeny tu Twierdzenie4.2.7).
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Ostateczniewybierany takie przyporzadkowanie etykiet, dla ktorego
wagaT? ; jest najmniejsza. Poniewaz takich przyporzadkowan jest co
najwyzej % , to ten krok zajmuje O( & (cn)?) czasu. Ponievaz
d oraz t sa ustalone, to czaszuzyty w tym kroku algorytmu zalezy
wielomianavo od k i od n.

dla v 2 G; podobnie postepujeny znajdujac drzewa Te:. Tenkrok tez
zuzywa czaswielomianavo zalezny od k i od n.

Sunmujemy wagi optymalnych uliniowien dla T. i oraszOt jv2Gg.
Zawwazny, zeGij = O(jTj=t). W ten sposob obllczarry wage drzewa
TO

Wybieramy drzewo T o minimalnej wadze. Uliniowienie skonstruowvane
dlategodrzewa jest poszukivana aproksymacg optymalnegouliniowienia.
Z Lematu 4.2.6 wynika, ze blad tego uI|n|0W|en|aJest nie wiekszyniz
3F=t<

Mamy wiec nastepujacetwierdzenie.

Twierdzenie 4.2.8 (W ang, Jiang, Lawler'96)
Jesli s jest odlegloscia, to istnieje wielomianowyschemataproksymacii, ktory
dla dowolnggo " > 0 i dla dowolngo drzewa lo genetyczngo T o rzedzie
wierzchdkow nie wiekszymod d, znajduje uliniowienie T° dla T takie, ze
jesli T# jest optymainym uliniowieniem dla T, to

sm(T9  (1+") sim(T#):

Ponadto czas dzidania tego algorytmu wynosi O( & (cn)¥ jTj), gdzie
t = 3=". Zatem czasjest ograniczony przezwielomian od k;n orazTj.

4.3 Ulinio wienie z gwiazd a (problem slow Steinera)

Niech s bedzie odledoscia w alfabecie [ fg i niech S;;:::;S¢ bedzie
skonczorym ciagiemslow nad . DladowaS2 bledem konsensusowym
dowa S Wzgledemsl; 111 S nazwieny
X
E(S) = sim(S; S):
i=1
Slowo S nazwieny slowem Steiner dla S;;:::; Sk, jesli minimalizuje ono

blad konsensusay E(S).
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Zauwazmy, ze problem sow Steinerajest szczeglnym przypadkiem prob-
lemu uliniowieniazdrzewem logenetyczrym. Drzewo, w tym przypadku, ma
postac gwiazdy tzn. korzen ma rzad wierzdholka k, z ktoregowychodzi k
krawedzilaczacyd liscie.

Twierdzenie 4.3.1 (Elias'2003)
Dla kazdegyo skanczongo alfaletu o co najmniej dwoch elementachoraz

S2 ,takiezeE(S) m, gdzieE(S) jestliczonewzgbdem Sy;:::;Sc w
sensieodleglosci s?

Dowod powyzszegotwierdzenia mozna znalezc pracy umieszczonejna
stronie wykladu. Prosty algorytm aproksymacyjry dla problemu slow Stein-
era (przy zaozeniu, ze funkcja podobienstwa jest odlegoscia) wynika naty-
chmiast z nastepujacegolematu. '

istnieje i takie, ze
E(S)
E(S)

Dowod: Niech1l i k bedziedowolne. Wtedy

X X _
E(S) = sim(S;; §;) [sIm(S;;S) + sim(S; S))] =
j=1 i6i
(k 2) sim(S;;S) + E(S):

Terazniedh i bedzietakie, zesim(S;; S) jest minimalne. Wowczas

X ___
E(S) = sim(S;S§)) k sim(S;S):
j=1
Zatem
E(S) (k2 sim(S;S) , (k 2) sim(S;S)
E(S) E(S) k sim(S;;S)
= kk2+ 1=2 2=k
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To konczy dowod lematu. |

L. Wangi T. Jiang pokazali w 1994r., ze dla siedmiclememowego al-
fabetu nie istnieje wielomianavy sdhemat aproksymacji dla problemu ulin-
iowieniaz gwiazda, oile P 6 N P. Funkcja podobienstwa w tym dowodzie nie

jest odledosci. Nie jest znary analogiczly wynik dla takiej funkcji bedacej
odledosci.
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