
Zadanie 1.

Podaj semantyk¦ naturaln¡ (semantyk¦ operacyjn¡ du»ych kroków) dla j¦zyka o nast¦pu-
j¡cej gramatyce:

Num ∋ n ::= . . . | −1 | 0 | 1 | . . .
Var ∋ x ::= x | y | . . . | . . .
Expr ∋ E ::= n | x | E1 + E2 | E1 − E2

Instr ∋ I ::= x:=E | I1;I2 | skip | if E = 0 then I1 else I2 |
step x by E check | for var x := E1 to E2 do I end

Mo»na przyj¡¢, »e semantyka wyra»e« dana jest funkcj¡ E : Expr → (State → Z), gdzie jak
zwykle, Z to zbiór liczb caªkowitych, a State = Var → Z jest zbiorem stanów, przypisuj¡cych
warto±ci wszystkim zmiennym.

Instrukcje postaci x:=E, I1;I2, skip oraz if E = 0 then I1 else I2 wykonuje sie standar-
dowo (w rozwi¡zaniach zadania nale»y jednak opisa¢ ich semantyk¦).

Wykonanie p¦tli for var x := E1 to E2 do I end polega na obliczeniu warto±ci wyra»e«
E1 i E2, przypisaniu warto±ci wyra»enia E1 zmiennej steruj¡cej x i wykonaniu ciaªa p¦tli I;
obliczona tu warto±¢ wyra»enia E2 jest warto±ci¡ graniczn¡ zmiennej steruj¡cej tej p¦tli.

Wykonanie instrukcji postaci step x by E check poza ciaªem p¦tli ze zmienn¡ steruj¡ca x
mo»e by¢ de�niowane przez semantyk¦ dowolnie. Niech zatem for var x := E1 to E2 do I end
b¦dzie najbardziej wewn¦trzn¡ p¦tl¡ ze zmienn¡ steruj¡ca x, w której ciele wystepuje dana
instrukcja step x by E check. Wówczas wykonanie tej instrukcji polega na zwi¦kszeniu
warto±ci zmiennej x o warto±¢ wyra»enia E, porównaniu tak otrzymanej warto±ci n zmiennej
x z warto±ci¡ graniczn¡ m obliczon¡ w przy wej±ciu do tej petli, a dalej na:

� kontynuacji bie»¡cego obliczenia ciaªa p¦tli je±li n = m, albo

� ponownym wykonaniu ciaªa petli I je±li n < m, albo

� zako«czeniu wykonania tej p¦tli je±li n > m.

Przykªad:

0: z := 5;

1: for var x := 1 to 4 do

2: for var y := 1 to z - 2 do

3: for var x := 1 to y + 2 do

4: z := z - 1; y := y + 1;

5: if z - 4 = 0

6: then step x by 1 check

7: else step y by 0 check;

8: x := x + 1

end;

9: if y - 2 = 0 then skip else step x by 2 check

end;

10: z := 33

end

Program po przypisaniu zmiennej z warto±ci 5 wejdzie do p¦tli w wierszu 1., przypisze
tam zmiennej x warto±¢ 1 oraz ustali warto±¢ graniczn¡ tej p¦tli, 4. Nast¦pnie wejdzie do
p¦tli w wierszu 2., przypisze tam zmiennej y warto±¢ 1 i ustali warto±¢ graniczn¡ tej p¦tli, 3.
Dalej wejdzie do p¦tli w wierszu 3., przypisze tam zmiennej x warto±¢ 1 oraz ustali warto±¢
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graniczn¡ tej p¦tli, 3. Wykonanie ciaªa tej p¦tli rozpocznie od przypisa« w wierszu 4., ustalaj¡c
warto±ci zmiennych z = 4 i y = 2. Po sprawdzeniu warunku z wiersza 5. wykonana b¦dzie
instrukcja step z wiersza 6., która zwi¦kszy warto±¢ zmiennej x do x = 2 oraz porówna t¦
warto±¢ z warto±ci¡ graniczn¡ 3 dla p¦tli z wiersza 3., co zdecyduje o ponownym wykonywaniu
ciaªa tej p¦tli. Teraz przypisania z wiersza 4. ustal¡ warto±¢ zmiennych z = 3 i y = 3, co
po sprawdzeniu warunku z wiersza 5. prowadzi do instrukcji step z wiersza 7. Zwi¦kszenie
warto±ci zmiennej y o 0 zachowuje jej warto±¢ 3, która jest równa warto±ci granicznej 3 dla
p¦tli z wiersza 2. Zatem wykonanie ciaªa tej p¦tli b¦dzie kontynuowane. Przypisanie z wiersza
8. nada zmiennej x warto±¢ x = 3 i nast¡pi zako«czenie wykonywania ciaªa i caªej p¦tli z
wiersza 3. Nast¦pnie sprawdzony zostanie warunek z wiersza 9., co doprowadzi do wykonania
instrukcji step z tego wiersza. Spowoduje ona zwi¦kszenie warto±ci zmiennej x do x = 5 i
porównanie tej warto±ci z warto±ci¡ graniczn¡ 4 p¦tli z wiersza 1. Poniewa» warto±¢ ta zostaªa
przekroczona, nast¡pi zako«czenie wykonywania p¦tli z wiersza 1. (bez kontynuacji wykonania
ciaªa i caªej p¦tli wewn¦trznej z wiersza 2. oraz bez wykonania przypisania z wiersza 10.), a
zatem tak»e caªego programu. W ko«cowym stanie zmienne maj¡ warto±ci z = 3, y = 3, x = 5.
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Rozwi¡zanie I:

Semantyka naturalna (du»e kroki):

�Dobre� kon�guracje ko«cowe: T = State.
Kon�guracje: Γ = Instr × Env × State ∪ (Var × Instr)× Env × State ∪ Var × State ∪ T.

� ⟨x, s⟩ ∈ Var × State zapisuj¦ jako ⟨check x, s⟩.
� ⟨x, I⟩ ∈ Var × Instr zapisuj¦ jako do I checking x.

� �rodowiska ρ ∈ Env = Var ⇀ Z to funkcje cz¦±ciowe, które zmiennym steruj¡cym
przypisuj¡ warto±ci graniczne dla odpowiadaj¡cych im p¦tli.

Relacja �doj±cia� (�du»ych kroków�):

; ⊆ (Instr × Env × State ∪ (Var × Instr)× Env × State)× (Var × State ∪ T)

Reguªy:
Standardowe reguªy dla zwykªych oblicze«:

⟨x:=E, ρ, s⟩ ; s[x 7→E [[E]] s] ⟨skip, ρ, s⟩ ; s

⟨I1, ρ, s⟩ ; s′ ⟨I2, ρ, s′⟩ ; s′′

⟨I1;I2, ρ, s⟩ ; s′′

⟨I1, ρ, s⟩ ; s′

⟨if E = 0 then I1 else I2, ρ, s⟩ ; s′
if E [[E]] s = 0

⟨I2, ρ, s⟩ ; s′

⟨if E = 0 then I1 else I2, ρ, s⟩ ; s′
if E [[E]] s ̸= 0

Semantyka for przez semantyk¦ do:

⟨do I checking x, ρ[x 7→E [[E2]] s], s[x 7→E [[E1]] s]⟩ ; s′

⟨for var x := E1 to E2 do I end, s⟩ ; s′

⟨do I checking x, ρ[x 7→E [[E2]] s], s[x 7→E [[E1]] s]⟩ ; ⟨check y, s′⟩
⟨for var x := E1 to E2 do I end, s⟩ ; ⟨check y, s′⟩

Zgªoszenie sytuacji wyj¡tkowej:

⟨step x by E check, ρ, s⟩ ; s[x 7→(s x+ E [[E]] s)]
if ρ x = (s x+ E [[E]] s)

⟨step x by E check, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s[x 7→(s x+ E [[E]] s)]⟩
if ρ x ̸= (s x+ E [[E]] s)

Propagowanie sytuacji wyj¡tkowej:

⟨I1, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′⟩
⟨I1;I2, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′⟩

⟨I1, ρ, s⟩ ; s′ ⟨I2, ρ, s′⟩ ; ⟨check x, s′′⟩
⟨I1;I2, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′′⟩

⟨I1, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′⟩
⟨if E = 0 then I1 else I2, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′⟩

if E [[E]] s = 0
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⟨I2, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′⟩
⟨if E = 0 then I1 else I2, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′⟩

if E [[E]] s ̸= 0

⟨I, ρ, s⟩ ; ⟨check y, s′⟩
⟨do I checking x, ρ, s⟩ ; ⟨check y, s′⟩

if x ̸= y

Obsªuga sytuacji wyj¡tkowej:

⟨I, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′⟩
⟨do I checking x, ρ, s⟩ ; s′

if s′ x > ρx

⟨I, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′⟩ ⟨do I checking x, ρ, s′⟩ ; s′′

⟨do I checking x, ρ, s⟩ ; s′′
if s′ x < ρx

⟨I, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′⟩ ⟨do I checking x, ρ, s′⟩ ; ⟨check y, s′′⟩
⟨do I checking x, ρ, s⟩ ; ⟨check y, s′′⟩

if s′ x < ρx, x ̸= y

Celowo nie ma tu klauzuli dla przypadku ⟨I, ρ, s⟩ ; ⟨check x, s′⟩ i ⟨do I checking x, ρ, s′⟩ ;
⟨check x, s′′⟩ przy s′ x < ρx: z instrukcji do/for ze zmienn¡ steruj¡c¡ x nigdy nie wychodzimy
szukaj¡c zmiennej steruj¡cej x �wy»ej�.

4



Rozwi¡zanie II:

Semantyka maªych kroków:

Rozszerzamy klas¦ instrukcji o now¡ konstrukcj¦ do I, tj., rozszerzamy gramatyk¦ dla instrukcji
jak nast¦puje:

Instr+ ∋ I ::= x:=E | I1;I2 | skip | if E = 0 then I1 else I2 |
step x by E check | for var x := E1 to E2 do I end | do I

�Dobre� kon�guracje ko«cowe: T = State.
Kon�guracje: Γ = Instr+ × (Var × Z× Instr)∗ × State ∪

Var × (Var × Z× Instr)∗ × State ∪
T.

� ⟨x, k, I⟩ ∈ Var × Z× Instr zapisuj¦ jako do I checking x ≤ k,

� ⟨x, ρ, s⟩ ∈ Var × (Var × Z× Instr)∗ × State zapisuj¦ jako ⟨check x, ρ, s⟩.
� dla ci¡gów ρ ∈ (Var × Z × Instr)∗ u»ywa¢ b¦d¦ standardowo zde�niowanych operacji
(cokolwiek potrzebne: head , tail , cons, append , te» pusty ci¡g ⟨⟩).

� Wprowadzam pomocnicz¡ funkcj¦ cz¦±ciow¡ lv : Var×(Var×Z×Instr)∗ ⇀ Z zde�niowan¡
jako najmniejsza funkcja speªniaj¡ca lv(x, cons(do I checking x ≤ k, ρ)) = k oraz
lv(x, cons(do I checking y ≤ k, ρ)) = lv(x, ρ) dla x ̸= y (lv(x, ρ) nie jest zde�niowane,
gdy na li±cie ρ nie ma trójki postaci ⟨x, k, I⟩, a gdy takie trójki s¡, to lv(x, ρ) wybiera k
z pierwszej z nich).

Relacja �przej±cia� (�maªych kroków�):

⇒ ⊆
(
Instr+ × (Var × Z× Instr)∗ × State

)
× (Γ)

Kon�guracje ⟨check x, ρ, s⟩ s¡ pomocnicze, �wewn¦trzne� dla ciaª p¦tli, dla opisu przej±¢
kon�guracji z p¦tlami � poza ciaªem p¦tli powoduj¡ blokad¦.
Reguªy:
Standardowe reguªy dla zwykªych kroków:

⟨x:=E, ρ, s⟩ ⇒ s[x 7→E [[E]] s] ⟨skip, ρ, s⟩ ⇒ s

⟨I1, ρ, s⟩ ⇒ s′

⟨I1;I2, ρ, s⟩ ⇒ ⟨I2, ρ, s′⟩
⟨I1, ρ, s⟩ ⇒ ⟨I ′1, ρ′, s′⟩

⟨I1;I2, ρ, s⟩ ⇒ ⟨I ′1;I2, ρ′, s′⟩

⟨if E = 0 then I1 else I2, ρ, s⟩ ⇒ ⟨I1, ρ, s⟩
if E [[E]] s = 0

⟨if E = 0 then I1 else I2, ρ, s⟩ ⇒ ⟨I2, ρ, s⟩
if E [[E]] s ̸= 0

Semantyka for przez do:

⟨for var x := E1 to E2 do I end, ρ, s⟩ ⇒ ⟨do I,
cons(do I checking x ≤ E [[E2]] s, ρ),
s[x7→(s x+ E [[E]] s)]⟩
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Semantyka step � przej±cie do sytuacji wyj¡tkowej:

⟨step x by E check, ρ, s⟩ ⇒ s[x 7→s x+ (E [[E]] s)]
if lv(x, ρ) = s x+ (E [[E]] s)

⟨step x by E check, ρ, s⟩ ⇒ ⟨check x, ρ, s[x 7→s x+ (E [[E]] s)]⟩
if lv(x, ρ) ̸= s x+ (E [[E]] s)

Propagowanie sytuacji wyj¡tkowej:

⟨I1, ρ, s⟩ ⇒ ⟨check x, ρ′, s′⟩
⟨I1;I2, s⟩ ⇒ ⟨check x, ρ′, s′⟩

Semantyka do:
⟨I, ρ, s⟩ ⇒ ⟨I ′, ρ′, s′⟩

⟨do I, ρ, s⟩ ⇒ ⟨do I ′, ρ′, s′⟩

⟨I, ρ, s⟩ ⇒ ⟨check x, cons(do I ′ checking y ≤ k, ρ′), s′⟩
⟨do I, ρ, s⟩ ⇒ ⟨check x, ρ′, s′⟩

if x ̸= y

⟨I, ρ, s⟩ ⇒ ⟨check x, cons(do I ′ checking x ≤ k, ρ′), s′⟩
⟨do I, ρ, s⟩ ⇒ s′

if s′ x > k

⟨I, ρ, s⟩ ⇒ ⟨check x, cons(do I ′ checking x ≤ k, ρ′), s′⟩
⟨do I, ρ, s⟩ ⇒ ⟨do I ′, cons(do I ′ checking x ≤ k, ρ′), s′⟩

if s′ x < k
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