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Wstep

Topologia jest dziedzina matematyki w ktorej nadaje sie precyzyjny, abstrakcyjny sens intu-
icjom zwiazanym z pojeciami cigglosci, deformacji, spdjnosci oraz analizy jakosciowej wza-
jemnego potozenia obiektow geometrycznych - stad dawna nazwa topologii Analysis situs,
czyli analiza potozenia. Topologia bywa okredlana jako "elastyczna geometria”; czyli nauka
o relacjach geometrycznych abstrahujacych od pomiaréw odleglosci, ale dopuszczajacych
ciagle przeksztalcenia obiektéw geometrycznych. Relacje przystawania czy izometrii znane
z geometrii zastepuja w topologii pojecia homeomorfizmu lub jeszcze bardziej zgrubne ho-
motopijnej réwnowaznosci obiektow geometrycznych. Niezmiennikiem homeomorfizmu jest
np. zwartosé¢ i spojnosé przestrzeni; niezmiennikiem homotopijnych réwnowaznosci tylko
spojnosé 1 jej wyzej wymiarowe odpowiedniki ("dziury w przestrzeni”).

Poczatki rozwazan topologicznych znajduja sie w pracach Leonarda Fulera, ale pierw-
szego catodciowego ujecia idei topologicznych dokonal Johann Benedict Listing w wydanej
w 1847 roku ksiazce Vorstudien zur Topologie, ktory wprowadzil tez nazwe "Topologia"
od greckiego stowa topos - miejsce. Kolejne przetomy w rozwoju topologii sa zwiazane ze
sformutowaniem jej podstawowych i poje¢ w terminach teorii mnogosci, rozwinietej przez
Georga Cantora pod koniec XIX w. oraz z wprowadzeniem narzedzi algebraicznych do
badania wlasnosci topologicznych przez Henri Poincaré na poczatku wieku XX. Do rozwo-
ju topologii wybitnie przyczynili sie w okresie miedzywojennym warszawscy matematycy
Kazimierz Kuratowski, Karol Borsuk i Samuel Eilenberg (od 1939 r. w USA).

Tak jak przewidywat Poincaré, metody topologiczne wywarty ogromny wptyw na ba-
dania matematyczne w wielu dziedzinach. Az 15 matematykow otrzymalo medal Fieldsa
za osiagniecia w dziedzinie topologii lub za osiggniecia w geometrii i analizie globalnej
motywowane ideami topologicznymi. Topologia przeplata si¢ z niemal wszystkimi dziatami
matematyki czystej, a w ostatnich latach jej idee sa wykorzystywane coraz szerzej w infor-
matyce teoretycznej i robotyce; obok tradycyjnych dzialéw topologii: topologii mnogo$cio-
wej (ogolnej), algebraicznej, geometrycznej coraz wiecej moéwi sie o topologii obliczeniowej
(computational topology).

Ponizsze notatki stanowia zintegrowana wersje prezentacji wyswietlanych podczas wy-
ktadu, uzupelionych o wiele szczegdtéw i dowodow, ktore byly szkicowane na tablicy lub
pomijane. Studentéw zachecam do korzystania z tych notatek réwnolegle z lekturg skryptu
S. Betley, J. Chaber, E.Pol, R.Pol TOPOLOGIA I, wyktady i zadania, wrzesien 2012 ozna-
czanego dalej BCPP. Zauwazycie z pewnoscia pewne réznice zar6wno w zakresie materiatu,
jak i rozkladu akcentéw. Mam jednak nadzieje, Ze spojrzenie na topologie z réznych per-
spektyw pozwoli Wam lepiej zrozumieé jedne z najwazniejszych idei matematyki. Notatki
nie zawieraja zadari, ktére sa osobno opublikowane. Uwagi Czytelnikéw mile widziane.


http://duch.mimuw.edu.pl/~betley/wyklad1/topologia.pdf
http://duch.mimuw.edu.pl/~betley/wyklad1/topologia.pdf
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Rozdziat 1
Ciaglosé 1 topologia

Nadanie precyzyjnego sensu intiucyjnemu pojeciu ciagtosci jest jednym z gtéwnych tema-
tow dziedziny matematyki, zwanej topologia. Definicja funkcji cigglej znana z podstawo-
wego wykladu Analizy Matematycznej dotyczy jednynie liczb rzeczywistych i wykorzystuje
dwie struktury, w ktére wyposazone sg liczby rzeczywiste: dodawanie i porzadek. Definicja
topologii w zbiorze motywowana jest pytaniem, jaka mozliwie najstabsza struktura jest
potrzebna, aby méwié o ciaglosci w taki sposob, by w znanych przypadkach pokrywato sie
ono z faktami z analizy matematycznej oraz z intuicja geometryczna zwiazang z potocznym
rozumieniem tego pojecia.

1.1 Ciaglosé funkcji wg. Cauchy

7 Analizy Matematycznej znana jest nastepujaca definicja ciagtosci funkcji:

Definicja 1.1.1 (Cauchy'). Niech f: R — R bedzie bedzie funkcja rzeczywista. Mowimy,
ze f jest ciaggla jesli dla kazdego punktu xzg € R i dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze
zachodzi implikacja:

w0 —x[ <6 = |f(wo) = fz)| <e

Nastepne stwierdzenie méwi, ze aby méwié o ciagtosci wystarczy relacja porzadku liczb
rzeczywistych, a doktadniej warunek Cauchy mozna sformutowaé¢ odwotujac sie jedynie do
odcinkéw otwartych:

Stwierdzenie 1.1.1. Funkcja f: R — R jest ciagta wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
odcinka otwartego (c,d) C R i dowolnego punktu x € f=1((c,d)) istnieje odcinek owarty
(a,b) > x taki, ze (a,b) C f~1((c,d)), czyli przeciwobraz f~1((c,d)) jest sumq mnogosciowa
odcinkow otwartych. O

Poniewaz przeciwobraz sumy zbioréw jest suma przeciwobrazow ostatnie stwierdzenie
mozna sformulowaé tak: odwzorowanie jest ciagte jesli przeciwobrazy sum mnogosciowych
odcinkéw otwartych sg sumami mnogosciowymi odcinkéw otwartych.

! Augustin Louis Cauchy (Paris 1789 - Sceaux (near Paris) 1857) pioneered the study of analysis, both real
and complex, and the theory of permutation groups. He also researched in convergence and divergence of infinite
series, differential equations, determinants, probability and mathematical physics. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Cauchy.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Cauchy.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Cauchy.html
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1.2 Topologie i przestrzenie topologiczne

Definicja topologii w dowolnym zbiorze jest motywowana wlasnosciami podzbioréw prostej
rzeczywistej bedacych sumami mnogos$ciowymi odcinkéw otwartych, czyli takich podzbio-
row U C R, ze dla kazdego punktu = € U istnieja liczby s < z < t takie, ze (s,t) C U.

Definicja 1.2.1. Niech X bedzie zbiorem. Topologiq w zbiorze X nazywamy rodzine pod-
zbiorow T C P(X) taka, ze:

(T1) 0, X eT

(T2) Dla dowolnej rodziny zbioréw {U; }ier takich, ze U; € T suma mnogosciowa J;c; U; €
T

(T3) Dla dowolnej skoniczonej rodziny zbiorow {U; }icr takich, ze U; € T ich czes¢ wspol-

Przestrzenia topologiczna nazywamy pare (X,7), gdzie X jest zbiorem, a 7 ustalona
topologia. Zbiory nalezace do 7 nazywa sie otwartymi w przestrzeni topologicznej (X, 7).

Zauwazmy kilka wlasnosci topologii jako podzbioréw zbioru potegowego P (X):
e 7Zbior topologii w X jest czesciowo uporzadkowany przez inkluzje rodzin.

e W dowolnym zbiorze X definiuje sie dwie topologie: minimalna (antydyskretna)
Tos = {0, X} oraz maksymalna (dyskretna) 7s = P(X). Dla dowolnego zbioru X
przestrzen (X, 7,s) nazywamy przestrzeniq antydyskretng, a przestrzen (X, 75) nazy-
wamy przestrzeniq dyskretng.

e Dla dowolnej topologii 7 w X : T, C 7T C T5.
Stwierdzenie 1.2.1. Jesli {7;}scs jest rodzing topologii w zbiorze X, to ich przeciecie

N 7s tez jest topologig. O

1.3 Odwzorowania ciaggle i homemorfizmy

Definicja 1.3.1. Niech (X, 7x) oraz (Y, 7y) beda przestrzeniami topologicznymi. Odwzo-
rowanie zbiorow f : X — Y nazywa sie ciggtym jesli dla kazdego zbioru V € Ty jego
przeciwobraz f~1(V) € Tx .

Powyzsza definicja jest rownowazna nastepujacemu warunkowi, nawiazujacemu do de-

finicji ciagtosci wg. Cauchy: (X, 7x) EN (Y, 7y) jest ciaglte wtedy i tylko wtedy, gdy
VeexVvsfa)Iuse f(U) C V.

Zauwazmy, ze kazde przeksztalcenie okreslone na przestrzeni dyskretnej o wartosciach
w dowolnej przestrzeni topologicznej oraz kazde przeksztalcenie okre$lone na dowolnej
przestrzeni topologicznej o wartosciach w przestrzeni antydyskretnej jest ciagte.
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Stwierdzenie 1.3.1. Jesli odwzorowania (X, Tx) ER (Y, Ty) L (2,T4) sq ciggle, to ich
ztozenie (X, Tx) gof, (Z,Ty) tez jest ciggte. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej (X, Tx)
odwzorowanie identycznosciowe (X, Tx) tdx, (X, Tx) jest ciggte.

Definicja 1.3.2. Przeksztalcenie ciagle f : (X, 7x) — (Y,7y) nazywa sie homeomorfi-
zmem jesli istnieje przeksztalcenie ciagle g : (Y, 7y) — (X, Tx) takie, ze f o g = Idy oraz

go f=1dx.

Odnotujmy kilka wlasnosci homeomorifzmow:

e Homeomorfizm (X, 7x) EN (Y, 7y) jest bijekcja zbiorow X EN Y, ale nie kazda ciggla
bijekcja jest homeomorfizmem; np. jesli zbiér X ma co najmniej dwa punkty, to
identycznosé Id : (X, 7T5) — (X, 74s) jest ciagla, ale nie jest homeomorfizmem!

o Jesli (X, 7x) EX (Y, Ty) jest homeomorfizmem, to obraz dowolnego zbioru otwartego
jest zbiorem otwartym, bowiem jesli g jest ciaglym przeksztalceniem odwrotnym, to
f(U) = g~ (U) a ten zbiér na mocy ciaglosci g jest otwarty.

o Jesli (X, 7x) ER (Y, 7y) jest ciagla bijekcja taka, to dla dowolnego zbioru U € Tx
jego obraz f(U) € Ty, to f jest homeomorfizmem; uzasadnienie jak wyzej.

1.4 Zbiory domkniete

Definicja 1.4.1. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Podzbiér A C X nazywa
sie domkniety (w topologii 7') jesli X\ A € 7. Rodzine podzbioréw domknietych oznaczamy
Fr

Zauwazmy, ze odwzorowanie —¢ : P(X) — P(X) przypisujace kazdemu zbiorowi jego
dopelnienie ustala bijekcje miedzy rodzing zbioréw otwartych 7 i rodzing zbioréow do-
mknietych Fr.

Ze wzoréow De Morgana® wynikaja nastepujace wlasnosci rodziny zbioréw domknietych
Fr, dwoiste do wlasnosci rodziny zbioréw otwartych 7, wymienionych w Definicji 1.2.1:

1. X, 0 € Fr,

2. Dla dowolnej skonczonej rodziny {A;}ic; C Fr suma mnogoSciowa
UiEI Ai € Fr,

3. Dla dowolnej rodziny {A;}ic; C Fr ich czes¢ wspolna (;c; A € Fr .

Odnotujmy fakty dotyczace ciaglosci odwzorowan w terminach zbioré6w domknietych,
analogiczne do sformulowanych poprzednio dla zbioréw otwartych.

1. Przesztalcenie (X, 7Tx) EN (Y, Ty) jest ciagte wtedy i tylko wtedy gdy przeciwobraz
f~1(B) dowolnego podzbioru domknietego B C Y jest domkniety w X.

2Augustus De Morgan (Madurai, Tamil Nadu, India 1806 - 1871 London, UK) became the first professor
of mathematics at University College London and made important contributions to English mathematics. [Mac
Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/De_Morgan.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/De_Morgan.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/De_Morgan.html
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2. Jesli (X, Tx) ER (Y, 7y ) jest homeomorfizmem, to obraz dowolnego zbioru domknie-
tego jest zbiorem domknietym.

3. Jesli (X, Tx) EN (Y, 7y ) jest ciagla bijekcja taka, ze dla dowolnego zbioru domkniete-
go A C X jego obraz f(A) C Y jest zbiorem domknietym to f jest homeomorfizmem.

1.5 Wtlasnosé Hausdorffa

Definicja 1.5.1 (Wtasno$¢ Hausdorffa®). Przestrzeii topologiczna (X, 7 ) nazywamy prze-
strzenig Hausdorffa jesli dla dowolnych réznych punktow xg, 1 € X istnieja zbiory Uy, Uy €
T takie, ze g € Uy, w1 € Uy oraz Uy N Uy = 0.

Otoczenia roztgczne punktow x iy (buzki)

Przyktad 1.5.1. Na plaszczyznie z topologia Zariskiego dowolne dwa niepuste zbiory otwar-
te maja niepuste przeciecie (na rysunku dwa zbiory - jeden po usunieciu punktow x;, drugi
Yj):

3Felix Hausdorff (Breslau (Wroctaw) 1868 - Bonn 1942) worked in topology creating a theory of topological
and metric spaces. He also worked in set theory and introduced the concept of a partially ordered set. [Mac
Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Hausdorff.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Hausdorff.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Hausdorff.html
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0

0!

Stwierdzenie 1.5.1. Jesli (X, 7x) h, (Y, Ty) jest homeomorfizmem i (X,7Tx) jest prze-
strzeniq Haudorffa, to (Y, Ty) tez jest przestrzeniq Hausdorffa. O

1.6 Topologie pochodzace od metryki

Definicja 1.6.1 (Metryka). Metryka w zbiorze X nazywa sie funkcje d: X x X — R spel-
niajaca nastepujace warunki:

1. d(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = vy,
2. d(z,y) = d(y,x), dla z,y €X,
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), dla z,y,z € X. (nier. trojkata)

Liczba d(x, y) nazywa sie odlegloscia punktow x, y € X w metryce d. Pare (X, d) nazywamy
przestrzenia metryczna.

Uwaga 1.6.1. Jesli A C X jest dowolnym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, dx), to
obciecie odwzorowania d do zbioru A x A zadaje metryke na A - odpowiednia przestrzen
metryczna oznaczamy (A, dx|A).

Definicja 1.6.2. Kula (otwarta) w przestrzeni metrycznej (X,d) o $rodku w punkcie
o € X i promieniu r > 0 nazywamy zbior

B(.TQ,?“) = {J} eX | d(l’o,.’L’) < T}v
a kula domknieta zbior D(zg,7) := {x € X |d(zo,z) < r}

Stwierdzenie 1.6.1. Niech (X, d) bedzie przestrzeniq metryczng. Rodzina podzbioréw zbio-
ru X:
T(d) = {U cX ‘V$6U3r>0 B(.ZL',?“) C U}

jest topologiq w X, spetniajacqg warunek Hausdorffa.
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Dowdd. Spelnienie przez zdefinowana wyzej rodzine warunkow (1), (2) w definicji topologii
1.2.1 jest oczywiste. Jesli Uy,..,Uy € T(d) oraz x € Uy N ...\ Uy i dla kazdego i = 1,.., k
istnieje liczba r; > 0 taka, ze B(z,r;) C U;, to dla r := min{ry,..,r;} zachodzi inkluzja
B(z,r) cUiN..NUy.

Zauwazmy, ze dowolna kula otwarta B(x,r) € 7(d), bowiem dla dowolnego punktu
y € B(z,r) z nier6wnosci trojkata wynika, ze dla s := r—d(x, y) zachodzi inkluzja B(y, s) C
B(z,r).

Podobnie warunek Hausdorffa wynika natychmiast z warunku (1) i z nieréwnosci troj-
kata. Jesli z1,x2 € X sa réznymi punktami i d := d(z1,z2) > 0 to kule B(x1, g) i B(xa, %)
sg roztacznymi otoczeniami otwartymi tych punktow. O

Uwaga 1.6.1. Podzbior U € T (d) wtedy i tylko wtedy, gdy jest suma kul otwartych.

s

oA
B A\

Otoczenia roztgczne dwdéch punktéw w przestrzeni metrycznej.

Nie kazda topologia pochodzi od metryki, choéby dlatego, ze nie kazda ma wtasnosé
Hausdorffa. Z drugiej strony dwie rézne metryki moga wyznaczaé te sama topologie. Np.
dla dowolnej metryki d jej "obciecie” z gory przez dowolna liczbe > 0 np. 1, czyli d'(x,y) :=
min{d(z,y), 1} wyznacza te sama topologie co d. Stad nastepna definicja:

Definicja 1.6.3 (Metryki rownowazne i topologia metryzowalna). Metryki dy, da w zbiorze
X nazywaja sie réwnowazne jesli 7 (dy) = T (dg). Jesli (X, T') jest przestrzenia topologiczna
taka, ze istnieje metryka d na X taka, ze 7 = 7 (d) to moéwimy, ze przestrzen (X,7) jest
metryzowalna.

Stwierdzenie 1.6.2. Jesli przestrzen (X, Tx) jest metryzowalna, a przestrzen (Y, Ty) jest
z nig homeomorficzna, to jest takze metryzowalna.

Dowad. Jesli g : (Y,7y) — (X,7x) jest homeomorfizmem, a dx : X x X — R metryka
taka, ze Tx = 7T (dx) to definiujemy metryke "przenoszac”’ ja przez odwzorowanie g :
dy : Y XY — R wzorem dy (y1,y2) := dx(9(y1),9(y2)). O

Stwierdzenie 1.6.3. Odwzorowanie (X, 7 (dx)) ER (Y, T (dy)) jest ciggte wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego punktu xo € X ¢ dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba 6 > 0 taka,

se f(B(wo,8)) C B(f(o),¢). O
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Definicja 1.6.4. Ciag punktow {x, } przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbiezny do punktu
zo € X wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnej liczby e > 0 istnieje liczba n(e€) taka, ze dla
wszystkich n > n(e), x, € B(xo,€) tzn. d(z,,z0) < €.

Stwierdzenie 1.6.4. (X,7 (dx)) EX (Y, T (dy)) jest ciggle <= wtedy i tylko wtedy,
gdy zachowuje granice ciggow, tzn.

zo = lim{z,} = f(xo) = lim{f(x,)}.

Dowadd. Powtérz dowdd roéwnowaznosci definicji ciagtosci wg Heinego i Cauchy znany z
Analizy Matematycznej 1. O
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Rozdzial 2

(Generowanie topologii 1 baza

2.1 Generowanie topologii

Niech X bedzie dowolnym zbiorem a U C P(X) dowolna rodzinag jego podzbiorow.

Definicja 2.1.1. Topologia generowang przez rodzine U C P(X) nazywamy najmniejsza
topologie w X zawierajaca U - czyli przeciecie wszystkich topologii zawierajacych rodzine
U. Oznaczamy ja 7 (U).

Konstrukcja topologii 7 (U):
1. dotaczamy do U przeciecia skoriczenie wielu elementéw rodziny U definiujac rodzine:
Uu" = {Ulﬁ-“ﬂUk’Uz‘ EU}

Rodzina U" jest juz zamknieta ze wzgledu na branie przecie¢ skonczenie wielu zbio-
row tzn. jesli Vi, Vo € U™ to Vi NV € UY"

2. Do rodziny U" dolgczamy wszystkie sumy zbioréw nalezacych do U definiujac ro-
dzine:
w = UV Vi euy
el
Rodzina (U")Y jest zamknigta ze wzgledu na branie sum zbioréw tzn. dla dowolnej

rodziny {W;}jes C (UMY jej suma | W; € (U™)".
JjeJ

3. T(U) = U

Stwierdzenie 2.1.1. Niech (X, T) bedzie dowolng przestrzeniq topologiczna, Y bedzie zbio-
rem oraz V C P(Y) rodzing jego podzbioréw. Przeksztatcenie f: (X, 7T) — (Y, T(V)) jest
ciggte wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru V €V jego przeciwobraz f~1(V) € T .0

Przyktad 2.1.1. Wyboér rodziny generujacej topologie nie jest oczywiscie jednoznacznys;
np. cala topologia generuje sama siebie. W przestrzeni metrycznej topologia 7 (d) jest
generowana przez kazda z nastepujacych rodzin:

1. Rodzine wszystkich kul otwartych.
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2. Rodzine kul otwartych o promieniach wymiernych.
3. Rodzine kul otwartych o promieniach % dlan=1,23...

i wiele innych.

2.2 Baza topologii

Definicja 2.2.1 (Baza topologii). Podrodzing B C 7 nazywamy bazg topologii 7 jesli
dowolny zbior U € T jest sumag mnogosciowsg pewnych zbioréw nalezacych do B.

Jesli przestrzeni topologiczna posiada baze przeliczalna, to méwimy ze spetnia I aksjo-
mat przeliczalno$ci.

Rodzina B C 7 jest baza topologii 7 wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego punktu
x € X oraz zbioru otwartego U > z istnieje zbiér V € B taki, ze x € V C U. Istotnie, jest
to warunek réwnowazny stwierdzeniu, ze U jest suma zbioréw nalezacych do B. W zapisie
logicznym warunek, ze zbior jest otwarty, wyrazony w terminach bazy jest nastepujacy:

UeT << VicydyspxeV CU.

Jesli B C T jest baza topologii 7 to oczywiscie B generuje topologie 7, przy czym w
opisanej wyzej procedurze generowania topologii przez rodzing zbioréw wystarczy dokonaé
kroku drugiego, bowiem definicji bazy przeciecie skoriczenie wielu zbioréw otwartych jest
suma zbioréw z B.

Stwierdzenie 2.2.1. Rodzina B C P(X) jest bazq topologii T (B) generowanej przez ro-
dzine B wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sq nastepujgce dwa warunki:

(B1) Voex Ivep z €V, czyli J{U |U € B} = X
(B2) Vvi vaeBVeevinv, Ivep x €V CVINVa
O

Stwierdzenie 2.2.2. Niech 71, 7o bedq topologiami w zbiorze X a By C Ty, i By C T
odpowiednio pewnymi ich bazami. Inkluzja topologii Ty C Ta zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego punktu x € X i zbioru bazowego Uy € By takiego, ze x € Uy € By istnieje

zbior Uy taki, ze x € Uy C Uj. O
Definicja 2.2.2. Mowimy, ze rodzina podzbiorow {As}ses zbioru X jest jego pokryciem
jesli U As =X .

seS

Stwierdzenie 2.2.3. Jesli przestrzen (X,T) posiada baze przeliczalna, to z kazdego po-

krycia X zbiorami otwartymi {Us}ses C T mozna wybraé podpokrycie przeliczalne, czyli
o0

istniejq wskazniki s1,s2,... € S takie, ze |J Us, = X.
i=1

(2

Ostatnie stwierdzenie wynika natychmiast z nastepujacego lematu teorio-mnogosciowego:
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Lemat 2.2.1. Zatdzmy, ze mamy dane dwa pokrycia zbioru X : {As}scs oraz{Bi}ier. Jesli
dla kazdego s € S i dla kazdego punktu a € A istnieje zbior Byq) taki, ze a € By C As,
to istnieje podzbior S" C S mocy nie wiekszej niz moc zbioru T taki, ze {As}scgs jest takze
pokryciem.

Dowdd. Rozpatrzmy funkcje 7 : {(a,s) | a € As, s € S} — T taka, 7e V(450 € Brqs) C

Ag 1 oznaczmy przez T' C T obraz 7, awiec X = |J By. Dla dowolnego t' € T” wybieramy
teT’
po jednym elemencie (a’,s') € 771(¢') i definiujemy zbior

S = {s' € S|3per (d, ) jest wybranym elementem 71 (¢')}.

Oczywiscie |S| < |T'| < |T| oraz {Ag }sess jest pokryciem, bowiem:

U 4> U Br=X.

s'es’ t'eT”
O

Whniosek 2.2.1. Jesli przestrzen (X,T) spetnia II aksjomat przeliczalnosci (tzn. posiada
baze przeliczalng), to z dowolnej bazy mozna wybraé baze przeliczalng. O

Definicja 2.2.3 (Baza topologii w punkcie). Niech z € X bedzie ustalonym punktem.
Podrodzine B, C 7 nazywamy bazq topologii T w punkcie x jesli dla kazdego zbioru
otwartego U > x istnieje zbior V € B, taki, ze x € V C U. Baze w punkcie nazywamy
takze bazq otoczen punktu x.

Jesli przestrzen topologiczna posiada baze przeliczalng w kazdym punkcie, to méwimy
ze spelia I aksjomat przeliczalnosci.

Zauwazmy, ze jesli B jest baza przestrzeni (X,7), to dla dowolnego x € X rodzina
B, :={U € B|U > z} jest baza w punkcie . Odwrotnie, majac bazy w punktach B, dla

wszystkich x € X, rodzina B := |J B, jest baza przestrzeni (X, 7).
zeX

Przyktad 2.2.1. Jesli (X, d) jest przestrzenia metryczna to dla ustalonego punktu xg € X
rodzina kul B(zg) := {B(zo; +) |n =1,2,...} jest baza topologii 7 (d) w punkcie zo, a wiec
dowolna przestrzen metryzowalna spelnia I aksjomat przeliczalnosci.
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Rozdziat 3

Wnetrze 1 domkniecie zbioru

Nie kazdy podzbidr przestrzeni topologicznej jest otwarty lub domkniety. Dla danego pod-
zbioru przestrzeni mozna jednak wskazaé zaréwno jego punkty wewnetrzne, jak tez punkty
lezace blisko tego zbioru, choé¢ niekoniecznie do niego nalezace. Ta geometryczna intuicja
jest sformalizowana w postaci definicj operacji wnetrza i domkniecia zbioru. Ponizej niech
(X, T) bedzie ustalona przestrzenia topologiczna.

3.1 Wnetrze zbioru

Definicja 3.1.1. Wnetrzem zbioru A C X nazywamy maksymalny (ze wzgledu na inklu-
zje) otwarty podzbior w A, a wiec sume wszystkich podzbioréw otwartych zawartych w
A:

Int(x7)(A) = U{U |UC A UeT}

Uwaga 3.1.1. Oznaczenie Int x 7)(A) podkresla, ze rozpatrujemy A jako podzbior prze-
strzeni (X, 7). Jesli jest jasne z kontekstu w jakiej przestrzeni topologicznej potozony jest

zbior A stosowane sa skrocone oznaczenia Intx (A), Int(A) lub A.

Stwierdzenie 3.1.1. Operacja brania wnetrza wyznacza odwzorowanie zbiordw potegowych
Int: P(X) — P(X) spetniajgce nastepujoce warunki:

1. VAC X, Int(A) C 4,
2. UeT <« Int(U)="U,
3. Int(Int(A)) = Int(A),
4. Int(A) NInt(B) = Int(A N B).
g

Stwierdzenie 3.1.2. Punkt a € Int(A) wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej bazy w punkcie
a istnieje zbior U z tej bazy taki, ze U C A. O

13
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3.2 Domkniecie zbioru

Definicja 3.2.1. Domknieciem zbioru A C X nazywamy minimalny (ze wzgledu na in-
kluzje) domkniety podzbior zawierajacy A, a wiec przeciecie wszystkich podzbiorow do-
mknietych zawierajacych A:

cixry(A) == {C|C > A, X\CeT}

Uwaga 3.2.1. Oznaczenie clx 7)(A) podkresla, ze domykamy A jako podzbior przestrzeni
X. Jedli jest jasne z kontekstu w jakiej przestrzeni topologicznej domykamy nasz zbiér,
stosowane jest skrocone oznaczenie cly(A),cl(A) lub A.

Stwierdzenie 3.2.1. Operacja domkniecie wyznacza odwzorowanie zbioréw potegowych
cl: P(X) — P(X) spetniajgce nastepujace warunki:

1.VAC X, cl(A) D A,

2. c(A)=A — X\AeT,
3. cl(cl(A)) = cl(A),

4. cl(A)Ucl(B) = cl(AU B).

Stwierdzenie 3.2.2. z € A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru otwartego U > x
(rownowaznie dowolnego zbioru z pewnej bazy w punkcie x € X ) przeciecie ze zbiorem A
jest niepuste: UN A # 0

Dowdd. Niech B, bedzie ustalong baza w punkcie . Rozpatrzmy zbior
C:={x e X|VYyep, UNA#0}.

Z definicji wynika, ze A C C oraz X \ C jest zbiorem otwartym, a wiec C' jest zbiorem
domknietym, a wiec A C C. Zauwazmy, ze takze C' C A. Istotnie, jesli x ¢ A to znaczy, ze
istnieje podzbiér domkniety B D A taki, ze x ¢ B, a wiec zbiér otwarty X \ B zawiera x i
nie przecina sie z A. O

3.3 Zbiory geste, brzegowe i oSrodkowosé

Definicja 3.3.1. Podzbior A C X nazywa sie gesty w przestrzeni topologicznej (X, 7)
jesli cl(A) = X. Przestrzen (X,7) nazywa sie osrodkowa jesli posiada gesty podzbior
przeliczalny.

Stwierdzenie 3.3.1. Niech (X, T) bedzie przestrzeniq topologiczng.

1. Podzbior A C X jest gesty wtedy i tylko wtedy, gdy ma niepuste przeciecie z dowolnym
niepustym zbiorem otwartym (réwnowaznie: zbiorem z pewnej bazy).

2. Jesli przestrzen topologiczna spetnia I aksjomat przeliczalnosci (tzn. ma baze przeli-
czalng), to jest osrodkowa.
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3. Jesli metryzowalna przestrzen topologiczna (X,T) jest osrodkowa, to spetnia II ak-
sjomat przeliczalnosci.

Dowdad.

Ad 1. Wynika natychmiast ze Stw. 4.4

Ad 2. Wybierajac z kazdego zbioru bazy przeliczalnej po jednym punkcie otrzymujemy
zbior przeliczalny majacy niepuste przeciecie z kazdym zbiorem otwartym (bo kazdy zbior
otwarty jest suma zbioréw z bazy.)

Ad 3. Niech dla pewnej metryki d w X, 7 = 7 (d). Jesli G C X jest zbiorem przeliczalnym
gestym, to rodzina zbiorow B := {B(z, %) |z € G, n € N} jest przeliczalna baza topologii
7(d). O

Uwaga 3.3.1. "Zalozenie o metryzowalnosci przestrzeni topologicznej w ostatniej implikacji
jest istotne, wystarczy rozpatrzeé prosta z topologia strzatki, ktora jest osrodkowa, lecz nie
spetnia II aksjomatu przeliczalnosci. "
3.4 Brzeg zbioru
Definicja 3.4.1. Brzegiem zbioru A C X nazywamy zbior
Fr(A) :=cl(4A) Ncl(X \ A).

Definicja 3.4.2. Podzbior A C X nazywa sie brzegowy jesli Int(A) = ().
Stwierdzenie 3.4.1. Zachodzq nastepujgce réwnosci zbiorow:

1. Int(A) = A\ Fr(A).

2. Fr(A)NInt(A) =0

3. cl(A) = Int(A) UFr(A)

4. X =Int(A) UFr(A) Ulnt(X \ A) i te zbiory sq parami roztgczne.

Uwaga 3.4.1. Zbior jest brzegowy wtedy i tylko wtedy, gdy cl(A) = Fr(A).

3.5 Wnetrze i domkniecie w terminach metryki

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczng oraz A C X. Opiszemy operacje wnetrza i
domkniecie zbioru A w topologii 7 (d) w terminach metryki d .

Stwierdzenie 3.5.1. Punkt a € Int(A) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba r > 0 taka,
ze B(a,r) C A. O

Stwierdzenie 3.5.2. Punkt x € cl(A) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag elementow
an € A zbiezny do punktu x.
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Dowdd. Jedli x € A, to dla dowolnej kuli B(z, %) istnieje punkt a, € B(z, %) N A. Ciag
{an} jest wiec zbiezny do z.

Odwrotnie, jesli ciag a, — x, to w dowolnym otoczeniu punktu x lezg punkty ze zbioru
A, a wiec z € A. O

Domkniecie zbioru moze by¢ opisane w terminach intuicyjnej funkcji odstepu punktu od
zbioru.

Stwierdzenie 3.5.3. Funkcja odstepu punktu a € X od podzbioru A C X, d(-,A): X — R
okreslona wzorem d(z, A) := inf{d(z.a) | a € A} jest ciggta oraz:

dlz,A) =0 <<= zecl(4).

Dowdd. Sprawdzimy, ze d(-, A) jest ciagla. Mamy oszacowanie:
|d(z,a) — d(y,a)| < d(z,y), a wiec |d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y), skad z definicji wg Heine
natychmiast wynika ciaglosé d(-, A). Odstep d(z, A) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje

podzbior ciag {a,} C A{a,} — x, a wiec z € A. O



Rozdzial 4

Konstrukcje przestrzeni
topologicznych

Majac dana przestrzen topologiczna lub rodzine przestrzeni mozna poprzez pewne stan-
dardowe konstrukcje budowaé nowe przestrzenie. Cztery konstrukcje (zwane takze ope-
racjami), ktore opisujemy w tym rozdziale to: podprzestrzen, przestrzen ilorazowa, pro-
dukt kartezjanski i suma prosta. Nowe przestrzenie powstaja przez wykonanie najpierw
odpowiedniej konstrukcji na zbiorach, a potem zdefiniowanie w nich "naturalnej” topolo-
gii. Analogiczne konstrukcje wystepuja w wielu innych teoriach matematycznych m.in. w
algebrze liniowej 1 w teorii grup. Pierwszy podrozdzial poswiecony jest definiowaniu topo-
logii w zbiorze poprzez zadanie, aby byly ciagte przeksztalcenia nalezace do danej rodziny
przeksztalcen okreslonych na tym zbiorze (lub prowadzaca do tego zbioru). W nastepnych
podrozdziatach omawiamy kolejno wspomniane wyzej konstrukcje.

4.1 Przecigganie i popychanie topologii

Przecigganie topologii

Niech X bedzie ustalonym zbiorem a §f = {f; : X — Y, }ier rodzina przeksztalceni okreslo-
nych na X o wartosciach w przestrzeniach topologicznych (Y;, 7;).

Definicja 4.1.1. 7*(f) najmniejsza topologia w X, w ktorej ciagle sa wszystkie odwzoro-
wania

{fi: (X, T7(F) = (Yi, Ti) Jier-

Stwierdzenie 4.1.1. Topologia T*(f) jest generowana przez rodzine zbioréw

{7 U)|Ui € T, i € I}

Bazq topologii T*(f) sa zbiory {fizl(Uil) N...N fizl(Uik)}, gdzie U;, € T;, , k € N, O
Stwierdzenie 4.1.2. Odwzorowanie g : (Z,Tz) — (X, T*(f)) jest ciagte wtedy i tylko wte-
dy, gdy dla kazdego 1el Zozenie przeksztatcen

(2.T2) & (X.T*()) % (Yi, T) jest ciggle. =

17
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Popychanie topologii

Niech teraz Y bedzie ustalonym zbiorem a g := {g; : X; — Y'},cs rodzing przeksztalcer
okreslonych na przestrzeniach topologicznych (X, 7;) o wartosciach w zbiorze Y.

Definicja 4.1.2. 7,(g) najwieksza topologia w Y, w ktorej wszystkie odwzorowania {g; :
X; — Y}jes sa ciagle.

Stwierdzenie 4.1.3. 7.(g) ={U C Y : Vje; gj_l(U) €7} O

Stwierdzenie 4.1.4. Odwzorowanie (Y, 7.(g)) EN (Z,Tz) jest ciggte wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego j € J ztozenie (X;,T;) %, (Y, 7.(g9)) EN (Z,Tz) jest ciagte. O

4.2 Podprzestrzen

Rozpatrujemy przestrzen (X,7) i jej podzbior A C X. Chcemy okresli¢ topologie 7|A w
tym zbiorze, wyznaczong przez topologie w calej przestrzeni. Naturalnym zadaniem jest
aby odwzorowanie wtozenia t: A C X, t(a) := a bylo ciagle, a z drugiej strony topologia
ta byla jak najblizsza topologii w X. Definiujemy wiec topologie 7|A jako przeciagniecie
topologii 7 przez wlozenie ¢:

TIA:=T"0) = { " (U)|UeT}={UNA|U € T}

Zauwazmy, ze jesli B jest baza topologii 7, to rodzina B|A := {U N A: U € B} jest baza
topologii 7|A — podobnie dla bazy w punkcie.

Podobnie jak w przypadku zbioréw otwartych w 7|A, zbiory domkniete w topolgii
podprzestrzeni to przeciecia zbioréw domknietych w calej przestrzeni z ta podprzestrzenia:
fT|A={BﬁACA: B e Fr}.

Stwierdzenie 4.2.1. Dia dowolnego podzbioru B C A zachodzi rowno$c¢ clis 114)(B) =
CI(X’T)(B) NA. O

Podobna réwnosé nie zachodzi dla wnetrza zbioru!
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Stwierdzenie 4.2.2.

1. Odwzorowanie (X', T") — (A, T|A) jest ciggte wtedy i tylko wtedy, gdy ztozenie
(X', T ER (A, T|A) 5 (X,T) jest ciggle.

2. Jesli odwzorowanie f : (X,7Tx) — (Y,Zy) jest ciggle oraz A C X, to obciecie
flA: (A, Tx|A) — (Y, Ty) tez jest ciggte. O

Odnotujmy zachowanie poznanych wtasnosci topologii przy przechodzeniu do podprze-
strzeni (tzw. dziedziczno$é wlasnoscei):

Stwierdzenie 4.2.3.
1. Podprzestrzen przestrzeni Hausdorffa jest przestrzeniq Hausdorffa.

2. Jesli przestrzen topologiczna spetnia I aksjomat przeliczalnosci (odp. II aksjomat prze-
liczalnosci), to dowolna jej podprzestrzen tez spetnia I aksjomat przeliczalnosci (odp.
II aksjomat przeliczalnosci).

3. Dowolna podprzestrzen przestrzeni metryzowalnej jest metryzowalna. Jesli (X, d) jest
przestrzeniq metryczng oraz A C X, to zachodzi réwnosé topologii T (d)|A = T (d|A).

4. Dowolna podprzestrzen osrodkowej przestrzeni metryzowalnej jest osrodkowa. O

Przyktad 4.2.1. Podprzestrzen przestrzeni osrodkowej nie musi by¢ osrodkowa (np. 0§y = 0
na plaszczyznie Niemyckiego). Wynika stad takze, ze topologia plaszczyzny Niemyckiego
nie jest metryzowalna.

4.3 Przestrzen ilorazowa

Niech X bedzie zbiorem, R C X x X relacja réwnowaznosci w tym zbiorze, a ¢ : X —
X/R odwzorowaniem przypisujacym kazdemu elementowi x jego klase abstrakeji [z]gr =
{y € X: (z,y) € R}. Zbior klas abstrakcji jest podzbiorem zbioru potegowego P(X).
Odwzorowanie ¢ : X — X/R C P(X) jest oczywiscie surjekcja. Odwrotnie, dowolna
surjekcja zbiorow p : X — Y definiuje relacj¢ rownowaznosci R, = {(2/,2") € X x
X |p(z") = p(2")} i odwzorowanie p wyznacza bijekcje p: X/R, — Y. Bedziemy wiec
nizej rozpatrywac surjekcje zbioréw; rzutowanie na zbioér klas abstrakcji bedzie szczegdlnym
przypadkiem ponizszej konstrukeji, dwoistej w pewnym sensie do poprzedniego przypadku,
gdy rozwazalismy injekcje (wlozenia podzbiorow).

Definicja 4.3.1. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna, a p: X — Y surjekcja na
zbior Y. Definiujemy topologie 7. (p) w zbiorze Y jako najwieksza topologie, w ktorej p jest
ciagte:

T(p) ={V CY [p~'(V) € Tx}

Stwierdzenie 4.3.1. Odwzorowanie f: (Y, T.(p)) — (Z,Tz) jest cigglte wtedy i tylko wte-
dy, gdy zozenie (X, Tx) 2 (Y, T.(p)) s, (Z,Tz) jest ciggte. O
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Sposrod poznanych wtasnosci topologii jedynie osrodkowosé zachowuje sie przy kon-
strukcji przestrzeni ilorazowej. Zachodzi nawet nieco silniejsze twierdzenie:

Stwierdzenie 4.3.2. Jesli p: (X,7x) — (Y,Ty) jest ciggla surjekcjg oraz (X,7Tx) jest
przestrzeniq osrodkowa, to (Y, Ty) tez jest przestrzeniq osrodkowg.

Przyktad 4.3.1 (Odcinek z rozdwojonym punktem). Przestrzen ilorazowa przestrzeni Haus-
dorffa nie musi mie¢ wtasnosci Hausdorffa. Niech X := {(z1,22) € R?| —1 <21 < 1, 29 =
0lub 1} z topologia euklidesowa, Y = [—1,1]U{0'} bedzie zbiorem, p : X — Y, p(x1,z2) :=
x1 jesli (z1,x2) # (0,1), p(0,1) := 0'. W przestrzeni (Y, 7Z.(p)) punkty 0,0 nie posiadaja
roztacznych otoczen (a wszystkie inne pary réznych punktéw maja).

Przyktad 4.3.2. Przestrzen ilorazowa przestrzeni metryzowalnej nie musi by¢ metryzowal-
na, nawet jesli jest Hausdorffa. Rozpatrzmy przestrzen R/ ~ gdzie t; ~ ty <= t; =
tolubty, to sa liczbami catkowitymi. Przestrzen R/ ~ jest przestrzenia Hausdorffa nie ma
jednak bazy przeliczalnej w punkcie [0] € R/ ~, a wiec nie spelnia I aksjomatu prze-
liczalno$ci. Wszystkie inne punkty maja przeliczalng baze otoczeni, homeomorficznych z
otoczeniami euklidesowymi.

Odwzorowania ilorazowe

Majac dana ciagla surjekcje f: (X,7x) — (Y,7y) chcielibysmy czasem wiedzie¢, czy
topologia 7y jest zdefiniowana przez odwzorowanie f, co moze ulatwi¢ konstruowanie od-
wzorowan ciagtych okreslonych na przestrzeni (Y, 7y ).

Definicja 4.3.2. Odwzorowanie ciagle f: (X,7x) — (Y, 7y) nazywa si¢ ilorazowe jesli
jest surjekcja oraz jedli przeciwobraz f~1(V) podzbioru V C Y jest otwarty w (X, 7x), to
Vely.

Poniewaz ciggloéé przeksztalcenia oznacza, ze przeciwobrazy zbioréw otwartych sa
otwarte, wiec warunek na to, aby surjekcja f: (X,7x) — (Y, 7Zy) byla przeksztatceniem
ilorazowym mozna wyrazi¢ nastepujaco: V € Ty <= f (V) € Tx lub w terminach
zbioréw domknetych: B € Fr, <= f~Y(B) € Fry.

Definicja 4.3.3. Przeksztalcenie ciagte f: (X,7x) — (Y, 7y) nazywa sie otwarte (odp.
domkniete) jesli obraz dowolnego zbioru otwartego w (X, 7x ) jest otwarty (odp. domkniety)
w (Y, Ty).

Stwierdzenie 4.3.3. Jesli f: (X, Tx) — (Y, 7y) jest otwartq lub domknietq surjekcjq, to
f jest przeksztatceniem ilorazowym.

Dowdd. Dowéd wynika natychmiast z réwnosci f(f~1(A)) = A, ktora zachodzi dla dowol-
nego podzbioru A C Y. O

4.4 Produkt kartezjanski

Niech dana bedzie rodzina przestrzeni topologicznych {(Xs, 75)}ses - Zaczniemy od przy-
pomnienia definicji produktu (iloczynu) kartezjanskiego zbiorow.
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Definicja 4.4.1. Produktem (lub iloczynem) kartezjariskim rodziny zbiorow {X;}ses na-
zywamy zbior:
HXS = {Qb 05— U Xs |VS€S¢(8) € Xs}

seSs seSs

wraz z rodzing rzutowan na wspotrzedne p := { [ X LN Xihes gdzie pr({zs}tses) == ¢
seS

Formalnie, punkty produktu kartezjanskiego sa funkcjami okreslonymi na zbiorze in-
deksow S. Funkcje ¢ mozna zapisa¢ jako rodzine jej wartosci {¢(s)}ses, tak wiec punkty
w iloczynie kartezjanskim to indeksowane rodziny {zs}scs gdzie x5 € X5, co nawiazu-
je do dobrze znanego zapisu elementéw iloczynu kartezjanskiego indeksowanego liczbami
naturalnymi jako ciagow (z1,z2,..).

Definicja 4.4.2. Produktem (lub iloczynem) kartezjanskim rodziny przestrzeni topologicz-
nych nazywamy zbior { Xs}scs wyposazony w topologie 7*(p) przeciagnieta przez rodzine
projekcji p

[[(X6 7o) == (]] X5, T (9))

seSs ses

wraz z (ciaglymi) odwzorowaniami ( [T Xs, 7*(p)) 2 (X, T7).
seS

7 definicji topologii generowanej przez rodzine przeksztatcen wynika natychmiast na-
stepujace:

Stwierdzenie 4.4.1.

1) Topologia iloczynu kartezjariskiego jest generowana przez zbiory postaci

p (U = [ Us c I Xs

seS seS
gdzie Us = X dla s #t oraz Uy € T;.

2) Jesli dla kazdego s € S wybrana jest baza Bs topologii Ts, to baze iloczynu kartezjariskiego
tworzq zbiory postact

Usy, - Us,) =3 (Us)) N o op M (Us,) = T Us € T X

ses ses

gdzie Us = X dla s poza pewnym skoriczonym zbiorem indeksow {s1, .., Sn} oraz Us, €

B.,. 0

Whiosek 4.4.1. Rzutowania (] Xs,T*(p)) 25 (X, T7) sq odwzorowaniami otwartymi
seS
tzn. obrazy zbiorow otwartych sqg otwarte.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze obrazy zbiorow z pewnej bazy topologii 7*(p) sa otwarte,

co wynika ze Stw. 4.4.1 oraz faktu, ze pi( [[ Us) = Uy. O
sesS

Stwierdzenie 4.4.2 (Produkty kartezjanskie odwzorowari).
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1) Odwzorowanie f : (Y,Ty) — [](Xs,7s) jest ciggte wtedy i tylko wtedy, gdy wspdt-
ses
rzedne odwzorowania f, czyli zdefiniowane dla kazdego t € S ztozenia (Y, Ty) EN
I1(Xs,T5) & (X4, T;) sq ciggle.
ses

2) Dla rodziny odwzorowan ciggtych {(Y,Ty) ELN (Xs,7T5)}ses istnieje doktadnie jedno

odwzorowanie ciggte (Y, Ty) EN [T (Xs,75) takie, ze dla kazdego s € S wspdtrzedna
ses
psof =fs.

Dowdd. Dowdd wynika natychmiast z definicji topologii iloczynu kartezjariskiego i Stw.
4.1.2. O

Wykorzystamy Stw. 4.4.2 aby wykazaé iz przestrzenie (Xg,7;) sa homeomorficzne z

podprzestrzeniami produktu kartezjariskiego [] (X, Z5). Wybierajac punkt dowolny punkt
seS

20 € [] X, dla kazdego t € S definiujemy odwzorowanie zbiorow v;: Xy — [[ X :

seS
(z1) xijeslis =t
t(xe)s =
ps 2jedlis £t

Lemat 4.4.1. Odwzorowanie v;: (X, Ty) — [1(Xs, 7Ts) jest ciagle i zadaje homeomorfzim

v (X, Tp) = (11(Xy), T |ie(Xy)), gdzie T oznacza topologie produktowq w [] (X, 7s).
sES

Dowdd. Zeby sprawdzi¢, ze odwzorowanie jest ciaglte wystarczy sprawdzi¢, ze zlozenia z
rzutowaniami [](Xs, 75) LLN (Xs,75) sa ciagle. Istotnie z definicji: p; o ¢y = idx, natomiast
dla s # t, ps o 1y = 2 jest odwzorowaniem statym. Odwzorowaniem odwrotnym do «; jest

obciecie rzutowania p;: (X;) — X;. O

Podobnie jak poprzednio zbadamy zachowanie poznanych wtasnosci topologii ze wzgle-
du na produkty kartezjanskie.

Stwierdzenie 4.4.3. Produkt kartezjariski [ (Xs,7Ts) przestrzeni Hausdorffa spetnia I ak-
seS
sjomat przeliczalnosci (odp. 11 aksjomat przeliczalnosci) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

s € S przestrzen (X5, Ts) spetnia I aksjomat przeliczalno$ci (odp. I aksjomat przeliczalno-
ci) oraz wszystkie zbiory Xg, poza przeliczalng liczbg sq¢ jednopunktowe.

Dowdd. = Jesli [] (Xs,7s) spelnia I aksjomat przeliczalnosci (odp. II aksjomat prze-
ses
liczalnosci) to dowolna podprzestrzen, a zatem przestrzenie (X, 75) spelniaja I aksjomat

przeliczalnosci (odp. II aksjomat przeliczalnosci). Jesli zbior S jest nieprzeliczalny oraz
| Xs| > 2, to stosujac Lemat 2.2.1 stwierdzamy, ze z bazy w punkcie (odp. bazy) opisanej
w Stw. 4.4.1 nie da sie wybra¢ bazy przeliczalne;j.

<= Niech (Xj, 7;) bedzie przeliczalng rodzina przestrzeni spelniajacych II (odp. I) ak-
sjomat przeliczalnosci. Wybierajac bazy przeliczalne B; C 7; w przestrzeniach, wykonujac
konstrukcje opisang w Stw. 4.4.1 otrzymujemy przeliczalng baze produktu kartezjanskiego
(odp. baze w punkcie). O
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Stwierdzenie 4.4.4. Produkt kartezjariski 1] (Xs,7s) przestrzeni Hausdorffa jest prze-
ses
strzeniq osrodkowq wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego s € S przestrzen (Xs,7s) jest

osrodkowa oraz co najwyzej 280 sposrod przestrzeni (Xs,7s) ma wiecej niz jeden punkt.

Dowdd. = Jesli [] (X, 7s) jest osrodkowa to dla kazdego s € S przestrzen (Xg, 75) jest
seS
osrodkowa jako obraz ciagly przestrzeni osrodkowej (p. Stw. 4.3.2).

Niech teraz T := {t € S||X;| > 2} i dla kazdej przestrzeni X; niech U, V; € T,
beda roztacznymi niepustymi podzbiorami otwartymi. Wykazemy, ze |T| < 280. Niech

G C [l Xs bedzie przeliczalnym podzbiorem gestym; Vier Gt := G N (U;). Wykazemy,
seS

iz Gt # G" jesli r # t. Istotnie, dla dowolnych r,¢t € T wybierzmy element d(r,t) €

GN (U, V) = DN (U,) N {(V;). Z definicji wynika, ze d(r,t) € G", ale d(r,t) ¢ G*. Wynika

stad, ze przyporzadkowanie T' 3 t ~» G* € P(G) jest injekcja, a wiec |T| < |P(G)| < 2%o.
<= Zal6zmy, ze mamy rodzine przestrzeni o§rodkowych indeksowanych liczbami rze-

czywistymi {(X,, 7;) }rer 1 niech V,cg ¢ : (N, 75) — (X, 7)) bedzie przeksztalceniem prze-

liczalnej przestrzeni dyskretnej (liczb naturalnych) na przeliczalny podzbior gesty w X,

Obraz produktu kartezjanskiego tych odwzorowann [] ¢.: [[ N — [[ X, jest podzbio-
reR reR reR
rem gestym. Wystarczy zatem wskazé przeliczalny podzbior gesty w przestrzeni [] (N, 7Z5).
reR
Przypomnijmy, ze elementy iloczynu kartezjanskiego to odwzorowania ¢: R — N. Wybie-

rajac dowolng rodzine roztacznych odcinkéw domknietych o koricach wymiernych [p., q.] :=
{lp1, q1], --, [Pk, qx] } 1 ciag liczb naturalnych n. := {nq, ..., ng} definiujemy funkcje:

n;jeslir € [pi, ¢
N
(pan) 0 jestir ¢ Ulpi, ai
Zbior funkcji postaci ¢((p. 4.1,n.) Jest przeliczalny oraz jest gesty w [] (N, 75). Wystarczy
reR

wykazaé¢, ze dowolny zbiér bazowy zawiera taka funkcje. Zbiory bazowe opisane w Stw.
4.4.1 sa postaci U(ry, .., rg;ni, ...,ng) == {¢: R — N|(r;) = n;} gdzie r; € R sa réznymi
liczbami rzeczywistymi oraz n; € N. Wybierajac odcinki roztaczne o koricach wymiernych
[pi, ;] > ri otrzymujemy funkeje ¢y, g.1n.) € U(T1, -, T3 11, o ). O

Stwierdzenie 4.4.5. Produkt kartezjanski [ (Xs,7s) jest przestrzeniq Hausdorffa wtedy
seS
i tylko wtedy gdy dla kazdego s € S przestrzen (Xs, Ts) ma wlasnosé Hausdor(fa.

Dowéd. = Jesli dwa punkty x = {xs}ses, ¥y = {ys}ses sa rozne to istnieje t € S takie,
ze oy # y;. Wybierzmy w przestrzeni X; otoczenia roztaczne U, 3 x; oraz Uy, > y;. Zbiory
(Uz,) 2 x oraz (Uy,) 2 y sa roztacznymi otoczeniami z,y (oznaczenia p. 4.4.1).

<= Odwrotnie, jesli produkt kartezjanski jest przestrzenia Hausdorffa, to dowolna
podprzestrzeni jest przestrzenia Hausdorffa, a zatem dla kazdego s € S przestrzen (X, 7y)
jest przestrzenig Hausdorffa. O

Twierdzenie 4.4.1. Produkt kartezjariski niepustych przestrzeni [ (Xs, 75) jest przestrze-
ses
nig metryzowalng wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego s € S przestrzen (Xs,7Ts) jest me-

tryzowalna i wszystkie one, poza przeliczalng liczbg sq jednopunktowe.
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Dowdd. = Jesli [[(Xs, 75) jest przestrzenia metryzowalna, to dowolna jej podprzestrzen,
a zatem kazda przestrzen (X, 75) jest metryzowalna.
Jesli nieprzeliczalnie wiele przestrzeni wystepujacych w rodzinie {(Xs, 75)}scs ma wie-

cej niz jeden punkt, to na mocy Stw. 4.4.3 [] (X5, 75) nie ma bazy przeliczalnej w zadnym
ses
punkcie, a wiec nie jest metryzowalna, bowiem dowolna przestrzen metryzowalna spetnia

I aksjomat przeliczalnosci (p. Przyklad 2.2.1).
<= Niech {(Xj,d;)}$2, bedzie przeliczalng rodzing przestrzeni metrycznych. W zbio-

[e.e]
rze [] X; definiujemy metryke:
i=1

xzayz

[\D‘H

gdzie d}(x;,y;) = min(d;(z4,yi), 1). ZauwaZmy, ze “obciecie” metryk d; jest konieczne, aby
zapewnié zbieznosé szeregu. W przypadku skoriczonego produktu (X1,dy) x -+ - x (X, dg),
mozna metryke zdefiniowaé proscie;j:

k
i=1

Trzeba wykazaé¢, ze topologia zdefiniowana w H X; przez metryke d' jest identyczna z

=
topologia produktows. Patrz BCPP Tw. 1.5.2. O

4.5 Suma prosta

Zdefiniujemy konstrukcje sumy prostej rodziny zbioréw , dwoista w pewnym sensie dokon-
strukcji iloczynu kartezjanskiego .

Definicja 4.5.1. Sumg prostq (zwang tez koproduktem lub suma roztaczng) rodziny zbio-

row {Xs}ses nazywamy zbior zbior [] X := U Xs X {s} wraz z rodzina przeksztalcen
seS seS
(whozen): j := {X; 25 HSXs}tGSa Je(xe) = (@1, t).
sE

Zauwazmy, ze dla s # t, (X x {s}) N (X x {t}) =
Definicja 4.5.2. Suma prosta (koproduktem) rodziny przestrzeni topologicznych {(Xs, 75) }ses

nazywamy przestrzen
X T) = (][] Xs. 720)
seS seS

gdzie 7.(j jest topologia Wprowadzon@ przez rodzine odwzorowan j, wraz z (ciaglymi)
odwzorowaniami j; : (X, 7;) 25 11 (X, 72()).

seS
Utozsamiajac za pomoca js zbior Xs z Xg X {s} mozemy powiedziec, ze podzbior

U C ]I X; jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie przeciecia U N X, € T, czyli
ses
sa otwarte w (X, 75). Zauwazmy, ze wlozenia j;: (X¢, 7y) — ]_[ (Xs,75) sa zanurzeniami

homeomorficznymi.
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Stwierdzenie 4.5.1 (Sumy proste odwzorowarn).

1) Odwzorowanie f : ]_[ (X5, T5) — (Y, Ty) jest ciggte wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

t € S zlozenie (Xt,T) ELR 11 (XS,TS) (X, Tz) jest odwzorowaniem ciagtym.
ses

2) Dla dowolnej rodziny odwzorowari czqgiych {(Xs, T) > (Y, Ty ) }ses istnieje doktadnie

jedno odwzorowanie ciggte [] (XS,’];) (Y, Ty) takie, ze dla kazdego s € S zachodzi
ses
rownosé f o js = fs.
Podobnie jak w przypadku iloczynéw kartezjanskich zbadamy zachowanie poznanych
wlasnosci topologii ze wzgledu na sumy proste. Jest to jednak duzo tatwiejsze.

Stwierdzenie 4.5.2.
1. Suma prosta ]_[ (Xs,T5) jest przestrzeniq Hausdorffa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego s € S przestrzen (Xs,T5) jest przestrzeniq Hausdorffa.

2. Suma prosta rodziny przestrzeni spetnia I aksjomat przeliczalno$ci wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie sktadniki spetniajg I aksjomat przeliczalnosci.

3. Suma prosta rodziny przestrzeni spetnia 11 aksjomat przeliczalno$ci wtedy i tylko wte-
dy, gdy wszystkie sktadniki spetniajqg I aksjomat przeliczalnosci i co najwyzej przeli-
czalnie wiele jest niepustych.

4. Suma prosta rodziny przestrzeni jest oSrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
sktadniki sqg przestrzeniami osrodkowymi i co najwyzej przeliczalnie wiele jest niepu-
stych.

5. Suma prosta 1] (Xs,7s) jest przestrzeniq metryzowalng wtedy i tylko wtedy, gdy dla
seS
kazdego s € S przestrzen (Xs,T5) jest metryzowalna.

Dowdd. Dowody punktéow 1-4 jako bardzo tatwych pomijamy.

Ad 5. = Jesli [] (Xs,7s) jest przestrzenia metryzowalna to dowolna jej podprze-
ses
strzen, zatem takze (X, 75) jest przestrzenia metryzowalna.

<= Jesli dana jest rodzina przestrzeni metrycznych {(Xs, ds)}ses to w zbiorze [] X
ses
okredlamy metryke:

d(z,2') jesli s=t
1 jesli s#t

d(((l’, 3)7 ($/7 t)) = {

gdzie d,(z,2') := min(ds(x, 2’),1). W tej metryce kule o srodku w punkcie (z,s) € [] X5 i
seS
promieniu < 1 sg identyczne jak kule w metryce ds w zbiorze X;. Stad wynika, ze metryka

d' definiuje topologie 7.(j). O

Zauwazmy, ze tak jak w przypadku metryki w produkcie kartezjanskim musielismy
"obcia¢” metryki d; (nawet w przypadku sumy dwoch przestrzeni!), tym razem po to, aby
spetniona byta nieréwnosé trojkata.
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Rozdziat 5
Spo6jnosé 1 lukowa sp6jnosé

5.1 Spdjnosé

Definicja 5.1.1 (Sp6jnosc). Przestrzen (X, 7)) jest spdjna jesli nie istnieja niepuste zbiory
U,V eT takie,ze X =U UV, UNV = 0.
Podzbiér A C X nazywa sie spdjny jesli podprzestrzen (A, 7 |A) jest spojna.

Przyktad 5.1.1. Przestrzeni dyskretna zawierajaca wiecej niz jeden element jest niespdjna.
Przestrzen antydyskretna jest zawsze spojna.

Stwierdzenie 5.1.1. Przestrzeri jest niespdjna wtedy i tylko wtedy, gdy jest homeomor-
ficzna z sumq prostq dwdch niepustych przestrzeni.

Dowdd. = Jesli przestrzen jest niespojna, to X = U UV, UNV = () gdzie U,V € T .
Oczywiste odwzorowanie U [[V — X jest homeomorfizmem, bowiem jest ciagta bijekcjg i
przeprowadza zbiory otwarte na otwarte.

— Jesli h: (X1][X2,7.) — (X,7) jest homeomorfizmem, to
X = h(X1) Uh(X2) jest rozktadem X na sume dwoch niepustych roztacznych podzbiorow
otwartych, a wiec (X, 7) nie jest spojna. O

Stwierdzenie 5.1.2 (Kryteria spojnosci). Nastepujgce warunki dla przestrzeni (X, 7T )sq
TOWNOWAZNE:

1) (X,T) jest spdjna.
2) Jedynymi zbiorami otwartymi i domknietymi sq 0, X.
3) Kazde odwzorowanie ciggte f: (X,T) — ({0,1},75) jest state.

Dowdd. (1) = (2) Jesli U C X jest niepustym otwarto - domknietym podzbiorem
roznym od X, to X = U U (X \ U) jest rozkladem na sume rozltacznych, niepustych
podzbioréw otwartych, a wiec (X, 7) nie jest spojna.

(2) = (1) Przestrzen nie jest spojna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja niepuste
zbiory U,V € T takie, ze X = U UV, UNV = () a zatem U,V sg zbiorami otwartymi i
domknietymi réznymi od 0, X.

27
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(2) = (3) Jesli f: (X,7T) — ({0,1}, Ts) jest ciagte, to przeciwobrazy f=1(0), f~1(1)
sg roztacznymi zbiorami otwarto — domknietymi, a zatem jeden z nich musi byé¢ zbiorem
X a drugi zbiorem pustym. A to oznacza, ze f jest state.

(2) <= (3) Jesli U C X jest podzbiorem otwarto-domknietym réznym od 0, X to
{1dlax eU

definujemy funkcje ciagl T) =
jemy je clagha f(x) Odlax ¢ U

, ktora nie jest stala. O

Whiosek 5.1.1 (Podzbiory spojne).

1. Jesli f : (X, Tx) — (Y, 7y) jest cigglq surjekcja okreslong na spdjnej przestrzeni
(X,7Tx) to (Y, Ty) tez jest spdjna.

2. Jesli C C X jest zbiorem spdjnym to dowolny podzbior A taki, Zze
C C ACcl(C) jest tez spojny.

3. Jesli X = |J C; jest suma spojnych podzbiorow C; oraz istnieje zbior Cy, taki, ze dla
el
kazdego i € I, Ciy N C; £ 0, to X jest przestrzeniq spojng.

Dowad.
Ad 1. Jesli (Y, 7Ty ) nie jest spdjna, to istnieje rozktad sie na sume niepustych, otwartych
roztacznych podzbioréw Y = \%1 U V. Wtedy

X = f71(V1) U f~1(V2) jest rozktadem przestrzeni X na sume niepustych, otwartych
roztacznych podzbioréow, a wiec (X, 7)) nie bylaby spojna.

Ad 2. Niech f: A — {0,1} bedzie odwzorowaniem ciaglym. Skoro C' jest zbiorem
spojnym, to f|A jest stala. Poniewaz cls(C) = clx(C) N A = A, wiec funkcja f jest stala
na zbiorze A.

Ad 3. Niech f: X — {0,1} bedzie funkcja ciaglta. Z zatozenia f: C; — {0, 1} jest stala,
wystarczy wiec zauwazy¢, ze jej wartos¢ nie zalezy od i. Wynika to stad, ze V;c1C;, NC; # )
a wiec na kazdym zbiorze C; funkcja f; przybiera te sama wartos¢ co na Cj,. O

Przy pewnych dodatkowych zalozeniach zachodzi twierdzenie odwrotne do 5.1.1 pkt.1:

Stwierdzenie 5.1.3. Niech p: (X,Tx) — (Y, Ty) bedzie odwzorowaniem ilorazowym' na
przestrzen spojng (Y, Ty ). Jesli przeciwobraz f~1(y) dowolnego punktu y € Y jest zbiorem
spognym, to (X, Tx) jest przestrzeniq spdjng.

Dowdd. Niech ¢ : (X,7Tx) — ({0,1},7s) bedzie odwzorowaniem ciaglym. Dla dowolnego
y € Y obciecie ¢: f~1(y) — {0,1} jest stale, a wiec odwzorowanie ¢: Y — {0,1}, ¢(y) :=
¢(x) gdzie p(z) = y jest dobrze zdefiniowane. Jest takze ciagte, bo zlozenie po ¢ = ¢ jest
ciggle, a p jest ilorazowe. Poniewaz (Y, 7y) jest spojna, wiec odwzorowanie ¢ jest stale, a
zatem ¢ jest state, co dowodzi spojnosci (X, Tx). O

Stwierdzenie 5.1.4. Niech dane bedzie pokrycie przestrzeni spojnej (X, T) zbiorami otwar-
tymi U = {Ui}bier Kazde dwa punkty a,b € X dajg sie potaczyé skoriczonym taricu-
chem ztozonym ze zbiordw z rodziny U, tzn. istniejg wskazniki to,...,t, € T takie, Ze
a €Uy, be Uy, oraz Uy, NUy,, #0 dlai=0,...n—1.

!Odwzorowanie nazywa sie ilorazowe jesli jest surjekcja oraz Ty = p.Tx
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Dowdd. Jesli dla punktéow a i b spelniona jest teza twierdzenia, to bedziemy moéwili w
skrocie, ze daja sie potaczy¢ taricuchem w pokryciu Y. Ustalmy punkt a € X i rozpatrzmy
zbior

C(a) := {zx € X |Ftancuch w pokryciu U taczacy az z}.

Zauwazmy, ze ten zbior jest otwarty: jesli € C(a) i = € Uy, to Uy C C(a). Jest takze do-

mkniety, bo jego dopelnienie jest zbiorem otwartym:
jesli © ¢ C(a) oraz x € Uy to Uy C X \ C(a). Poniewaz a € C(a) wiec ze spdjnosci
przestrzeni (X, 7) wnioskujemy, ze C(a) = X. O

Whniosek 5.1.2. Jesli (X; d) jest przestrzeniq metryczng spdjna, to dla dowolnych a,b €
X 1 dla kazdego € > 0 istniejg punkty xi,...,x, € X takie, Z2e x1 = a, x, = b oraz
d(zi;xipr) <edlai=1,...,n—1.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé Stw. 5.1.4 do pokrycia przestrzeni X kulami o promieniu
€/2 1 z kul wystepujacych w taicuchu wybraé po jednym punkcie. O

Spdjne podzbiory prostej euklidesowej

Definicja 5.1.2. Podzbior A C R nazywa sie przedziatem jesli stad, ze a < c < bia,be€ A
wynika ¢ € A, czyli dowolna liczba lezgca miedzy dwoma liczbami nalezacymi do A tez
nalezy do A.

Twierdzenie 5.1.1 (Klasyfikacja spojnych podzbioréw prostej).

1) Dowolny przedziat na prostej euklidesowej jest homeomorficzny z jednym ze standar-
dowych przedziatow: zbiorem jednopunktowym {0} lub odcinkiem [0, 1], [0, 1), (0, 1),
przy czym zadne dwa z nich nie sqg homeomorficzne.

2) Podzbior prostej euklidesowej (A, T.|A) C (R, 7e) jest spdjny wtedy i tylko wtedy,
gdy jest przedziatem.

Dowaod. Dowolny niepusty przedzial jest zbiorem jednopunktowym lub zbiorem postaci
(a,b), [a,b), (a,b], [a,b] gdzie a < b, a otwarty koniec odcinka moze byé¢ oo i lawto
znalezé¢ wérod funkeji znanych z Analizy Matematycznej I homeomorfizmy z odpowiednimi
przedzialami standardowymi. Dow6d, ze zadne dwa rozne przedzialy standardowe nie sa
homeomorficzne wykazemy po udowodnieniu punktu 2).

Wykazemy, ze przedzialy standardowe sg spdjne. Poniewaz kazdy przedziatl jest suma
wstepujacej rodziny odcinkéw domknietych, wystarczy wykaza¢ spojnosé odcinka [0, 1].
Niech f: [0,1] — {0, 1} jest funkcja ciagta i zalozmy, ze f(0) = 0. Jesli funkcja nie jest stala,
zdefiniujmy
t; = inf{t € [0,1]| f(t) = 1} > 0 . W punkcie ¢; funkcja nie bylaby ciagta, bowiem
f(t1) = 1, natomiast f(¢) =0 dla t < ¢;.

Jesli podzbior A C R nie jest przedzialem, to istnieje liczba r ¢ A taka, ze {a € A|a <
rtU{a € Ala > r} = A jest rozkladem zbioru A na sume dwoch niepustych, roztacznych
podzbioréw otwartych.

Pokazemy teraz, ze odcinki [0, 1], [0, 1), (0,1), nie sa parami homeomorficzne. Zalézmy,
ze istnialby homeomorfizm h: [0,1) — (0,1). Wtedy po usunieciu poczatku odcinka [0, 1)



30 ROZDZIAE 5. SPOJNOSC I LUKOWA SPOJNOSC

mielibysmy homeomorfizm h: (0,1) — (0,1) \ ~2(0). Jest to jednak niemozliwe, bo odcinek
(0,1) jest spojny, a po usuneciu dowolnego punktu staje sie niespojny. Podobnie rozumu-
jemy w przypadku pozostalych par odcinkéw, korzystajac z tego, ze konce odcinka moga
byé scharakteryzowane jako jedyne punkty, ktérych usuniecie nie narusza spéjnosci. O

Wnhniosek 5.1.3 (Uogdlniona wlasnos¢ Darboux). Jesli f : (X, 7x) — (R, 7¢) jest odzwo-
rowaniem cigglym i (X, T) jest spdjna, to f(X) C R jest przedziatem. O
Spb6jnosé a operacje na przestrzeniach

Zauwazmy jak zachowuje sie sp6jnos$é przy poznanych operacjach na przestrzeniach topo-
logicznych. Nastepujace wlasnosci sa oczywiste:

1) Podprzestrzen przestrzeni spojnej moze nie by¢ spojna.
2) Przestrzen ilorazowa przestrzeni spojnej jest spojna na mocy Stw. 5.1.1 pkt. 1.
3) Suma prosta niepustych przestrzeni topologicznych nie jest spojna.

Trudniejsze do wykazania jest nastepujace:

Twierdzenie 5.1.2. lloczyn kartezjariski rodziny przestrzeni topologicznych jest spojny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wszystkie przestrzenie sq spojne.

Dowad.
= Jesli [] (Xs,7s) jest przestrzenia spojna, to wszystkie czynniki (X, 75) tez sa
ses
przestrzeniami spojnymi poniewaz rzutowania na czynniki py: [ (Xs, 75) — (X, 73) sa

seS
ciaglymi surjekcjami.

<= Zaczniemy od wykazania tezy dla skoficzonych rodzin przestrzeni. Dzieki indukcji

wystarczy pokazaé, ze illoczyn dwoch spojnych przestrzeni (X, 7x) i (Y, Zy) jest spojny. W

tym celu roztozymy X x Y na sume spojnych podprzestrzeni speliajacych zalozenia Stw.

5.1.1 pkt. 3. Wybierzmy punkt z¢g € X i przedstawmy X xY = ({zo} xY)U U X x {y}
Y

=
Poziomice sg zbiorami spojnymi oraz Vyey ({zo} X Y) N (X x {y}) = {(z0,y)} # 0. Z Stw.
5.1.1 pkt. 3 wynika, ze X X Y jest przestrzenia spojna.

Niech teraz [] (Xs,7s) bedzie produktem dowolnej rodziny przestrzeni spojnych. Wy-
ses

bierzmy punkt z° := {20}, i rozpatrzmy zbior
D = {{xs}ses € H X, | zs = 20 poza skoriczenie wicloma s € S}
seS

Zbioér D jest sumg podzbioréw homeomorficznych ze skoriczonymi iloczynami: jesli ' C .S
jest zbiorem skonczonym, to podzbior:

Dp = {{zs}ses € HXS |z, =2%s € S\ F}
seS
jest homeomorficzny z [] (X, 7s) a wiec spojny oraz D = |J Dp. W przecieciu zbiorow
sEF FCcS
Dr lezy punkt 2%, wiec D jest zbiorem sp6jnym.
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Pozostaje zauwazy¢, ze D jest gestym podzbiorem [] (X, 7;). Dowolny zbior z bazy
ses
topologii produktowej (Us,, ... Us,) przecina zbior Dp gdzie F' = {s1,...s,}:

Usdlase F
Us,,...Us )N Dp = A dzie A; =
< S1 5n> F S]_gg s 8 s {:cgdlasgéF
Dowdd koniczy przywotanie Stw. 5.1.1 pkt. 2, bowiem cl(D) = ] X. O]
ses

Skladowe sp6jne

Definicja 5.1.3. Sktadowq spdjng przestrzeni (X, T ) nazywamy maksymalny (ze wzgledu
na inkluzje) podzbior spojny w X. Sktadowq punktu x € X nazywamy skladowa spdjna
zawierajaca punkt x, a wiec maksymalny zbiér spéjny zawierajacy punkt x.

Stwierdzenie 5.1.5. Niech (X,T) bedzie dowolng przestrzeniq topologiczng.
1. Jesli C1,Cy C X sq sktadowymi spéjnymi, to C1 = Cy lub C1NCe =) oraz X = JC.
2. Sktadowe spdjne sq zbiorami domknietymi.

Dowad.

Ad 1. Jesli C1 N Cy # () to Cy U Cy jest zbiorem spojnym, zawierajacym C; oraz Cs, a
wiec C = C1 UCy = (5. Kazdy punkt z € X nalezy do pewnej sktadowej spdjnej, zwanej
sktadowa tego punktu i oznaczanej C,.

Ad 2. Jesli C C X jest sktadowa, to poniewaz C' C cl(C) i na mocy Stw. 5.1.1 pkt. 2
domkniecie cl(C') jest zbiorem spdjnym, musi zachodzi¢ rownosé C' = cl(C). O]

Uwaga 5.1.1. Sktadowe spdjne nie musza byé¢ podzbiorami otwartymi. Np. sktadowymi
zbioru {0} U {1 |n € N} C R sa zbiory jednopunktowe, a {0} nie jest zbiorem otwartym.
Natomiast sktadowe spdjne dowolnego otwartego podzbioru R" sg otwarte, bowiem punkty
w R” posiadaja dowolnie male otoczenia spojne.

Stwierdzenie 5.1.6. Jesli (X, 7x) EN (Y, Ty) jest odwzorowaniem cigglym, a C C X
jest sktadowq spojng, to zbior f(C) jest zawarty w pewnej sktadowej przestrzeni (Y, Ty).
Jesli f jest homeomorfizmem, to dla dowolnej sktadowej C C X, f|C : C — f(C) jest
homeomorfizmem na sktadowq (Y, Ty ). O

Dowdd. Teza wynika bezposrednio z Stw. 5.1.1, bowiem obraz sktadowej musi by¢ zbiorami
spéjnymi, a wiec sa zawarty w pewnym maksymalnym zbiorze spdjnym. O

Zbioér sktadowych spdjnych

Niech (X,7) bedzie przestrzenia topologiczna. Rozbicie zbioru X na sume sktadowych,
ktore sa zbiorami roztacznymi, wyznacza w X relacje rownowaznosci. Zbior jej klas abs-
trakeji (czyli zbior sktadowych) oznaczmy 7((X).

Uwaga 5.1.2. W zbiorze m((X) mozna wprowadzi¢ topologie ilorazowa z przestrzeni (X, 7))
(p. BCPP Zad. 5.9 — 5.11), ale w zastosowaniach do rozstrzygania pytania, czy dwie prze-
strzenie sa homeomorficzne rozpatruje sie jedynie zbior 7 (X), ignorujac topologie.
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Bardzo wazna wlasnos¢ przypisania przestrzeni X zbioru 7((X) polega na tym, ze
przeksztatceniom ciaglym miedzy przestrzeniami mozna w "naturalny” sposéb przypisac
odwzorowania zbioréw. Dokladniej:

Stwierdzenie 5.1.7. Dowolne odwzorowanie ciggte (X, Tx) EX (Y, Ty) definiuje odwzoro-
wanie zbiorow:

Ju: mo(X) — mo(Y), fu(C) = sktadowa zawierajgca f(C')

przy czym (Idx)y = Id oraz jesli (X,Tx) EN YV, Ty) L (Z2.14) to zachodzi réwnosé
(g0 )y = gpo fo

Dowdd. Odwzorowanie f4(C') := skltadowa zawierajaca f(C) jest dobrze zdefiniowane, bo-
wiem f(C) jest zbiorem sp6jnym, a wiec istnieje doktadnie jedna sktadowa przestrzeni X,

ktora go zawiera.
Sprawdzimy, ze (g o f)y = g4 o fu. Z definicji

(g0 f)#(C) = g(sktadowa zawierajaca f(C)),

a wiec jest maksymalnym zbiorem spojnym E; D g(D) D g(f(C)), gdzie D D f(C) jest
sktadowa przestrzeni (Y, 7y ). Z drugiej strony

(9f)#(C) = {sktadowa zawierajaca g(f(C))} := Es,

przy czym E1 N Es D g(f(C)) Suma zbioréw spéjnych Eq U Es jest wiec zbiorem spojnym,
a z maksymalnosci Eq i Ey wynika, ze E1 = FEs. O

‘Whiosek 5.1.4. Jesli ()(7 Tx) L (K Ty) jest homeomorﬁzmem’ to 7-‘-6(X) f_#> 77(,)(Y) jest
bijekcjq .

Dowdd. Niech (Y,Ty) L (X, Tx) bedzie odwzorowaniem odwrotnym, czyli g o f = Idx
oraz fog=Idy.Z Stw. 5.1.7 otrzymujemy, ze gx o f4 = (9o f)x = Idx oraz fy o gy =
(fog)u = Idy, a wiec fu i gy sa bijekcjami. O

Whiosek 5.1.5. Jesli (X, Tx) LR (Y, Ty) jest homeomorfizmem, to dla dowolnego podzbio-

ru A C X, obciecie h: X\ A — Y\ h(A) tez jest homeomorfizmem, a wiec definiuje bijekcje
h

zbiorow Th(X \ A) = 7 (Y \ h(A)). O

Uwaga 5.1.3. Skorzystaliémy z tego argumentu w szczegélnym przypadku w dowodzie Tw.
5.1.1, wykazujac ze rézne przedzialy standardowe na prostej nie sa homeomorficzne.

5.2 FLukowa sp6jnosé

Czesto tatwiejsze niz bezposrednie wykazanie spdjnosci jest sprawdzenie silniejszej, lecz
bardziej geometrycznej wlasnosci przestrzeni, zwanej tukowa spdjnoscia.

Definicja 5.2.1. Przestrzen topologiczna (X, 7) jest tukowo spdjna jesli dla dowolnych
punktow zg,z1 € X istnieje odwzorowanie ciagte (zwane droga) w : [0,1] — X: w(0) =
xo, w(l) = x7.
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Stwierdzenie 5.2.1. Jesli przestrzen (X, T) jest tukowo spdjna to jest spdjna.

Dowdd. Wybierzmy punkt x¢p € X oraz dla kazdego innego punktu x € X droge w; :

[0,1] — X: wz(0) = 2o, wy(l) = . Wtedy X = U wy([0,1]), czyli jest suma zbiorow
zeX

spojnych o niepustym przecieciu: g € () w.([0,1]), a wiec na podstawie Stw. 5.1.1 X

reX
jest przestrzenia spojna. O

Przyktad 5.2.1. Dowolny wypukly podzbior W C R"™ przestrzeni euklidesowej R" jest
tukowo spojny. Dla punktow pg, p1 € W definiujemy droge je taczaca w zbiorze W, w(t) :=
(1 —t)po + tp1. W szczegdlnosei kule euklidesowe sa tukowo spojne, a wiec takze spojne.

Przyktad 5.2.2. Podzbioér plaszczyzny euklidesowej

<r<— x#0yU{(0,y): ]yl <1}

1 1
S = ,sin ~) € R?: —— ,
{(acsmx) - 5

jest spojny, lecz nie jest ltukowo spojny (BCPP 4.2.3). Zauwazmy, ze
S={(z,;sind)eR*: —L <a< Lt z+#0}

Stwierdzenie 5.2.2. Niech (X,7) bedzie przestrzeniq topologiczng. Relacja R w zbiorze
X:

R = {(wo,71) € X X X |0,1—x w(0) = 70, w(1) = 71}
(czyli dwa punkty sq w relacji R jesli istnieje droga je tgczqcea) jest relacjq réwnowaznosci.

Dowdd. Relacja R jest zwrotna, droga stata ¢, (t) = x taczy x z x. R jest takze symetryczna:
jesli w : [0,1] — X taczy xg z 1 to droga w(t) := w(1—t) taczy x1 z zp. Pozostaje wykazac
przechodnio$¢. Niech wy : [0,1] — X laczy z¢ z x1 a we : [0,1] — X laczy z1 z .
Zdefiniujemy droge w jako ztozenie drog

wi(2t)dla0 <t < 3
wr(2t —1)dlal <t <1

w(t) := (w1 *w2)(t) = {
Droga w taczy zo z 2. O
Przyktad 5.2.3. Podzbiér G C R™ nazywamy gwiazdzistym jesli istnieje punkt pg € G taki,

ze dla dowolnego p € G odcinek [pg, p] C G. Dowolny zbiér gwiazdzisty jest tukowo spojny.
Dowolny punkt = € G mozna polaczy¢ z xg droga afiniczna w(t) := (1 — t)z + txo.
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Wlasnosé tukowej spojnosci zachowuje sie podobnie jak spojnosé (por. Stw. 5.1.1 ), z
tym ze domkniecie zbiorow tukowo spojnych nie musi byé¢ zbiorem tukowo spéjnym (np.
Przyktad 5.2.2 - wykres dla x > 0).

Stwierdzenie 5.2.3.

1. Jesli f : (X, Tx) — (Y, Ty) jest ciaglta surjekcjq okreslong na tukowo spdjnej prze-
strzeni (X, Tx) to (Y, Ty) tez jest spdjna.

2. Jesli X = |J C; gdzie dla kazdego © € I zbior C; jest tukowo spojny oraz istnieje
i€l
ig € I taki, ze dla kazdego i € I C;y N C; # 0, to X jest przestrzeniq tukowo spdjng.

Dowad.

Ad 1. Aby znalezé droge laczaca yo,y1 € Y wybierzmy punkty o € f~1(yo), 21 €
f~Y(y1). Poniewaz X jest tukowo spojna, istnieje droga w : [0,1] — X w(0) = zq, w(1) = 2.
Droge taczaca yo,y1 € Y definiujemy jako ztozenie odwzorowan n(t) := f(w(t)).

Ad 2. Kazdy punkt z € X mozna polaczy¢ droga z pewnym (zaleznym a priori od
x € X!) punktem zy € Cp, a dowolne dwa punkty w Cy mozna tez polaczyé¢ droga. Stad
wynika, ze dowolne dwa punkty w X mozna polaczyé¢ droga. O

Lukowa sp6jnosé a operacje na przestrzeniach

Zauwazmy jak zachowuje sie tukowa spdjnos$é przy poznanych operacjach na przestrzeniach
topologicznych. Nastepujace wlasnosci sa oczywiste:

1) Podprzestrzen przestrzeni tukowo spdjnej moze nie by¢ tukowo spojna.
2) Przestrzen ilorazowa przestrzeni spojnej jest spojna na mocy Stw. 5.2.3 pkt. 1.

3) Suma prosta niepustych przestrzeni topologicznych nie jest tukowo spéjna (bo nie jest
spojna).
Dla iloczynu kartezjanskiego dowoéd twierdzenia analogicznego do Twierdzenia 5.1.2
jest znacznie prostszy.

Twierdzenie 5.2.1. lloczyn kartezjanski rodziny przestrzeni topologicznych jest przestrze-
niq tukowo spdyny wtedy @ tylko wtedy, gdy wszystkie czynniki iloczynu sqg spojne.

Dowdad.

— Jesli [] (Xs,7s) jest przestrzenia tukowo spojna, to wszystkie czynniki (X, 75)
ses
tez sa przestrzeniami tukowo spojnymi na mocy Stw. 5.2.3 pkt.1, poniewaz rzutowania

pe: [1 (Xs,7s) — (X4, Ty) sa ciaglymi surjekcjami.

seS
— Jedli 20 := {2} se5 i 2! = {2l}scs sa dwoma punktami w iloczynie kartezjanskim,
to wybierzmy dla kazdego s € S droge w; : [0,1] — X taczaca 20 z zl. Droga w: [0,1] —
[T Xs, w(t) := {ws(t)}ses jest ciagta na mocy Stw. 4.4.2 i taczy 20 z 2! O
seS
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Sktadowe tukowo spdjne

Analogicznie do pojecia sktadowej spdjnej przestrzeni topologicznej definiujemy sktadowe
tukowo spojne.

Definicja 5.2.2. Sktadows tukowo spojna przestrzeni (X, 7) nazywamy maksymalny (ze
wzgledu na inkluzje) podzbior tukowo spojny w X.

Zauwazmy, ze sktadowe tukowo spojne sa doktadnie klasami réwnowaznosci relacji "ist-
nienia drogi taczacej punkty”, zdefiniowanej w Stw. 5.2.2. Wynika stad natychmiast:

Stwierdzenie 5.2.4. Jesli C1,Cy C X sq sktadowymi tukowo spdjnymi przestrzni (X, Tx),
to C1 = Co lub CyNCy =0 a zbior X = C jest sumq sktadowych tukowych.

Stwierdzenie 5.2.5. (X, 7x) s, (Y,7y), C C X — sktadowa tukowo spdjna, to f(C') jest
zawarty w pewnej sktadowej tukowo spdjnej (Y, Ty ).

Dowdd. Teza wynika natychmiast z Stw. 5.2.3 pkt.1. O

Zbior sktadowych tukowo spdéjnych

Niech (X, T) bedzie przestrzenia topologiczna. Zbior jej sktadowych tukowych, a wiec klas
abstrakcji relacji opisanej w Stw. 5.2.2, oznaczamy 7o (X).

Uwaga 5.2.1. W zbiorze mo(X ) mozna wprowadzi¢ topologie ilorazowa z przestrzeni (X, 7 ),
ale w zastosowaniach do rozstrzygania pytania, czy dwie przestrzenie sa homeomorficzne
rozpatruje sie jedynie zbior mp(X), ignorujac topologie.

Bardzo wazny aspekt przypisania przestrzeni X zbioru mo(X) polega na tym, ze prze-
ksztalceniom ciagltym miedzy przestrzeniami mozna w “naturalny” sposoéb przypisa¢ od-
wzorowania zbiorow. Dokladniej:

Stwierdzenie 5.2.6. Dowolne odwzorowanie ciggte (X, Tx) ERN (Y, Ty) definiuje odwzoro-
wanie zbioréw:

fu: mo(X) = mo(Y), fu(C) := sktadowa tukowa zawierajgca f(C')

przy czym (Idx)y = Id oraz dla dwéch odwzorowan (X, Tx) EX (Y, Ty) L (Z2.T3) zachodzi
rownosé (go flu = gu o f4. g

Wnhiosek 5.2.1. Jesli (X, Tx) EX (Y, Ty) jest homeomorfizmem, to mo(X) LN mo(Y') jest
bijekcjq .

Whiosek 5.2.2. Jesli (X, Tx) LR (Y, Ty) jest homeomorfizmem, to dla dowolnego podzbio-
ru A C X, obciecie h: X\ A — Y\ h(A) tez jest homeomorfizmem, a wiec definiuje bijekcje

zbiorow mo(X \ A) te, mo(Y \ h(A4)). O
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5.3 Spdéjnosé i tukowa spdjnosé w przestrzeniach euklideso-
wych

W przyktadach 5.2.1 i 5.2.3 pokazalidémy, ze zbiory gwiazdziste w przestrzeniach euklideso-
wych, sa tukowo spojne, a wiec takze spojne. Ponizej dyskutujemy zwiazki pojeé¢ tukowej
spdjnosci i spdjnosci dla otwartych podzbioréw przestrzeni euklidesowych.

Stwierdzenie 5.3.1 (Sktadowe spdjne podzbiorow otwartych). Sktadowe spdjne dowolne-
go otwartego podzbioru R™ sq zbiorami otwartyms.

Dowdd. Niech C C U bedzie sktadowa spojng oraz x € C C U. Poniewaz zbiér U jest
otwarty mozemy wybraé¢ promieni r > 0 taki,ze B(x,r) C U. Zbior CU B(x,r) jest spojny,
a wiec z maksymalnosci U wynika, ze B(x,r) C C, czyli C jest zbiorem otwartym. O

Stwierdzenie 5.3.2 (Spojnosé i tukowa podzbioréw otwartych). Otwarty, spdjny podzbior
przestrzeni euklidesowej (R™,7;) jest tukowo spdjny. Sktadowe spdjne takiego zbioru sq
identyczne ze sktadowymi tukowo spdjnymi.

Dowdd. Niech U C R” bedzie spojnym podzbiorem otwartym. Wybierzmy punk xzg € U
i rozwazmy zbior: Uy, = {z € U3, 0,11—x w(0) = w0, w(1) = x}, ktoéry oczywicie jest
tukowo spojny. Pokazemy, ze U, jest zbiorem otwarto-domknietym w U. Niech z € Uy,
wowczas istnieje r > 0 takie, ze B(x,r) C Uy,. Poniewaz kula euklidesowa jest tukowo
spojna, wiec dowolny punkt 2’ € B(x,r) mozna polaczy¢ droga z x, a zatem na mocy Stw.
5.2.2 takze z punktem z(. Taki sam argument pokazuje, ze dopelienie zbioru U, jest
zbiorem otwartym, a wiec Uy, = U. O

Skladowe sp6jne grupy liniowej
Zajmiemy sie teraz zbadaniem spdjnosci waznego podzbioru otwartego w przestrzeni
macierzy kwadratowych nxn o wspolczynnikach rzeczywistych, a mianowicie grupy liniowej

GL(n,R) := {A € M(n,n;R)| det A # 0} € M(n,m;R) = [[ R~R"
ij=1

e det: M(n,n;R) — R jest odwzorowaniem ciaglym, a wiec GL(n,R) jest podzbiorem
otwartym przestrzeni macierzy M (n,n;R).

e Mnozenie macierzy GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R) jest odwzorowaniem ciagtym.
e det: GL(n,R) — R \ {0} jest «ciagla surjekcja, a wiec
GL(n;R) = GL™ (n,R)UGL™ (n,R) jest suma dwoch roztacznych podzbiorow otwar-

tych sktadajacych sie odpowiednio z macierzy o wyznaczniku dodatnim i ujemnym.

e mnozenie przez dowolna macierz A € GL™ (n, R) zadaje homeomorfizm h4: GLT (n,R) —
GL™(n,R).

Twierdzenie 5.3.1. Zbior macierzy GL™ (n,R) jest tukowo spdjny.
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Dowdd. Na mocy Stw. 5.3.2 wystarczy pokaza¢, ze GLT (n,R) jest zbiorem sp6jnym. Be-
dziemy postepowaé indukcyjnie ze wzgledu na wymiar macierzy: GL*(1,R) = R* = {t €
R|t > 0} a wiec jest to zbior spojny. Zatézmy, ze GLT(k,R) jest spojna dla k < n i
rozwazmy rzutowanie p: GLT(n,R) — R™\ {0} przypisujace kazdej macierzy jej ostat-
nia kolumne. Jako obciecie rzutowania w produkcie kartezjanskim do otwartego podzbioru
jest to odwzorowanie otwarte, a wiec ilorazowe. Zauwazmy, ze odwzorowanie p polega
na mnozeniu macierzy z prawej strony przez pionowo zapisany wektor bazy kanonicznej
e, == (0,..,0,1)

Do odwzorowania p chcemy zastosowaé¢ Stw. 5.1.3. Dla n > 1 przestrzen R™ \ {0} jest
hukowo spojna, a wiec spojna. Nalezy wiec zbadaé przeciwobrazy p~!(v) gdzie v € R™\ {0}.
Zauwazmy przede wszystkim, ze dla dowolnych dwoch wektorow p~'(v) i p~!(w) sa ho-
meomorficzne. Istotnie, jesli C' € GLT(n,R) jest macierza taka, ze C(v) = w, to mnozenie
przez C z lewej strony zadaje homeomorfizm C-: p~!(v) — p~!(w) — przeksztalcenie od-
wrotne jest mnozeniem przez C 1.

Rozpatrzmy wiec p~!(e,). Jest to zbiér macierzy postaci zapisanych blokowo

gdzie A € GLT(n — 1,R) a ¢ = (cn1, s Cnn—1) € R"1. Taka macierz mozna w polaczy¢
droga w: [0,1] — GL*(n,R)z macierza dla ktérej ¢ = 0:

w(t) = (:(1: ?)

(1(4)1 (1)> € GLT(n,R)

jest homeomorficzny z GL™(n — 1, R), a wiec na mocy zaloZenia indukcyjnego jest spojny,
a zatem zbiér p~1(e,) jest spojny, co koiiczy dowdd twierdzenia. O]

Zbiér macierzy postaci

Whiosek 5.3.1. Rozktad GL(n;R) = GLT(n,R) U GL™ (n,R) jest rozktadem na sume
dwdch homeomorficznych ze sobg sktadowych spdjnych. O

Uwaga 5.3.1. Korzystajac z rozkladu macierzy na iloczyn macierzy elementarnych mozna
podaé bezposrednia konstrukcje drogi taczacej dana macierz z macierza identycznosciowa.
Szkic dowodu jest nastepujacy:

1. VA € GLT(n,R) jest iloczynem macierzy elementarnych.

2. V macierzy elementarnej E;;()\) istnieje droga [0,1] <5 GL(n,R) taka, ze w;;(0) =
Eij(\) oraz w(l) = Idp—1 & [£1].

3. Jesli A = Ei11j1 (A)o-- -oEf;jk (Ak) 1wy droga taczaca Ef ; (Ar) z Idp—1 ®[+1]. Wtedy
droga w(t) := w1 (t) o - -+ o wg(t) taczy macierz A z Id,—1 @ [£1]. Jesli det A > 0, to

w(0) = Id.
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Rozdzial 6

Zwartosé

6.1 Przestrzenie zwarte

Definicja 6.1.1. Przestrzen topologiczna (X, 7) nazywa sie zwarta jesli jest przestrzenia
Hausdorffa oraz z dowolnego pokrycia przestrzeni X zbiorami otwartymi mozna wybraé
pokrycie skoriczone. Podzbior A C X nazywa sie zwarty jesli przestrzen (A,7T|A) jest
zwarta.

Korzystajac z wzoréw de Morgana zwartos¢ mozna takze okresli¢é w terminach zbiorow
domknietych.

Stwierdzenie 6.1.1. Przestrzen Hausdorffa jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy dowolna
rodzina zbioréw domknietych {Fs}scs taka, zZe dla dowolnego skoriczonego zbioru wskazni-

kow s1,..., sk € S przeciecie zbioréw Fs, N-+-NFs, # 0 (zwana wtedy rodzing scentrowang)
cata ma niepuste przeciecie (| Fs # ().
seS

Dowadd. Bedziemy dowodzié, ze przestrzen jest niezwarta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
rodzina scentrowana o pustym przecieciu. Rzeczywiscie, przestrzen jest niezwarta wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje jej pokrycie otwarte U z ktorego nie mozna wybraé¢ podpokrycia
skoriczonego tzn. rodzina zbioréw domknietych {X \ U|U € U} ma puste przeciecie i
jest scentrowana. Odwrotnie, majac rodzine scentrowang zbioréw domknietych o pustym
przecieciu {Fs}scg otrzymujemy pokrycie otwarte {X \ Fs}ses ktorego nie mozna wybraé
pokrycia skoriczonego. O

Zwartos¢, podobnie jak spéjnoéé jest zachowywana przez przeksztalcenia ciagte.

Stwierdzenie 6.1.2. Jesli f : (X,7x) — (Y, Ty) jest ciggta surjekcjq z przestrzeni zwartej
na przestrzen Hausdorffa, to (Y, Ty) jest przestrzeniq zwartq.

Uwaga 6.1.1. Zalozenie o tym, ze (Y, 7y) jest przestrzenia Hausdorffa jest konieczne, bo-

wiem obraz ciagly (a nawet iloraz) przestrzeni zwartej nie musi by¢ przestrzenia Hausdorffa
(p. Przyklad 4.3.1).

39
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6.2 Zwarto$¢ a operacje na przestrzeniach

Podprzestrzenie

Twierdzenie 6.2.1.

1. Jesli podprzestrzen w przestrzeni Hausdorffa (A, T|A) C (X, T) jest zwarta to A C X
jest podzbiorem domknietym.

2. Jesli (X, T) jest przestrzeniq zwartg i A C X podzbiorem domknietym, to przestrzen
(A, T|A) jest zwarta.

Dowdd. Ad 1. Zatozmy, ze (A, T|A) C (X, T) jest zwarta i niech z ¢ A. Wtedy dla kazdego
punktu a € A istnieja roztaczne otoczenia U, 5 a oraz V, 3 x. Zbiory {U, N A},ca tworza
otwarte pokrycie A, a wiec mozna z niego wyjac¢ pokrycie skoiiczone U,, U ---UU,, D A.
Przecigcie V :=V,, N---NV,, jest roztaczne z Uy, U---UU,,, azatemz € V C X \ A.
Ad 2. Niech (X, 7T) bedzie przestrzenia zwarta, a A C X jesj podzbiorem domknietym.
Z Stw. 4.2.3 wiemy, ze (A, 7T|A) jest przestrzenia Hausdorffa. Rozpatrzmy wiec pokrycie
otwarte {Vs}ses przestrzeni (A, 7|A). Z definicji topologii podprzestrzeni wynika, ze ist-
nieja zbiory Ugs € 7T takie, ze Vy = Us N A. Rozpatrzmy pokryciem otwarte przestrzeni
X zbiorami {Vs}ses U{X \ A}. Poniewaz (X,7) jest zwarta z tego pokrycia mozna wy-
bra¢ pokrycie skoniczone, a wiec skonczong liczbe zbiorow Ug, U --- U Uy, D A co konczy
dowdd. O

7 ostatniego twierdzenia wynikaja wnioski bardzo uzyteczne przy sprawdzaniu, czy
dwie przestrzenie sa homeomorficzne.

Wnhiosek 6.2.1. Niech f: (X,7x) — (Y, Ty) bedzie odwzorowaniem ciagtym okreslonym
na przestrzeni zwartej (X, Tx) o warto$ciach w przestrzeni Hausdorffa (Y, Ty ). Wtedy:

1) f jest odwzorowaniem domknietym (a wiec ilorazowym,).

2) jesli f jest bijekcja, to jest homeomorfizmem. O
Whiosek 6.2.2. Jesli (X, 77) jest przestrzeniq zwartq a Ty topologiq Hausdorffa w X takg,
zeTo C T, to Ty =1T5. O
Iloczyn kartezjanski

Twierdzenie 6.2.2 (A.N. Tichonow!). lloczyn kartezjariski przestrzeni topologicznych
I1 (Xs,75) jest przestrzeniq zwartq wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie czynniki (X, 7s)

seS
sq przestrzentami zwartyma.

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia Tichonowa sformutujemy bardzo wazny,
majacy wiele zastosowari lemat o tubie.

! Andrei Nikolaevich Tikhonov (Gzhatska, Smolensk 1906 — 1993 Moskwa) — matematyk rosyjski [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Tikhonov.html
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Lemat 6.2.1 (Lemat o tubie). Niech (X, Tx) bedzie dowolng przestrzeniq topologiczna, a
(Y, Ty) przestrzeniq zwartq. Dla dowolnego punktu xo € X i zbioru otwartego w iloczynie
kartezjariskim W D {xo} x Y istnieje otocznie otwarte U > xy takie, Ze
WoUXxY D{xo} xY.

Dowdd. Dla kazdego punktu (zo,y) € {zo} x Y istnieja otoczenia U, > zg oraz V,, 2 y
takie, ze (xg,y) € Uy x V, C W. Zbiory {V, },cy tworza otwarte pokrycie przestrzeni Y, a
wigc mozna zen wyja¢ pokrycie skonczone: Vy,, U---UV,, =Y. Zbiér U := Uy, N---NU,,
jest otoczeniem xg i oczywidcie dla kazdego y;, U x V,, C W a zatem U xY C W. O

Whniosek 6.2.3. Niech (X, Tx) bedzie dowolng przestrzeniq topologiczng, a (Y,Ty) prze-
strzeniq zwartq. Wtedy projekcja px : (X x Y, T*) — (X, Tx) jest przeksztatceniem do-
mknietym.

Dowdd. Niech A C X x Y bedzie zbiorem domknietym. Zeby wykazaé, ze px(A) C X jest
domkniety trzeba sprawdzic, ze dla kazdego x ¢ px(A) istnieje otoczenie U > x takie, ze

Unpx(A) =0 tzn. pt(U) N A = 0. Oczywiscie py'(U) = U x Y, a wigc wystarczy
zastosowa¢ Lemat o tubie 6.2.1 do zbioru otwartego X x Y '\ A oraz punktu x ¢ px(A4). O

Kolejne twierdzenie jest analogiczne do udowodnionego wczesniej Twierdzenia 5.1.3
dotyczacego sp6jnosci.

Twierdzenie 6.2.3. Jesli f: (X, Tx) — (Y, Ty) jest przeksztatceniem domknietym takim,
ze (X, Tx) jest przestrzeniq Hausdorffa, (Y, 7y ) jest zwarta i dla kazdego y € Y przeciwo-
braz f~1(y) jest zbiorem zwartym, to przestrzen (X, Tx) jest zwarta.

Dowdd. Niech {Us}ses bedzie pokryciem otwartym X. Dla kazdego punktu y € Y istnieje
skoriczony podzbior S, C S taki, ze |J Us D f~(y). Poniewaz f jest domkniete, wiec

5€Sy
istnieje Vj, 3 y takie, ze f~1(V,) C U Us. Zbiory {V,},ey tworza pokrycie przestrzeni
5ESy
Y, zatem mozna z niego wybraé¢ pokrycie skonczone Vy,,...V,, . Zbiory {Us}ses gdzie
S":= 8, U---US,, tworza pokrycie skoniczone X. O

Wywnioskujemy teraz teze twierdzenia Tichonowa dla skoniczonych rodzin przestrzeni.

Whiosek 6.2.4. lloczyn kartezjanski skoriczonej rodziny przestrzeni topologicznych H (Xs,75)

jest przestrzeniq zwartq wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie czynniki (X, 75) sq przestrze—
niamsi 2wartyma.

Dowdd. Jak zauwazylismy wcze$niej zwartosé iloczynu pocigga zwarto$c czynnikéw. Od-
wrotnie, skoro rodzina przestrzeni jest skoriczona wystarczy wykazaé teze dla iloczynu
dwoch przestrzeni. Wynika ona natychmiast z Wniosku 6.2.3 oraz Twierdzenia 6.2.3. [

Twierdzenie Tichonowa 6.2.2 w pelnej ogblnosci jest réwnowazne pewnikowi wyboru w
teorii mnogosci, a jego dowdd wymaga zastosowania lematu Kuratowskiego-Zorna [p.BCPP
Rozdzial 7.3].
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Przestrzen ilorazowa i suma prosta

Zachowanie zwarto$ci przy pozostalych dwoch operacjach jest znacznie tatwiejsze do spraw-
dzenia.

Przestrzerni ilorazowa przestrzeni zwartej jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy jest prze-
strzenig Hausdorffa.

Natomiast suma prosta [[,cq(Xs,7s) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
przestrzenie Xy sg zwarte oraz X, # ) tylko dla skoriczenie wielu s € S.

6.3 Zwarto$¢ w przestrzeniach metrycznych

6.3.1 Zwarto$¢ metryczna i topologiczna

Definicja 6.3.1. Przestrzenn metryczna (X, d) nazywa sie zwarta jesli z dowolnego ciagu
jej elementéw mozna wybraé podciag zbiezny.

Twierdzenie 6.3.1. Przestrzen metryczna (X, d) jest zwarta (w sensie metrycznym) wtedy
i tylko wtedy, gdy przestrzen topologiczna (X, T (d)) jest zwarta.

Do dowodu implikacji = potrzebne beda dwa lematy:

Lemat 6.3.1. Jesli przestrzen (X, d) jest zwarta (metrycznie), to topologia T (d) posiada
baze przeliczalnag, a wiec z kazdego pokrycia otwartego przestrzeni (X, sT(d)) mozna wybraé
pokrycie przeliczalne.

Dowadd. Dla kazdej liczby naturalnej n rozwazmy pokrycie przestrzeni X kulami o pro-

mieniu % Z tego pokrycia mozna wybraé¢ pokrycie skoriczone U,,. Rodzina B := JU,
jest przeliczalna baza przestrzeni (X, 7 (d)), a zatem na podstawie Stw. 2.2.1 z dowolnego
pokrycia otwartego mozna wybraé pokrycie przeliczalne. O

Lemat 6.3.2. Przestrzenn Hausdorffa (X, 7T) taka, zZe z dowolnego jej pokrycia otwartego
mozna wybraé pokrycie przeliczalne jest zwarta wtedy © tylko wtedy, gdy kazda zstepujgca
rodzina podzbioréw niepustych podzbioréow domknietych ma niepuste przeciecie.

Dowdd. = Dowdd wynika natychmiast z Stw. 6.1.1, bowiem zstepujaca rodzina pod-
zbioréw domknietych jest scentrowana.

< Jesli {Us}ses jest dowolnym pokryciem otwartym, to mozna z niego wyjac po-
krycie przeliczalne, wiec do dowodu zwartosci wystarczy ograniczyé¢ sie do rozpatrywania
otwartych pokry¢ przeliczalng liczba zbiorow. Niech wiec {U;}52, bedzie pokryciem przeli-
czalnym. Zdefiniujmy zbiory V,, := Uy U --- U U,,. Wystarczy wykazaé, ze istnieje N takie,
ze Vi = X. Rozwazmy w tym celu zstepujaca rodzine zbioréw domknietych F,, := X \ V.

+00 400 N
Poniewaz (| F, = X\ U U, = 0, wiec istnieje N takie, ze | F, =0, awiec Vy = X. O
1

n= n=1 n=1
Dowdd twierdzenia 6.3.1. <= Niech Ay := {z,}5%, oraz A, := {Tpn, Tnt1,...}. Zstepu-
o

jaca rodzina zbioréw domknietych F, := cl(A,) jest scentrowana, a wiec (| F),, zawiera
n=1

pewien punkt xo. Wybierajac po jednym punkcie z kazdego zbioru x,,) € Fy N B(wo, %)
otrzymujemy podciag zbiezny do xg.
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—> Na mocy lematéw 6.3.1 oraz 6.3.2 wystarczy sprawdzié, ze dowolna zstepujaca
przeliczalna rodzina niepustych zbiorow domknietych ma niepuste przeciecie. Z zatozenia
dowolnie wybrany ciag elementéw x,, € F), posiada podciag zbiezny {x,, }, ktorego granica

o0
musi naleze¢ do (| F. O
n=1

6.3.2 Liczba Lebesgue’a pokrycia

Stwierdzenie 6.3.1. Niech (X, d) bedzie zwartq przestrzeniq metryczng ald = {Us}ses jej
pokryciem zbiorami Us € T (d). Wowczas istnieje liczba X > 0 — zwana liczbg Lebesque’a’
pokrycia — taka, Ze ViexTgmyes B(w, A) C Ug(y)-

Dowdd. Dla kazdego = € X istnieje zbior Uy i liczba €5, > 0 taka, ze B(x,2€5,) C Us.
Z pokrycia kulami {B(x, €sz)}zex mozna wybraé pokrycie skoficzone {B(w;, €5, 4;) }iv 1.
Liczba X := min{eg, z,, ..., €syzy } SPelnia teze twierdzenia. Istotnie, dla dowolnego punk-
tu y € X oraz istnieje zbior B(x;,€s;,x; € y. Zatem dla dowolnego z € B(y,\) mamy
d(zi, z) < d(xi,y) +d(y, 2) < €5,0, + A < 2€5, 4,, @ Wiec By, \) C Us,. O

6.3.3 Zwarte podzbiory przestrzeni euklidesowych

Stwierdzenie 6.3.2. Podzbior zwarty dowolnej przestrzeni metrycznej (X,d) jest do-
mkniety i ograniczony (tzn. zawarty w pewnej kuli). W przestrzeni przestrzeni euklidesowej
(R™, d.) podzbior domkniety i ograniczony jest zwarty.

Dowdd. Jesli A C X jest podzbiorem zwartym przestrzeni metryzowalnej, to musi byé
domkniety, bowiem przestrzen metryzowalna jest Hausdorffa. Zauwazmy najpierw, ze pod-
zbiér zwarty prostej musi by¢ ograniczony. Wybierzmy punkt ag € A i rozwazmy funkcje
d(ap,-): X — R. Poniewaz A jest zbiorem zwartym istnieje R > 0 takie, ze dla kazdego
a € A zachodzi nieréwnosé d(ag,a) < R, stad zbior A jest zawarty w kuli B(ag, R).

Niech teraz A C R™ bedzie domknietym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni eukli-
desowej (metryka euklidesowal!). Wtedy istnieje odcinek [a,b] taki, ze A C [a,b]" C R™.
Poniewaz kostka [a,b]” jest zwarta, a wiec A jako jej podzbiér domkniety jest zbiorem
zwartym. O

Przyktad 6.3.1. Zbiér macierzy ortogonalnych O(n) C GL(n,R) C R™ x --- x R™ jest
zwarty. Istotnie, jako zbidér rozwiazan uktadu réownan dwuliniowych jest on domkniety.
Poniewaz kolumny macierzy ortogonalnej sa wektorami o dlugosci 1, O(n) jest zbiorem
ograniczonym, a wiec zwartym.

2Henri Léon Lebesgue, Beauvais (OQise, Picardie, Francja 1875 - 1941 Paryz) formulated the theory of measure
in 1901 and the following year he gave the definition of the Lebesgue integral that generalises the notion of the
Riemann integral. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Lebesgue.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Lebesgue.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Lebesgue.html
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Rozdzial 7

Zupelnosé

7.1 Ciagi Cauchy i zupelnosé przestrzeni metrycznych

Znane z Analizy Matematycznej pojecie ciggu Cauchy liczb przenosi sie na dowolne prze-
strzenie metryczne:

Definicja 7.1.1. Ciag punktow {z,}>2; w przestrzeni metrycznej (X,d) , nazywa sie
ciggiem Cauchy jesli

Ves0Tn(e) Vrson(e) d(@r, vs) <€, czylid(z,,z5) — 0

Dowolny ciag zbiezny w (X, d) jest ciagiem Cauchy, lecz nie kazdy ciag Cauchy musi
by¢ zbiezny (np. w ((0,1),d.)).

Stwierdzenie 7.1.1. Jesli {x,,}>2 jest ciggiem Cauchy to prawie wszystkie wyrazy ciggu
lezg w kuli o dowolnie matym promieniu. Jesli zbior {x,} posiada punkt skupienia xg, to
cigg {xn}22 jest zbiezny do xg.

Dowdd. Niech € > 0. Z definicji ciagu Cauchy istnieje ng takie, ze dla kazdego n,m > ng

zachodzi d(zy, Tp,) < %e, a zatem prawie wszystkie wyrazy ciagu leza w kuli B(xy,, €).
Jesli zbior {x,} posiada punkt skupienia z, to istnieje podciag {zy, } zbiezny do xy.

Stad d(zp,xo) < d(xp, Tn,) + d(xy,, o) < € dla dostatecznie duzych n i n. O

Definicja 7.1.2. Przestrzen metryczna jest zupetna jesli dowolny ciag Cauchy jej elemen-
tow jest zbiezny (tzn. posiada granice).

Stwierdzenie 7.1.2. Jesli h: (X,dx) — (Y,dy) jest bijekcjg zachowujgeq odlegtosé (tzn.
izometrig) oraz (X, d) jest przestrzeniq zupetna, to (Y, dy) tez jest przestrzeniq zupetng. O

Zwarta przestrzenn metryczna jest oczywiscie zupelna, a z Twierdzenia 6.3.1 wynika, ze
dowolna metryka wyznaczajaca topologie zwarta jest zupetna. Zachodzi nawet nastepujace
nieco silniejsze twierdzenie:

Stwierdzenie 7.1.3. Jesli (X,d) jest przestrzeniq metrycznag. Zatézmy, ze istnieje liczba
r > 0 taka, ze dla kazdego punktu x € X domkniecie kuli cl(B(x,r)) jest zbiorem zwartym.
Wtedy (X, d) jest przestrzeniq zupetng.

45
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Dowdd. Niech {x,}52, bedzie ciagiem Cauchy. Z Stwierdzenia 7.1.1 wynika, ze prawie
wszystkie elementy tego ciagu leza w pewnej zwartej kuli cl(B(x,r)), a wiec ten ciag jest
zbiezny. O

Zupelnos$é jest wlasnoscia metryczna pokrewna topologicznej zwartosci, co $wietnie
ilustruje kolejne twierdzenie, analogiczne do Lematu 6.3.2. Nalezy jednak zauwazy¢, ze w
ogolnosci zupelnosé nie jest wlasnoécia topologiczna: dwie metryki moga by¢ réwnowazne,
ale jedna zupelna a druga nie. Np. w zbiorze liczb rzeczywistych R mozna okreslié metryke
rownowazng z (zupeina) metryka euklidesowa, ktora nie jest zupelna.

Definicja 7.1.3. Niech A bedzie podzbiorem w przestrzeni metrycznej (X, d). Srednicq
zbioru A nazywa sie liczbe (lub +00) d(A) := sup{d(z,y) |z,y € A}

Lemat 7.1.1. Dla dowolnego podzbioru A w w przestrzeni metrycznej (X,d) zachodzi
réwno$é srednic: d(A) = d(cl(A))

Dowdd. d(a,b) < d(a,an)+d(an,b) < d(a,an)+d(an, by)+d(by, b) stad d(a,b) < d(an, by)+
2e dla n > ng, a wiec d(A) = d(cl(A)) O

Twierdzenie 7.1.1 (Warunek Cantora'). Przestrzen (X,d) jest zupetna wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy zstepujacy ciqgg niepustych zbiorow domknietych o srednicach dgzgcych do
zera ma niepuste przeciecie.

Dowdd. Niech Fy D Fs D F3 D ... bedzie zstepujacym ciagiem zbioréw domknietych takich,
ze d(F;) — 0. Wybierajac po jednym punkcie z,, € F,, otrzymujemy ciag Cauchy. Na mocy
oo
zupelnosci (X, d) posiada on granice, ktora musi naleze¢ do ) Fj.
i=1
Odwrotnie, jesli {x;} jest ciagiem Cauchy, to srednice zstepujacych zbioréw domknie-

[o.¢]

tych Fy, : cl{xpy1,Tpyo, ...} zbiegaja do zera na mocy Lematu 7.1.1, a wiec () F; # 0 i
=1

punkt z tego zbioru jest granica ciagu {x;}. O

Definicja 7.1.4. Przestrzen metryczna jest catkowicie ograniczona jesli dla dowolnej liczby
€ > 0 istnieje pokrycie X skoriczenie wieloma zbiorami o $rednicy < e. (Réwnowaznie: z
pokrycia kulami {B(z, €) } ;e x mozna wybraé¢ pokrycie skorczone.)

Twierdzenie 7.1.2. Przestrzen (X, d) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy jest catkowicie
ograniczona i zupetna.

Dowdd. = Jak zauwazyliSmy dowolna przestrzen zwarta jest zupelna, a z dowolnego
pokrycia {B(x, €) }zex mozna wybra¢ pokrycie skoriczone.

<= Zalozmy, ze (X,d) jest zupelna i calkowicie ograniczona a {x,}72, bedzie do-
wolnym ciaggiem z ktérego mamy wybraé¢ podciag zbiezny. SKonstruujemy indukcyjnie
zstepujacy ciag zbiorow domknietych, w ktorego przecieciu bedzie znajdowaé sie granica
pewnego podciagu : pokryjmy przestrzenn X kulami o promieniu 1: {B(z,1)},ex 1 wybierz-
my z niego kule w ktorej znajduje sie nieskonczenie wiele wyrazow ciagu {x, }7>; Zalozmy,
ze skonstruowalismy juz ciag kul domknetych B(z1,1),. .., B(zg, %) takich, ze w przecieciu

! Georg Cantor (St Petersburg 1845 — 1918 Halle) founded set theory and introduced the concept of infinite
numbers with his discovery of cardinal numbers. He also advanced the study of trigonometric series. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Cantor.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Cantor.html
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Fy == B(z1,1) N...,NB(zy, +) znajduje si¢ nieskoriczenie wiele wyrazéw ciagu {z,}3 ;.
Pokryjmy X kulami {B(z, k%rl)}we x . Istnieje wsrod nich kula, ktora zawiera nieskonczenie
wiele wyrazow ciagu {x,}52; znajdujacych siec w Fj. Otrzymalismy wiec zstepujacy ciag
zbiorow domknlqtych Fy D Fy D ... o $rednicach zbiegajacych do 0. na mocy warunku

Cantora 7.1.1 ﬂ F; #0az konstrukcp wynika, ze punkt xg € ﬂ F; # () jest punktem

=
skupienia zbloru u {z,}5°; a zatem granica pewnego podciagu. O

7.2 Przestrzenie unormowane

Definicja 7.2.1. Przestrzeniqg unormowang nazywamy przestrzei wektorowg V nad R
wyposazona w norme || - || : V. — R* spelniajaca warunki:

L |v[|=0 <= v=0
2. vl = AV
3o v+ wl < |[v]+[wl
Norma definiuje metryke w zbiorze V: d(v,w) := ||v — w||. Jesli ta metryka jest zupelna,

to przestrzen unormowana nazywa sie przestrzeniq Banacha®.

Skoriczenie wymiarowe przestrzenie unormowane

Twierdzenie 7.2.1 (Réwnowaznos¢ norm). Jesli V jest skoriczenie wymiarowq przestrze-
nig wektorowq nad R to dowolne dwie normy definiujq zupetne, réwnowazne metryki (tzn.
wyznaczajgce te samg topologie.)
n
Wybierzmy baze vi,..,v, € V i zdefiniujmy norme ||v||sup := sup{|Xi| | v = > A\jv;}.
j=1

Wykazemy, ze dowolna norma || - || jest réwnowazna z norma || - ||o tzn. istnieja state
B,C > 0 takie, ze Vyev || - || < B||V]|sup 0raz ||v]|sup < C|V]|.

Lemat 7.2.1. Istnieje B > 0 takie, zZe Vyev || V|| < B||V||sup, w szczegdlnosci odwzorowanie
|- |I: V=R jest ciggte w normie ||v||sup-

Dowdd. Niech p := max{||vi]|, ..., [|[vnl}-

n n n
k .
VI =12 Avill < DIV < Y Ihil < BlVlsup, gdzie B :=np
= 7=1 7=1

Lemat 7.2.2. Dowolna kula domknieta w normie || - ||sup, czyli zbior
D(v,r):={w € V[|w — vl[sup < 7} jest zbiorem 2wartym w topologii T (d. .., )-

2Stefan Banach (Krakéw 1892 — 1918 Lwéw) founded modern functional analysis and made major contri-
butions to the theory of topological vector spaces. In addition, he contributed to measure theory, integration,
and orthogonal series. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Banach.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Banach.html
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Dowdd. Wystarczy rozwazyé kule o drodku w v = 0. Odwzorowanie liniowe
n

[ R Te) — (V,T(d)) takie, ze f(A1,..,An) = > Aivy jest ciagle na mocy poprzed-
j=1

niego lematu, a wiec kula D(v,r) = f([—r,7] X ... X [=r,7]) jest zwarta jako obraz zbioru
zwartego. O

Lemat 7.2.3. Istnieje C' > 0 takie, Ze dla kazdego wektora v € V zachodzi nieréunos$é
[Vlsup < C[[V]lsup

Dowdd. Niech ¢ := inf{||v|| | ||v||sup = 1}. Ciagtos¢ normy ||-|| w normie |- ||oc oraz zwartosé
vl
([vllsup

[Vsup < C|I V|, gdzie C == 1. [

kuli w normie ||v||sup implikuja, ze C' > 0. Vy»o |[|V] = IVllsup = ¢l|V]sup, & wiec

Dowdd twierdzenia o normach. Twierdzenie wynika z lematow 1,3 bowiem jesli dwie nor-
my | - |l1,] - [|2 sa rownowazne, to ciag jest Cauchy ze wzgledu na norme || - |1 <

jest Cauchy ze wzgledu nal| - ||2, a ciag w; 1, & jest zbiezny ze wzgledu na norme || - |1

do wektora w wtedy i tylko wtedy, gdy w; Mz,

Zauwazmy, ze zbieznos¢ w sensie normy || - ||o 0znacza zbieznos¢ wspotrzednych wek-
toréw ciggu w wybranej bazie, a na mocy twierdzenia w dowolnej bazie. O

Przestrzenie odwzorowan

Definicja 7.2.2. Niech (X,7) bedzie przestrzenia topologiczna. Przez C'(X) oznaczamy
zbior h funkeji ciagtych f: (X,7) — (R, 7;), a przez Cp(X) podzbior skladajacy sie z
funkeji ograniczonych. Dla dowolnej funkeji f € Cp(X) definiujemy

[fllsup = sup{|f ()| [z € X}.

Uwaga 7.2.1. Jesli (X,7) jest zwarta, to Cp(X) = C(X). Jesi X := {1,..,n} to
Cp(X) = R x .. xR, a norma | - |[sup jest identyczna z norma sup wyznaczong przez
baze kanoniczng R".

Stwierdzenie 7.2.1. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej (X,T) przestrzen funkcji
Cy(X) wyposazona w odwzorowanie || - ||sup: Cp(X) — R jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. Przestrzen funkcji C'(X) jest oczywiscie przestrzenia wektorowa jesli polozymy:
(f1+ f2)(z) == fi(z)+ fa(z), (A\f)(z) :== Af(z). To, ze odwzorowanie || - [|sup: Cp(X) — R
jest norma wynika natychmiast z wtasnosci wartosci bezwzglednej. Pozostaje wykazaé, ze
Cp(X) z metryka wyznaczong przez norme | - [[sup jest zupelna. Niech {f,}>2; bedzie
ciaggiem Cauchy w Cy(X). Wynika stad, ze dla kazdego x € X ciag wartosci f,(x) jest cia-
giem Cauchy liczb rzeczywistych, a wiec ma granice, ktora oznaczymy f(x). Otrzymujemy
w ten sposob funkcje f : X — R, ktora oczywiscie jest ograniczona; pozostaje sprawdzi¢
jej ciagtosé. Wynika to z nastepnego, nieco ogélniejszego lematu. O

Lemat 7.2.4. Niech {f, : X — R} bedzie ciggiem funkcji ciagtych na przestrzeni (X, T),
a f: X — R takg funkcjq, Ze cigg sup,cx | fn(x) — f(x)| jest zbiezny do zera — (tzn. cigg
{fn} jest jednostagnie zbiezny do funkcji f : X — R). Wtedy f jest funkcjq ciagta.
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Dowdd. Niech zp € X i e > 0. Trzeba wskaza¢ otoczenie U > x( takie, ze Vyey|f(x) —
f(zo)| < €. Dla dowolnego = € U zachodzi nieréwnosé:

[f (@) = fzo)| < |f(2) = ful@)| + [fu(z) = falzo)| + | fn(z0) — f(z0)l.

Dobierajac dostatczenie duze n zapewnimy, ze pierwszy i trzeci sktadnik beda dowolnie
male, w szczegblnosci %6, dla wszystkich x € X. Z kolei dzieki cigglosci funkcji f,, mozemy
znalez¢ otoczenie U S z takie, ze |fn(2) — fn(wo)| < e dla z € U, co korczy dowdd
ciagtosci f. O

Uwaga 7.2.2. Przestrzenie Cp(X) sa na ogo6! nieskoriczenie wymiarowe i istnieje w nich
1

wiele norm definiujacych nierownowazne i niezupetne metryki. Np. wzor || f|] [ = J1f(@)|dt
0

zadanie norme w przestrzeni C([0,1]), jednak przestrzen metryczna (C([0,1]),d f) nie jest

zupelna a metryki dgyp, d I nie sa rownowazne.

Przestrzenie metryczne w arytmetyce - norma p-adyczna

Stwierdzenie 7.2.2. Niech p bedzie liczbg liczba pierwszq. Odwzorowanie |- |, : Z — R,
|m|p == p~® gdzie m = p®k, (p,k) = 1, |0], = 0, ktdre nazywa sie normq p-adyczng ma
nastepujgce wtasnosci:

1. |In[p=0 <= n=0

2. [n-mlp = Inlp - [mlp

3. |n+m|, < |nlp+|m|, — nierdwnosé trajkqata

4. |z 4+ ylp < max(|z|p, |ylp) — silna nieréwnosé trojkata
i wyznacza w Z metryke p-adyczng: dp(n,m) == |n —m|,.

Uwaga 7.2.3. Zauwazmy, ze metryka d), jest przesuwalna tzn. dla ustalonej liczby ng od-
wzorowanie T,,(m) := ng + m jest izometria. Dowolne dwie kule sa albo roztaczne, albo
jedna jest zawarta w drugiej. Przestrzenie metryczne (Z, d,) nie sa zupelne.

7.3 Twierdzenie Banacha o punktach stalych

Definicja 7.3.1. Niech f : X — X bedzie dowolnym odwzorowaniem zbioru X w siebie.
Punktem stalym odwzorowania nazywamy taki x € X, ze f(z) = .

Twierdzenia o istnieniu punktéw stalych odgrywajg ogromng role w wielu dziatach
matematyki. Ponizsze twierdzenie méwi nie tylko o istnieniu punktéw stalych dla waznej
klasy odwzorowari, ale dostarcza takze algorytmu jego poszukiwania:

Twierdzenie 7.3.1 (S. Banach). Jesli (X, d) jest zupetng przestrzenig metryczng a f: X —
X odwzorowaniem zblizajgcym tzn. takim dla ktorego istnieje liczba 0 < ¢ < 1 taka, ze dla
dowolnych punktow x,y € X zachodzi nieréwnosé d(f(z), f(y)) < cd(x,y). Wtedy f posia-
da doktadnie jeden punkt staty.
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Dowadd. Zauwazmy, ze przeksztalcenie zblizajace musi byé ciagle, przeprowadza wiec cia-
gi zbiezne na ciagi zbiezne. Wybierzmy dowolny punkt = € X i rozpatrzmy ciag {z,}
okreslony rekrencyjnie x1 1= x, xny1 := f(xy). O

7.4 Zupelno$é a konstrukcje przestrzeni metrycznych

Omawiajac konstrukcje przestrzeni topologicznych (Rozdzial 4) zauwazalismy ktore z nich
zachowujg metryzowalno$é, pokazujac w jaki spos6b moga by¢ przeprowadzane na prze-
strzeniach metrycznych. W przypadku podprzestrzeni byto to po prostu obciecie metryki,
przestrzenie ilorazowe przestrzeni metryzowalnych nie sa czesto metryzowalna, a nawet jesli
sg nie dziedziczg naturalnej metryki. W przypadku nieskoriczonego produktu kartezjariskie-
go i sumy roztacznej wyjéciowe metryki musiaty by¢ zamienione na metryki ograniczone
z gory przez 1. Zauwazmy jednak, ze jesli (X, d) jest przestrzenia metryczna, to metryka
"obcieta” d'(z,y) := min(d(x,y), 1) nie tylko wyznacza te sama topologie, co d, ale takze
wyznacza te sama klase ciagow Cauchy, a wiec jesli d jest zupelna to i d’ jest zupeha.

Stwierdzenie 7.4.1 (Podprzestrzenie zupelne). Jesli podprzestrzen przestrzeni metrycznej
jest zupetna, to jest domknieta. Dowolna domknieta podprzestrzen przestrzeni zupetnej jest
zupetna.

Dowdd. Jesli A C X jest podzbiorem przestrzeni metrycznej (X,d) takim, ze przestrzen
metryczna (A, d|A) jest zupetna. Niech {a,}>2; bedzie ciagiem elementéw A zbieznym do
elementu zg € A. Skoro {a,}>2; jest zbiezny w (X,d) , to jest ciagiem Cauchy, a wiec
posiada granice w A. Poniewaz kazdy ciag posiada co najwyzej jedng granice, xg € A, a
wiec A jest zbiorem domknetym.

Jesli podprzestrzen (A,d|A) C (X, d) przestrzeni zupelnej jest domknieta to dowolny
ciag Cauchy {ay, }5° | posiada granice w X, ktéra na mocy domknietosci A nalezy do A. O

Stwierdzenie 7.4.2 (Zupelnosé produktu). Przeliczalny (w tym skoriczony) produkt pro-
dukt przestrzeni metrycznych jest przestrzeniq zupetng wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
czynniki sq przestrzeniami zupetnymi.

Dowdd. Niech {(X;,d;)}5°, bedzie przeliczalna rodzina przestrzeni metrycznych. Przypo-

o0
mnijmy, ze w zbiorze [[ X; definiujemy metryke:
i=1
=1
d'(z,y) = gd’(ﬂ?i,yi)
i=1

gdzie di(z;,y;) := min(d; (x4, ;),1).>

o0
Jesli produkt [] X; jest przestrzenia zupelna, to dowolna podprzestrzen (X,d}) (z
i=1

o0
zatem tez (X, d;) jest zupelna bowiem jest izometryczna z podzbiorem domknietym [] X

1=1
(p.Lemat 4.4.1).

3W przypadku skonczonego produktu (Xi,d1) x --- x (X, dx), mozna metryke zdefiniowaé prosciej:

k
d(z,y) := Z:l d(zi, ;).
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Odwrotnie, zalozmy ze wszystkie przestrzenie {(X;, d;)}5°, sa zupelne. Niech {2},
bedzie ciagiem Cauchy. Z definicji metryki produktowej wynika, ze dla kazdego k € N
ciag {x} }72, jest Ci@giem Cauchy w (Xp, di), a wige jest zbiezny do pewnego punktu .
Pokazemy, ze ciag {2"}°°; jest zbiezny do z'. Niech ¢ > 0, dla dostatecznie duzych N i
n > N zachodza nieré6wnosci:

/ al 1 rn .0 1 1 1
Z2ld I ] ng(xl,wj)+§e<§6+§e:e
i=1

Stwierdzenie 7.4.3 (Zupelnosé sumy). Suma roztgczna przestrzeni zupetnych jest prze-
strzeniq zupetng wtedy @ tylko wtedy, gdy wszystkie sktadniki sq przestrzeniami zupetnymi.

7.5 Twierdzenie Baire’a i topologiczna zupelnosé

Zupelos¢ przestrzeni metrycznej (X, d) pociaga pewna wazna wlasnosé topologii 7 (d),
ktora moze byé przyjeta za definicje zupelnosci w sensie topologicznym.

Twierdzenie 7.5.1 (R. Baire?). Jesli (X,d) jest zupetng przestrzeniq metryczng, to prze-
ciecie dowolnej rodziny U = {U;}2, zbiordw otwartych i gestych w topologii T (d) jest
zbiorem gestym.

Dowdd. Niech V' € 7 (d) bedzie niepusty. Trzeba pokazaé, ze V N ﬂ U; # 0. 7 gestosci U;

mamy V; VNU; # 0, a wiec mozna wybra¢ punkt 1 € VNU; # () oraz promieni r; > 0 taki,
ze B(x1,m1)) C V NU;, a nastepnie skonstruuowaé indukcyjnie zstepujacy ciag domknieé
kul: B(z;,r;) C B(xi—1,7mi—1) NUi—1 , takich, ze r; — 0. Z zupelnosci (X, d) mamy

Vn ﬁUz D ﬁB(ZEz,TZ) 75@

i=1 i=1
O

Whiosek 7.5.1. Jesli (X, d) jest zupetnq przestrzeniq metryczna, to suma dowolnej rodziny
F ={F;}2, zbiorow domknietych i brzegowych w topologii T (d) jest zbiorem brzegowym.

Dowdd. Dowod wynika natychmiast z praw de Morgana, bowiem dopelnienia zbioréw do-

o0 o0
mknietych i brzegowych sa zbiorami otwartymi, gestym. Mamy wiec X\ U F; = () (X\F})
i=1 i=1
[e.9]
jest zbiorem gestym a wiec |J F; jest zbiorem brzegowym. O
i=1
Twierdzenie Baire’a i wnioski z niego, sotosowane do przestrzeni odwzorowai ma wiele
zastosowari w Analizie Matematycznej i Topologii Rézniczkowe;j.

“René-Louis Baire (Paryz 1874 - 1918 Chambéry, Francja) worked on the theory of functions and the concept
of a limit. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Baire.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Baire.html
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Rozdzial 8

Przestrzenie odwzorowan ciaggtych

8.1 Topologia zbieznosci punktowej

Przez  Map (X,Y) bedziemy  oznaczaé  zbiér  przeksztalcen  cigglych
(X,Tx) — (Y, Ty), ktéry mozna utozsamiaé z podzbiorem produktu kartezjariskiego Y X =
[Toex Ys gdzie Voex Y, =Y. Zbior Map (X,Y') mozna wiec rozpatrywaé z topologia pod-
przestrzeni produktu kartezjanskiego. Topologia ta nazywa sie topologia zbieznosci punkto-
wej, bo jak wiadomo zbieznosé ciagu elementéw iloczynu kartezjanskiego jest réwnowazna
zbieznosci wszystkich ciggéw wspotrzednych. Topologie te oznaczamy 7, i nazywamy to-
pologiq zbieznosci punktowej. Topologia ta jest calkowicie wyznaczona przez topologie w
Y, a topologia w X okresla jedynie jakie funkcje naleza do Map (X,Y).

8.2 Topologia zwarto-otwarta

Definicja 8.2.1 (Topologia zwarto — otwarta). (X, 7x), (Y, 7y ) — przestrzenie Hausdorffa.
Topologiq zwarto — otwartq, oznaczana 7., nazywamy topologie w zbiorze Map (X,Y)
generowang przez rodzine zbioréw

{(A, W) | A C X zwarty, W C Yotwarty},
gdzie (A, W) :={f € Map (X,Y) |f(A) Cc W}.

7 definicji topologii generowanej przez rodzine podzbioré6w wynika, ze bazg topologii
zwarto — otwartej sa skorniczone przeciecia zbiorow postaci (A, W): (A, Wi)N---N (A, Wy)
gdzie A; C X sa podzbiorami zwartymi, a W; C Y podzbiorami otwartymi.

Stwierdzenie 8.2.1. Dla dowolnych przestrzeni Hausdorffa zachodzi inkluzja topologii
T, C Teo, a jesli (X, T) jest przestrzeniq dyskretnag, to T, = Te,.

Dowdd. Podzbiory skoriczone przestrzeni Hausdorffa sg zbiorami zwartymi. O
Whiosek 8.2.1. (Map (X,Y),7.,) jest przestrzeniq Hausdor(fa.

Zanim przejdziemy do doktadniejszej analizy topologii zwarto-otwartej odnotujmy teorio-
mnogosciowe wlasnosci konstrukeji zbiorow postaci (A, W).
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Lemat 8.2.1. Niech X,Y bedqg dowolnymi zbiorami, a dla ich podzbiorow A C X, W C W
(A, W) == {f € Map(X,Y) |f(A) € W}. Dla rodzin podzbioréw zachodzq nastepujgce
rownosci 1 inkluzje zbiorow:

1) NALW) = (A, W) 2) (AW) = (A W)

ieJ ieJ ieJ ieJ
3) (A, Wi) c (| A, | W)
e ieJ icJ
Dowdd. Dowody 1), 2), 3) wynikaja natychmiast z definicji. O

Okazuje sie, ze rodzine zbioréw potrzebng do generowania topologii zwarto—otwartej
mozna istotnie ograniczy¢, korzystajac z rodziny generujacej topologie w (Y, 7y) , np. z jej
bazy.

Lemat 8.2.2. Jesli Ty = T(F) to rodzina {(A,W) | A C X zwarty, W € F} generuje
topologie zwarto-otwartg na Map (X,Y).

Dowdd. Oczywiscie rodzina Fyap = {(A, W) | A C Xazwarty, W € F} jest zawarta
w rodzinie generujacej topologie zwarto — otwarta (Def. 8.2.1). Trzeba wiec pokazaé, ze
dowolny zbior postaci (A, W) gdzie A C X jest zwarty, a W C Y jest otwarty jest zawarty
w topologii generowanej przez rodzing Ffap -

Z definicji topologii generowanej wynika, ze dowolny zbior W € 7T (F) jest suma skori-
czonych przecie¢ zbioréw z rodziny F. Zauwazmy najpierw, ze jesli W =Wy nNn---NW,
gdzie W; € F, to

(A, W) = (A, Wi) = (A, Wi) € T(Ftap)-
1 1
Pokazemy teraz, ze jesli W = |J W, oraz dla kazdego zwartego podzbioru A C X oraz

s€S
kazdego s € S, (A, Ws) € T(Fmap ) to (A, W) € T(Fumap). W tym celu trzeba pokazaé, ze

dla dowolnego f € (A, W) istnieje zbior taki, ze f € (A1, Wi) N ---N (A, Wy) C (A, W)
gdzie A; C X sa podzbiorami zwartymi oraz (A;, W;) € T (Fuap )-

Dla dowolnego punktu a € A istnieje s(a) € S taki, ze f(a) C Wy(,), a wigc z ciaghosci f
wynika, ze istnieje otoczenie a € cla(V,) C A takie, ze f(cla(Va)) C Wi(q- Zbiory {(Va}aeca
tworzg otwarte pokrycie zbioru zwartego A, mozna wiec wybraé skonczone podpokrycie

n

Vo, U UV, = A. Przeciecie zbioréw () (Aq,, Wa,) spelnia nasze wymagania:
=1

1=

f € <Aa1»Wa1> M---N <Aaanan> C (U Aaia U Wai) - <A7 W>

O

Pozyteczne bywa tez ograniczenie klasy zbioré6w zwartych uzywanych do generowania
topologii zwarto — otwartej:
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Lemat 8.2.3. Niech C = {Cs}ses bedzie rodzing zwartych zbiorow w (X, Tx) z nastepujgcq
wtasnodcig: dla kazdego zbioru zwartego A C X i otwartego U D A istnieje skoriczenie wiele
C; € C spetniajacych A C Uy C; C U. Niech B C Ty bedzie pewng bazg. Wtedy rodzina

FC,B):={(C,W) | CeF,WeB}
generuje topologie zwarto — otwartq w Map (X,Y).

Dowdd. Na mocy Lematu 8.2.2 wiemy, ze T (Fe) = T (F(All,B)) gdzie All oznacza
rodzine wszystkich podzbiorow zwartych, baza generuje topologie. Poniewaz F(C,B) C
T (F(All,B)) wiec podobnie jak w poprzednim lemacie, wystarczy wykazaé¢ ze dla kaz-
dego elementu zbioru f € (C,W) istnieja zbiory zwarte Cs,,...,Cs, € C oraz otwarte
Wi, ..., W, € Btakie, ze f € (A1, Wi)N---N (A, W,) C (C,W). Rozwazmy zbior otwar-
ty U := f~}(W) D C, z zalozenia istnieje skoticzona rodzina zbioréw Cs,,...,Cs, € C

n n
taka, ze C C |J Cs, C U. Przeciecie zbiorow () (Cs,, W,,) spelnia nasze wymagania:

i=1 i=

n n
fe(Cs,, W) =(lJ Cs,, W) C (C,W).

i=1 i=1
[l

Zbadamy przeksztalcenia ciagle przestrzeni Map (X,Y) pochodzace od odwzorowan
X—-XiYy Y.

Stwierdzenie 8.2.2. f: (X,7x) — (X', Tx/), g: (Y, Ty) — (Y, Ty+) — odwz. ciggte. Od-
WZO0TOWANAA

f*:Map (X')Y) — Map (X,Y), f*(¢) :== o f
g« : Map (X,Y) — Map (X,Y’) g.(¢)) :=go

sq ciggte w topologii zwarto-otwartej oraz zachodzq réwnosdci (fio f2)« = f3ofy, (g10g2)« =
G1x © g2x, Idx = Id, Idy, = Id.

Dowdd. Ciaglosé wynika tatwo z teorio-mnogosciowych wlasnosci zbioréw generujacych to-
pologie. Zeby sprawdzi¢, iz f* jest ciagle wystarczy zauwazy¢, ze dla zbioréw generujacych
topologie w Map (X, Y) zachodzi: (f*)~1({C,W)) = (f(C), W), a wiec jest zbiorem otwar-
tym w Map (X', Y). Podobnie (g.)~t({C,W")) = ((C, g~ (W’))) jest zbiorem otwartym w
Map (X,Y). O

Uwaga 8.2.1. Jesli Y =Y’ = R", to odwzorowanie f* jest liniowe. Jesli Y, Y’ skonczenie
wymiarowe przestrzenie liniowe i g : Y — Y’ jest odwzorowaniem liniowym, to g, tez jest
liniowe.

8.3 Topologia 7., a produkt kartezjanski

Stwierdzenie 8.3.1. Rzutowania na wspitrzedne p;: Y1 X Yo — Y, i = 1,2 zadajg home-
omorfizm:
(P1+;p2+): Map (X, Y1 x Y2) — Map (X, Y1) x Map (X, Y2)
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Dowdd. Ciagtos¢é odwzorowania (pi«, p2«) wynika z Stw. 8.2.2 a z definicji produktu karte-
zjariskiego iz jest bijekcja. Wystarczy wiec pokazaé iz jest otwarte. Na mocy Lematu 8.2.2
topologia w Map (X, Y] x Y3) jest generowana przez zbiory postaci (C, p; Lw;)) gdzie i =
1,2, W; € Ty,, C C X — zwarty. Dlai = 1 zachodzi rownosé zbioréw (pi«, pa«) ((C, py *(W1))) =
(C,W7) x Map (X, Ys) i podobnie dla i = 2, a wiec obrazy zbiorow generujacych topologie
w Map (X, Y1 x Y3) generuja topologie w produkcie Map (X, Y1) x Map (X, Y2). O

Stwierdzenie 8.3.2. Wiozenia ty: X — X1 ][ Xo, k = 1,2 definiujg homeomorfizm
(¢,05): Map (X1 [[ X2,Y) — Map (X1,Y) x Map (X3,Y).

Dowdd. Dowod, ze odwzorowanie (¢, ¢5) jest ciagla bijekcja jest identyczny jak Stw. 8.3.1.
Dowdd, ze rodzina generujaca baze w Map (X7 [[ X2,Y) przechodzi na rodzine generujaca
topologie w produkcie wynika natychmiast z Lematu 8.2.3 oraz faktu, ze dowolny zwarty
podzbior C' C X[ X2 jest suma roztacznych zwartych zbiorow C = (C'N X;) U (C'N
Xo). O

Interesujace jest, ze w terminach przestrzeni funkcyjnych mozna opisaé¢ odwzorowania
dwoch zmiennych f: X x Y — Z jako rodziny odwzorowan jednej zmiennej f,: Y —
Z, f+(y) = F(x,y) parametryzowanie w sposob ciagly przestrzenia X. O przestrzeni Y
musimy jednak poczynié¢ dodatkowe zatozenie:

Definicja 8.3.1. Przestrzen Hausdorffa (Y,7y) nazywa sie lokalnie zwarta jesli kazdy
punkt y € Y posiada otoczenie V' > y takie, ze jego domkniecie cly (V) jest zbiorem
zwartym.

Uwaga 8.3.1. Przestrzenie zwarte sg lokalnie zwarte. Przestrzenie euklidesowe nie sg zwarte,
lecz sa lokalnie zwarte, bowiem domkniecia kul euklidesowych sa zbiorami domknetymi i
ograniczonymi, a wiec zwartymi.

Twierdzenie 8.3.1. Jesli Y jest jest lokalnie zwarta, to przeksztalcenie
Map (X x Y, Z) % Map (X, Map (Y, Z))
e(h)(x)(y) := h(z)(y) = h(z,y)
jest bijekcja, a nawet homeomorfizmem przestrzeni odwzorowari z topologiq zwarto-otwartg.

Dow6d twierdzenia poprzedzimy lematem opisujacym topologie w przestrzeni
Map (X x Y, Z).

Lemat 8.3.1. Zbiory postaci (A x B,W) gdzie A C X, B CY sq podzbiorami zwartymi,
a W C Z jest podzbiorem otwartym generugjg topologie zwarto-otwartq w Map (X x Y, Z).

Dowdd. Sprawdzimy, ze rodzina zbiordéw

{AxBCXxY:ACX, BCY zbiory zwarte}

spelnia zalozenia Lematu 8.2.3. Niech X x Y D U D C bedzie otoczeniem podzbioru
zwartego. Dla kazdego punktu ¢ € C istnieja zbiory otwarte U. C X, V. C Y takie,
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ze U. x V. C U, a ze zwarto$ci C mozna wybra¢ skoriczone przykrycie otwarte U D
(Ugy X Ve, )U -+~ U (U, x Ve,) D C. Poniewaz C' jest zbiorem zwartym, w to przykrycie
mozna wpisac pokrycie C' zbiorami domknietymi C; C U,, x V,,. Zachodza inkluzje

n

U pi(Co) x p2(Cy) € |J U, x Ve, U
=1 i=1

a zatem znalezliSmy przykrycie zbioru C' produktami zbioréw zwartych, zawartymi w da-
nym otoczeniu U D C. O

Dowdd Twierdzenia 8.3.1. Dowod sktada sie z trzech krokow.

Najpierw musimy wykazaé, ze przeksztalcenie e jest dobrze zdefiniowane tzn. dla od-
wzorowania ciggltego f : X x Y — Z przyporzadkowane mu odwzorowanie ﬁ(aj)(y) =
h(z,y) jest odwzorowaniem ciaglym X — Map (Y, Z). Zauwazmy najpierw, ze Voex h(z) €
Map (Y, Z), jest to bowiem obciecie h do poziomicy {z} x Y. Teraz sprawdzimy ciagtosé
h: X — Map (Y, Z). Zalézmy, ze h(z) € (C,W) co oznacza, ze h({z} x C) € W. Z cig-
glosci h wynika, zZe istnieje bior otwarty G O {z} x C taki, ze h(G) C W, a ze zwartosci
C wynika (p.Lemat o tubie), ze istnieje otoczenie U > z takie, ze U x C' C G, a wiec
iz(U ) C (C,W). Zauwazmy, ze dla poprawnego zedfiniowania przeksztalcenia e zatozenie
lokalnej zwartosci Y nie jest potrzebne.

Przyporzadkowanie h ~ h jest oczywiscie roznowartosciowe. Pokazemy, ze jest bijekcja
tzn. jesli odwzorowanie h: X — Map (Y, Z) jest ciagle, to odpowiadajace mu odwzorowanie
h(z,y) := h(z)(y) jest ciagte. Niech h(zo,y0) € W tzn. h(zo) € ({yo}, W), a z ciaglosci
h(z0) i lokalnej zwartosci Y wynika istnienie otoczenia V' 3 yo takiego, ze V jest zbiorem
zwartym i B(:Eo) € (V,W). Z ciaglosci h wynika, ze istnieje otoczenie U 3 xg dla ktoérego
h(U) € (V,W), a wiec h(U x V) C W co koticzy dowdd, ze prayporzadkowanie b ~ h jest
bijekcja.

Pozostaje sprawdzié¢, ze jest homoeomorfizmem. W tym celu wystarczy zauwazyc, ze
obraz rodziny zbioréw generujacych topologie w Map (X x Y, Z), opisany w Lemacie 8.3.1
generuje topologie w Map (X, Map (Y, Z)). O]

8.4 Topologia 7., a zbiezno$¢ jednostajna

Niech (Y, d) bedzie przestrzenia metryczna. Rozwazajac zbior przeksztalcen ciagtych (X, 7Tx) —
(Y, 7T (d)) zauwazamy, ze metryke dg,p, mozna zdefiniowa¢ sensownie jedynie w podzbiorze
sktadajacym sie z przeksztalcen ograniczonych, podczas gdy topologia zwarto — otwarta
okreslona jest w calym zbiorze Map (X,Y). Zajmiemy sie obecnie poréwnaniem topologii

7 (dsup) W zbiorze ograniczonych przeksztalcen ciagltych Map,(X,Y’) oraz topologii pod-
przestrzeni pochodzacej z topologii zwarto — otwartej w Map (X, Y).

Stwierdzenie 8.4.1. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej (X,Tx) i przestrzeni me-
trycznej (Y,d) w zbiorze Map (X, Y') zachodzi inkluzja topologii T, C T (dsup). Jesli X
jest zwarta, to Teo = T (dsup)-

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze dowolny zbior generujacy topologie 7., nalezy do topologii
7 (dsup)- Na mocy Lematu 8.2.2 wystarczy sprawdzi¢ to dla zbioréw postaci (C, Ba(yo,r))
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gdzie C C X jest podzbiorem zwartym, a B(yo,r) kula w przestrzeni (Y,d). Niech f €
(C, B(yo,r)) Odwzorowanie d(yo, f(—)): X — R jest ciagle, zatem ze zwartosci C' wynika,
ze przyjmuje swoje kresy; kres gorny oznaczmy 0 < rg < r, a przez r := %(r —1r9) > 0.
Twierdzimy, ze kula By, (f,r1) C (C, Ba(yo,r)) -

Niech g € Bq,,,(f,71). Dla dowolnego = € C' zachodza nier6wnosci:

d(yo, 9(x)) < d(yo, f(x)) +d(f(x),9(x)) <71o+711 =10+ %(7“ —ro) <7

a wiec dla dowolnego elementu f € (C, Bg(yo,r)) istnieje kula w metryce dgup 0 $rodku w
tym punkcie, zawarta w (C, Bq(yo,7)).

Wykazemy teraz rownos¢ topologii Zeo = T (dsup), gdy X jest przestrzenia zwarty. W
tym celu trzeba pokaza¢, ze dla dowolnej kuli By, (f,7) istnieje zbior postaci (C1, Wi) N
<N {(Cp, W,,) taki, ze

f € <017W1> n---N <CH7WH> - Bdsup(f7r)

Dla kazdego = € X wybierzmy otoczenie U, > x takie, ze

f(Us) C By(f(x),%) = By. Na mocy zwartosci X z pokrycia {Uy,}zex mozna wybrac
pokrycie skoniczone Uy, U---UU,, = X. Pokazemy, ze dowolny element g € (Uy,, By, ) N
-+ N (Uyp,, Bz,) nalezy do kuli By, (f,r). Dla dowolnego € X wybierzmy U; > z.
Zachodza nieréwnodci:

r

d(f(2), 9(2)) < d(f (@), f(2:) +d(f (@), g(2)) < 5+ 5 <

oraz z definicji f € (Uyz,, By,) NN {(Uy,, Bs,) C B, (f,7). O

Topolgia zwarto — otwarta jest nazywana takze topologia zbieznosci niemal jedno-
stajnej. Zeby wyjasni¢ skojarzenie z nazwa znana z Analizy Matematycznej udowodnimy
najpierw ogoélny fakt dotyczacy obcinania przeksztatcen do podzbioréow zwartych. Niech
(X, 7Tx), (Y, Ty) beda dowolnymi przestrzeniami Hausdorffa. Dla dowolnego zwartego pod-
zbioru C' C X inkluzja definiuje ciagle odwzorowanie ¢~: Map (X,Y) — Map (C,Y).

Stwierdzenie 8.4.2. Niech C oznacza rodzine wszystkich zwartych podzbioréw przestrzeni
X. Przekgtna rodziny odwzorowan {v}cec

1o Map (X,Y) — [[ Map (C,Y)  (f) == {flc}eec
ceC

jest zanurzeniem homeomorficznym.

Dowdd. Odwzorowanie ¢ jest oczywiscie réznowartosciowe, bo zbiory jednopunktowe sg

zwarte. Topologia w produkcie [] Map (C,Y) jest generowana przez zbiory pal(<K , W)
ceC
gdzie K C C, W € Ty, a wiec topologia podprzestrzeni jest generowana przez przeciecia

tych zbioréw z obrazem tc(Map (X,Y)). Z definicji zachodzi réwnos¢ zbiorow
te(Map (X,Y) N pe! (K, W) = te((K, W)

a wiec topologia podprzestrzeni jest generowana przez obrazy zbioréw generujacych topo-
logiec w Map (X, Y). O
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Wnhiosek 8.4.1. Cligg odwzorowar f, € Map (X,Y) jest zbiezny w topologii zwarto-otwartej
do odwzorowania f € Map (X,Y) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru zwartego
C C X, ciag fulc € Map (C,Y) jest zbiezny do f|c € Map (C,Y).

Z ostatniego wniosku wynika, ze jesli (Y, d) jest przestrzenia metryczna to zbieznosé
w sensie topologii zwarto-otwartej w Map (X,Y) jest doktadnie znang z Analizy Matema-
tycznej zbieznoscia niemal jednostajna (czyli na zbiorach zwartych).

Na zakonczenie podsumujmy zwiazki miedzy trzema topologiami w przestrzeniach od-
wzorowarli: zbieznosci punktowej, zwarto-otwartg i zbieznosci jednostajne;j.

Twierdzenie 8.4.1. Dla dowolnych przestrzeni Hausdorffa (X,7Tx), (Y,Ty) w zbiorze
Map (X, Y) zachodzi inkluzja topologii T, C Tc,.

1) Jesli (X, T) jest przestrzenia dyskretng, to T, = Tc,.

2) Jesli (Y,d) jest przestrzeniq metryczng i Map ,(X,Y) zbiorem ograniczonych, ciggtych
odwzorowan, to zachodzi inkluzja topologii Teo| Map ,(X,Y) C T (dsup)-

3) Jesli przestrzen (X, Tx) jest zwarta, to Teo = T (dsup)-

8.5 Twierdzenie Stone’a — Weierstrassa

Dla dowolnej przestrzeni topologicznej (Y, 7y) oznaczmy C(Y') := Map (Y, R) z topologia
zwarto — otwartg.

Stwierdzenie 8.5.1. Dodawanie i mnozenie funkcji definiuje w C(Y') strukture pierscienia,
przy czym oba dziatania sq ciagte. Zerem jest funkcja stata réwna zero; a jednoscig funkcja
stata rowna jeden. Mnozenie przez funkcje state i dodawanie okreslaja w C(Y') strukture
rzeczywistej przestrzeni wektorowey. ([l

Definicja 8.5.1. Podzbior A C C(Y') nazywamy R-podalgebra jesli podprzestrzenia linio-
wa oraz jest zamkniety ze wzgledu na iloczyn funkcji.

Stwierdzenie 8.5.2. Dla dowolnego podzbioru D C C(Y) istnieje minimalna ze wzgledu
na inkluzje R-podalgebra A(D) D D, ktorg nazywamy R-podalgebrg generowanqg przez D.

Dowdd. Przeciecie dowolnej rodziny R-podalgebr jest oczywiscie R-podalgebra. Podalgebre
A(D) definiujemy wigc jako przekroj rodziny R-podalgebr zawierajacych zbior D. O

Twierdzenie 8.5.1 (M. Stone!'-K. Weierstrass®). Niech (Y,7y) bedzie dowolng przestrze-
nig Hausdorffa. Jesli D C C(Y') jest podzbiorem zawierajgcym niezerowq funkcje stalq
takim, zZe funkcje z D rozdzielajg punkty w'Y tzn. dla dowolnych y1 # yo istnieje funkcja
f € D taka, ze f(y1) # f(y2), to zbior A(D) jest gesty w C(Y').

"Marshall Harvey Stone (New York 1903 - 1989 Madras, India) is best known for the Stone-Weierstrass
theorem on uniform approximation of continuous functions by polynomials. [Mac Tutor]

2Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Ostenfelde, Westphalia 1815 - 1897 Berlin) is best known for his
construction of the theory of complex functions by means of power series. [Mac Tutor]
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http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
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Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia, przypomnimy jego klasyczne zastosowania.

Przyktad 8.5.1 (Klasyczne Twierdzenie Weierstrassa.). Niech (Y,7y) = ([0,1],7:) i roz
patrzmy D := {1,5: j(t) = t}. R-podalgebra generowana przez D to po prostu algebra
funkcji wielomianowych zmiennej t. Poniewaz topologia zwarto — otwarta w C([0, 1]) to to-
pologia wyznaczona przez metryke dsup, a wiec tw. Stone’a — Weierstrassa w tym przypadku
powiada, ze kazda funkcja ciagta jest granica jednostajng ciagu wielomianéw. Zauwazmy,
ze funkcje identycznosciowa mozemy zastapi¢ dowolna funkcja roznowartosciowa! Jesli za-
miast odcinka rozpatrzy¢ cala prosta otrzymujemy wniosek, ze kazda funkcja f: R — R
jest granica niemal jednostajnie zbieznego ciagu wielomianow. (przestrzen C(R) jest me-
tryzowalnal).

Przyktad 8.5.2 (Wielomiany trygonometryczne). Zauwazmy, ze funkcje ciagte f: R — R
o okresie 27 mozna utozsamiaé¢ z funkcjami okreslonymi na okregu S'. Punkty okregu
bedziemy parametryzowaé katem ¢ miedzy dodatnim kierunkiem osi y = 0 oraz poétprosta
wyznaczona przez dany wektor. Rozpatrzmy D := {sinn¢, cosng: n =0,1,2,..} C C(S').
Ze wzoréw na cosinus i sinus sumy katow tatwo wynika, ze przestrzen liniowa rozpieta na
zbiorze D jest zamknieta ze wzgledu na mnozenie, czyli jest R—podalgebra. A z twierdzenia
Stone’a-Weierstrassa wynika, ze dowolna funkcja okresowa jest granicg jednostajng ciagu
funkcji postaci:

N
fn(@) = ap + Z (an sinng + by, cos ng)
n=1

Dowo6d twierdzenia poprzedzimy waznym lematem:

Lemat 8.5.1. Niech A C C(Y) bedzie podalgebrg. Jesli f € A, to |f| € A. Dla dowolnych
funkcji f,g € A funkcje min(f, g) i max(f,g) tez nalezq do A .

Dowdd. Poniewaz |f| = v/ f? kluczowym kluczowym elementem dowodu bedzie obserwacja,
ze funkcja ¢: [0,1] — R, ¢(t) := \/t jest granica jednostajna ciagu wielomianéw py,(t), co
mozna pokazaé¢ bezposrednio badz powotaé sie na klasyczne tw. Weierstrassa zastosowane
do funkcji ¢(t) := V/t.
n
Niech f € A oraz |f| € N(C;, W;). Pokazemy, ze to otoczenie zawiera pewna funkcje
1

g € A. Niech € := min{d.(| f|(C;), Y\W;): i =1,...,n} > 0. Wystarczy znalez¢ g € A taka,
ze ||f](c)—g(c)| < edlac e C :=J} C;. Poniewaz C jest zwarty, funkcja f jest ograniczona,
a wiec istnieje M > 0 takie, ze | f(c)| < M dla ¢ € C. Stad wynika, ze |f| jest na C' granica

jednostajna ciggu wielomianéw od funkcji f: p,(f2/B?) — \/f2/M? = |f|/M.
Teza dla min(f, g) i max(f,g) tatwo wynika ze wzoréw:

max(f,9) = 5((/ +9)+1f ~ gl), min(f.9) = 5((f +9) ~ |f ~ g)).

O

Dowdd tw. Stone’a — Weierstrassa. Bedziemy dowodzié¢, ze zbior A(D) jest gesty, a zatem
poniewaz jest domkniety, musi by¢ rowny C(X). W tym celu trzeba sprawdzi¢, ze dowol-

n
ny zbior z bazy topologii zwarto—otwartej ((A;, W;) przecina sie z A(D). Ustalmy zbior
1
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bazowy i funkcje f € (n](A,,WQ Bedziemy konstruowaé¢ funkcje g € A(D) N (n](AZ,WZ)
1 1

Oznaczmy zbior zwarty Z := |JA; C Y oraz € := min{d.(f(A4;), Y\W;):i=1,...,n} > 0.
1

Dowdd sktada sie z trzech krokéw.

Krok 1. Dla dowolnych punktéw w y; # y2 w Z oraz aj,as € R istnieje f € A(D) taka,
ze f(y1) = a1, f(y2) = ao.
Niech g bedzie funkcja rozdzielajaca yi,y2. Poniewaz funkcje state naleza do A(D), a

wiec funkcja )
m[g(y) —g(y1)]

nalezy do A(QG) i przyjmuje zadane wartosci w punktachyy, yo.

fly)=a+

Krok 2. Dla dowolnej funkeji f € C(X) oraz zg € Z istnieje g € A(D) taka, ze: g(zo) =
f(z0) oraz g(z) < f(z) +edlaze Z.

Z Kroku 1. dla kazdego z € Z istnieje funkcja h, € A(D) taka, ze h,(z9) = f(20)
oraz h.(z) < f(z) + §. (Jedli z # 2o mozna znalez¢ funkcje taka, ze h.(z) = f(z) + {,
w przypadku z = 2, h,, = f.) Z ciaglosci h, i f wynika, Ze istnieje otoczenie W(z) 3 z
takie, ze h,(y) < f(y) + e dlay € V(z). Zbiory {W(z)}.cz tworza otwarte przykrycie Z,
a wiec mozna z niego wybraé¢ przykrycie skoniczone W (z1) U --- U W (zy,) D Z. Niech g :=
min{h;,,...,hs, } Z Lematu 8.5.1 wynika, ze g € A(D). Poniewaz dowolny punkt z € Z
nalezy do pewnego zbioru W (z;), wiec zachodza nieréwnosci: g(z) < hy,(2) < f(z) +e.

Krok 3. Istnieje g € A(D) taka, ze: sup,c 4 | f(2)—g(2)| < ¢, azatem g € Wﬂﬁ(/li, Wi).

Dla dowolnego z € Z niech g, bedzie funkcja skonstruowana w Kroku 2. Isgnieje oto-
czenie V(z) > z takie, ze dla y € V(z) zachodzi nieréwnosé: g¢.(y) > f(y) — €. Zbio-
ry {V(2)}.cz przykrywaja Z a wiec mozna sposrod nich wybraé przykrycie skoriczone
V(z1),...,V(z) 1 zdefiniowaé g := max{g.,, ..., gz }. Podobnie jak w Kroku 2. g € A(D)
oraz f(z) —€ < g;(2) < g(2) < f(2) + €, czyli sup,c4|f(2) — g(z)| < € co nalezalo
dowies¢. O

8.6 Funkcje na przestrzeniach metryzowalnych

Dla przestrzeni metryzowalnych (i ogolniej normalnych) zachodzi wazne twierdzenie o roz-
szerzaniu funkcji ciagtych ze zbior6w domknietych, pokzaujace ze na takich przestrzeniach
jest "duzo” funkcji ciagtych o wartosciach rzeczywistych.

Twierdzenie 8.6.1 (Tietze®). Jesli A C X jest domknietym podzbiorem przestrzeni me-
tryzowalnej (X, 7 (d)) to dowolne przeksztatcenie ciggte f: (A, T (d)|A) — ([0,1],7¢) roz-
szerza si¢ na catq przestrzen tzn. istnieje f: (X, T(d)) — ([0,1),7) takie, ze f(a) = f(a)
dla kazdego a € A.

Dowd6d twierdzenia Tietze znajduje sie w BCPP Podrozdziat 1.6.

3Heinrich Franz Friedrich Tietze (Schleinz, Austria 1880 - 1964 Miinchen) [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Tietze.html
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Wnhiosek 8.6.1. W tw. Tietze odcinek [0, 1] mozna zastapié¢ przez kostke [0,1]™. O

Whiosek 8.6.2. Odwzorowanie obciecia i*: Cp(X) — Cy(A) jest epimorfizmem. O



Rozdzial 9

Homotopia

9.1 Homotopia odwzorowan

Definicja 9.1.1. Niech (X, 7x), (Y, 7y ) beda przestrzeniami topologicznymi, a I := [0, 1]
bedzie odcinkiem z topologia euklidesowa. Homotopig nazxywamy dowolne przeksztal-
cenie ciggte F': X x I — Y. Przeksztatcenia fy, fi: X — Y nazywamy homotopijnymi
jesli istnieje homotopia F': X x I — Y taka, ze dla kazdego x € X zachodza réwnosci
F(z,0) = fo(x), F(z,1) = fi(z) i oznaczamy fo ~ f1 lub jesli chcemy pamietaé jaka
homotopia je taczy fo ~r f1 .

Stwierdzenie 9.1.1. Homotopia ~ jest relacjg rownowazno$ci w zbiorze odwzorowar
Map (X,Y).

Dowdd. Sprawdzimy trzy warunki, ktére musi spetniaé¢ relacja réwnowaznosci:

Zwrotno$c. Kazde przeksztatcenie f: X — Y jest homotopijne ze soba przez homotopie
stala: F: X x I =Y, F(z,t) := f(x).

Symetria. Jesli F: X x I — Y jest homotopia miedzy fo i fi, to F/: X x I —
Y, F'(z,t) := F(z,1 —t) jest homotopia miedzy f1 i fo.

Przechodniosé. Jesli F': X x I — Y jest homotopia miedzy foi fiaG: X xI —-Y
jest homotopiag miedzy f1 1 fo to H: X x I — Y zdefiniowane przez F' na dolnej polowie
walca i przez G na gbérnej potowie:

F(z,2t)dla0 <t < 1
H(z,t):= (w,2t) dla L 2
G(z,2t —1)dla; <t <1
jest homotopia miedzy fg a fo. O
Zbior klas homotopii oznaczamy [X,Y] := Map(X,Y)/ ~. Zauwazmy, ze

{p}, X] = mo(X), gdzie {p} — przestrzen jednopunktowa, jest rozwazanym poprzednio
zbiorem sktadowych tukowych przestrzeni X.

Stwierdzenie 9.1.2. Dowolne dwa przeksztatcenia fo, f1: X — W gdzie W C R" jest
podzbiorem wypuktym sq homotopijne przez homotopie F(x,t) := (1 —t)fo(x) + tfi(z),
zwang homotopiqg afiniczng.

63
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Sktadanie przeksztalcen zachowuje relacje homotopii:

Stwierdzenie 9.1.3. Jesli fo, fi: X — Y oraz go,91: Y — Z oraz fo ~ f1 i go ~ g1, to
ich ztozenia sq homotopijne: gofo ~ g1f1

Dowad. Skonstruujemy homotopie gofo ~ gofi ~ g1f1 i skorzystamy z przechodniodci
relacji homotopii. Niech F': X x I — Y bedzie homotopia miedzy foi fiaG: Y xI — Z

homotopia miedzy go i g1. Wtedy ztozenie X x [ Ly % g jest homotopia gofo ~ gof1
a ztozenie X x [ 2% y 1 S, 7 jest homotopia gof1 ~ g1f1- O

Whniosek 9.1.1. Jesli f : X — Y, to dla dowolnej przestrzeni Z sq dobrze okreslone
praeksztatcenia f7: [V, Z) — [X, Z), f#([¢]) := [pof] oraz fu: [Z,X] — [Z,Y], fo([]) ==
[fou)] . Jesli f ~ g to fu = gy i f7 = g*. Jesli dane sq dwa przeksztatcenia X Lys Z,
to (9f)# = g fy oraz (9f)% = f*g*.

Dowdd. Wynika natychmiast z definicji i z poprzedniego Stwierdzenia. O

Nastepujace twierdzenie powiada, ze przeksztalcenia bliskie o wartosciach w otwartych
podzbiorach przestrzeni euklidesowych sa homotopjne.

Twierdzenie 9.1.1. Niech X bedzie przestrzeniq zwartg, a W C R™ otwartym podzbiorem.
Dla kazdego przeksztatcenie f: X — W istnieje € > 0 takie, ze dowolne przeksztatcenie
g: X — W dla ktorego dsup(g, f) < € jest homotopijne z f.

Dowdd. Obraz f(X) C G jest podzbiorem zwartym. Zatem jego pokrycie

fx)c U B(f(@).ra) c W

zeX

ma liczbe Lebesgue’a A > 0 tzn. dowolne dwa punkty odlegte o mniej niz A leza w
pewnej kuli B(f(x),r,) C W. Zatem jesli dsup(g, f) < A =: € to afiniczna homotopia
F(z,t) = (1 —t)f(z) +tg(x) jest dobrze okreslonym odwzorowaniem F': X x I — W. O

9.2 Punktowana homotopia

Jak zobaczymy w dalszych rozdziatach bywa pozyteczne rozpatrywanie przestrzeni topo-
logicznych z wyr6ézninym punktem i odwzorowan zachowujacych te punkty. Takie sytuacje
spotykamy jesli w przestrzeni wystepuje struktura algebraiczna (np. przestrzenie wekto-
rowe lub grupy macierzy). Punktem wyréznionym jest wtedy element neutralny i jest on
zachowywany przez homomorfizmy. Dokladniej, punktowana przestrzenia (lub przestrzenia
z wyréznionym punktem) nazywamy pare (X, xo) gdzie X jest przestrzenia topologiczna
(oznaczenie topologii pomijamy), a g € X.

Definicja 9.2.1. Niech (X, o), (Y,y0) beda przestrzeniami z wyr6znionymi punktami.
Homotopig punktowang nazywamy przeksztalcenie ciaglte F': X x [0,1] — Y, takie, ze dla
kazdego t € I, F'(zo,t) = yo.

Przeksztatcenia punktowane fo, f1: (X,20) — (Y,y0) sa homotopijne jesli istnieje
punktowana homotopia F': X x [0,1] — Y taka, ze F(—,0) = fo, F(—,1) = fi.
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Deifnicja punktowanej homotopii prowadzi w oczywisty sposéb do definicji punktowa-
nej homotopijnej réownowaznoéci. Np. wlozenie j: (S 1, e;) C (R™ \ {0}, e1) jest punk-
towana homotopijng rownowaznoscia, gdyz retrakcja r7: (R™ \ {0},e1) — (S™7 1 eq) jest
przeksztalceniem punktowanym, rj = idgn-1 oraz jr i idgn\ o} Wiaze punktowana homo-
topia: H: (R™\ {0}) x [0,1] — R™\ {0} zadana wzorem: H(p,t) := (1 — t)ll%\l + tp.

Podobnie jak zwykla homotopia, punktowana homotopia ~ jest relacja réwnowaz-
nosci w zbiorze przeksztatcei punktowanych Map ,(X,Y) C Map (X,Y). Zbio/r klas
punktowanej homotopii oznaczamy [X,Y]. := Map,(X,Y)/ ~. Konstrukcje w dowo-
dzie Stw. 9.1.1 zachowuja homotopie punktowane. Istnieje odwzorowanie zapominania
®: [X,Y], — [X,Y] przypisujace klasie homotopii punktowanej odwzorowania jego zwy-
kta klase homotopii: ®[f]. = [f]. Odwzorowanie to w ogélnosci nie musi by¢ ani surjekcja,
ani injekcja. Dla odwzorowani w okrag S' mamy jednak nastepujace:

Stwierdzenie 9.2.1. Dia dowolnej przestrzeni punktowanej (X, zg) i punktowanego okregu
(81, 1), odwzorowanie ®: [X, S, = [X,S"] jest bijekcjq.

Lemat 9.2.1. Niech zg € St. Odwzorowanie f.,: St — St f.,(w) = wzy jest homotopijne
z identycznosciq. U

Dowaod 9.2.1. Zastosujemy dwukrotnie powyzszy lemat.

® jest surjekcja, bo dowolne f: X — S jest homotopijne z odwzorowaniem g: X — S*
g(z) := f(z)f(z0)~! dla ktorego g(zo) = 1.

® jest injekcja. Jedli F': X x I — Y jest homotopia miedzy punktowanymi przeksztal-
ceniami, to G(x,t) := F(x,t)F(zo,t)"" jest punktowana homotopia. O

Na przestrzeniach punktowanych mozna wykonywaé¢ konstrukcje opisane w Rozdzia-
le 3. Podprzestrzeni przestrzeni punktowanej zawierajaca wyrézniony punkt jest oczywiscie
przestrzeniag punktowana a wlozenie przeksztalceniem punktowanym, przestrzen ilorazo-
wa jest przestrzenia punktowana - wyréznionym punktem jest w niej klasa rownowaznosci
punktu wyréznionego. Podobnie produkt kartezjanski rodziny przestrzeni z wyréznionym
punktem (X, 2?) scg Posiada naturalny punkt wyrézniony 29 .= {20} 45, a rzutowania na
czynniki sa odwzorowaniami punktowanymi. Inaczej jest z konstrukcja sumy prostej; w su-
mie roztgcznej mamy dwa punkty wyrdznione, ktore nastepnie utozsamiamy. Odpowiednik
sumy prostej dla przestrzeni punktowanych nazywa sie bukietem, co uzasadnia nastepujaca:

Definicja 9.2.2. Niech (X, x) (Y, yo) beda przestrzeniami z wyréznionymi punktami. Bu-
kietem tych przestrzeni nazywamy przestrzen punktowana X VY := X UY/ ~ gdzie
(x0,1) ~ (y0,2) i punktem wyrdéznionym jest klasa [(zo,1)] = [(yo,2)], wyposazona w
wlozenia jx: X — X VY oraz jy: Y — X VY (por. Definicja 4.5.2).

Zauwazmy, ze bukiet X VY jest homeomorficzny z podzbiorem produktu kartezjari-
skiego:
XVY ={(z,y) e X xY:z=x0luby =yo}.

i ten podzbiér bywa przyjmowany za definicje bukietu.
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Stwierdzenie 9.2.2. Niech (Z,zy) bedzie przestrzeniq z wyréznionym punktem. Dla do-
wolnych dwdch przestrzeni Hausdorffa z wyrdzinionymi punktami wtozenia jx: X C X V
Y, jy: Y C X VY definiujg bijekcje

(1,42): (X VY, Z) — [X, Z]. x [V, Z].

Dowdd. Mamy oczywista bijekcje (51, 75): Map (X VY, Z) — Map.(X,Z) xMap (Y, Z).
Trzeba pokazaé, ze odwzorowanie to pozostaje bijekcja po przejéciu do klas homotopii.
Oczywiscie pozostaje surjekcja. Niech f,g: X VY — Z beda dwoma odwzorowaniami
takimi, ze f|X ~ g|X oraz f|Y ~ g|Y iniech Hx: X x I — Z oraz Hy: Y x I — Z beda
odpowiednimi punktowanymi homotopiami.Definiujemy homotopi¢c H: (X VY) x I — Z
nastepujaco (traktujemy X VY jako podzbior X x Y):
Hiz,yt) = {HX(:c,t) .jeél.i Y =Y
Hy (y,t) jesli z =

Poniewaz homotopie Hx i Hy sa punktowane, wiec H jest dobrze okreslone, a poniewaz
podzbiory X x I C (X VY)xITorazY xI C (XVY)xI sa domkniete (tu korzystamy z
wlasnosci Hausdorffal), wiec H jest ciagte. O

Whiosek 9.2.1. Niech (S, 1) bedzie punktowanym okregiem. Dla dowolnych dwéch prze-
strzeni Hausdorffa z wyrdznionymi punktami wtozenia jx: X C X VY, jy: Y C X VY
definiujq izomorfizm grup

(471,53): (X VY, 81 — [X, 8" x [, §"].

Dowdd. Ze Stw. otrzymujemy izomorfizm grup punktowanych klas homotopii (55, j5): [XV
Y, S, — [X, SY. x [V, SY],. Dzieki Stw. 9.2.1 mozemy zastapi¢ zbiory klas punktowanych
przez klasy zwyktej homotopii. O

Uwaga 9.2.1. Poniewaz jak zauwazylismy wlozenie (S,1) C (C*,1) jest punktowang ho-
motopijng réwnowaznosciag, wiec we Wn. 9.2.1 mozna zastapié¢ okrag przez C*.

9.3 Przeksztalcenia i przestrzenie $ciggalne

Definicja 9.3.1. Przeksztalcenie f: X — Y nazywa sie $ciggalne jesli jest homotopij-
ne z przeksztalceniem stalym w pewien punkt. Przestrzenn X nazywa sie Sciggalna jesli
przeksztalcenie identycznosciowe Id: X — X jest $ciagalne.

Przyktad 9.3.1. Podzbior G C R™ nazywamy gwiazdzistym jesli istnieje punkt pg € G
(srodek gwiazdy) taki, ze dla kazdego p € G odcinek [pg,p] C G. Zbiory wypukle sa
gwiazdziste. Dowolny podzbior gwiazdzisty jest Sciggalny, a $ciagniecie jest dane wzorem
F:GxI— G, F(p,t)=(1—1t)py+tp.

Stwierdzenie 9.3.1. Dowolne przeksztatcenie okreslone na przestrzeni Sciggalnej lub o
wartosciach w przestrzeni $ciggalnej jest Sciggalne. O
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9.4 Homotopijna ré6wnowaznos¢é

Definicja 9.4.1. Przeksztacenie f : X — Y nazywa sie homotopijg réwnowaznoscig jesli
istnieje g : Y — X takie, ze fog ~ Idy i go f ~ Idx. Méwimy, ze przestrzenie X, Y sa
homotopijnie ré6wnowazne.

Uwaga 9.4.1. Kazdy homeomorfizm jest homotopijng rownowaznoscia. Przestrzen jest $cia-
galna wtedy i tylko wtedy, gdy jest homotopijnie réwnowazna z przestrzenia jednopunkto-
wa.

Stwierdzenie 9.4.1. Jesli f: X — Y jest homotopijng réwnowaznoscig i Z jest dowol-
nq przestrzenia, to f7:[Y,Z] — [X,Z], f*([¢]) = [p o f] oraz fy: [Z,X] — [Z,Y],
T4 ([¥]) :== [f o ¢] sq bijekcjami. W szczegdlnosci f definiuje bijekcje zbiorow sktadowych
tukowych fu: mo(X) — mo(Y).

Dowadd. Wykazemy, ze fy jest bijekcja. Niech g: Y — X bedzie homotopijng odwrotnoscig
tzn. fg ~idy i gf ~ idx. Z Wniosku 9.1.1 otrzymujemy réwnosci fygx = (fg)4 = id|zy]
igufy = (9f)4 = id|z x), a wiec fx jest bijekcja. Podobnie rozumowanie przeprowadzamy
dla f#. O

Przyktad 9.4.1. Podajemy przyktady waznych homotopijnych rownowaznosci:

1) Homotopijng odwrotnoécig wtozenia ¢: S*~1 C R™\ {0} jest retrakcja
r: R\ {0} — S"7L r(z) := Tall

2) Jesli Y jest §ciagalna, to px: X x Y — X jest homotopijna rownowaznoscia.

3) Wlozenie réwnika S* < M we wstege Mdbiusa jest homotopijng rownowaznoscia.

9.5 Jednospdjnosé

Definicja 9.5.1. Lukowo spdjng przestrzen X nazywamy jednospdjng jesli dowolne od-
wzorowanie S1 — X jest $ciggalne.

Przyktad 9.5.1. Dowolna przestrzen $ciagalna jest jednospéjna.

Stwierdzenie 9.5.1. Dia n > 0 odwzorowanie f: 8" — X jest Sciggalne wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje odwzorowanie f: D"T' — X (D"t! := B(0,1) ¢ R") takie, ze
flst=f.

Dowdd. = Jesli f jest $ciagalne, to istnieje homotopia F': S™ x [0,1] — X taka, ze
F(z,0) = 20 i F(z,1) = f(z). Rozpatrzmy odwzorowanie g: S™ x [0,1] — D" q(v,t) :=
tv. Poniewaz ¢ jest domknigte (a wiec ilorazowe) odwzorowanie f([v,t]) := F(v,t) jest
dobrze zdefiniowanym i ciggltym rozszerzeniem f.

<= Jedli f rozszerza si¢c na D™t! to jest Sciggalne, bowiem dysk jest $ciagalny jako
podzbiér wypukly. Sciggniecie f mozna zadaé¢ wzorem: F(v,t) := (1 —t)f(v) + teq, gdzie
e; jest wektorem bazy kanonicznej. O



68 ROZDZIAL 9. HOMOTOPIA

Zamiast odzwzorowani zdefiniowanych na okregu S' C R? wygodnie jest rozwazaé za-
mkniete drogi (petle) czyli odzwzorowania okreslone na odcinku w: [0,1] — X takie, ze
w(0) = w(1). Nawet jesli interesuja nas petle, to pozyteczne jest tez rozpatrywanie drog o
roznych poczatku i koricu.

Stwierdzenie 9.5.2. Niech (X, 7Tx) bedzie dowolng przestrzeniq topologiczng. Odwzorowa-
nie p: [0,1] — St dane wzorem p(t) := (cos 2rt, sin 27t) ustanawia bijekcje miedzy zbiorem
drog zamknietych (petli) w X tzn. odwzorowan w: [0,1] — X takich, ze w(0) = w(l) a
zbiorem odwzorowan ST — X.

Dowdd. Dowolnemu odwzorowaniu «: S' — X przypisujemy droge zamknieta ap =
poa: I — X. Odwrotnie, jesli w: [0,1] — X jest droga zamknieta, to odwzorowanie
wP: St — X, wP(2) := w(t) gdzie p(t) = 2z jest dobrze zdefiniowane i jest ciagte, poniewaz
p jest odwzorowaniem ilorazowym (a nawet domknietym). O

Przypomnijmy z GAL, ze odwzorowanie f: [a,b] — R™ nazywa sie afiniczne jesli za-
chowuje kombinacje wypukte tzn. dla kazdego t € [0, 1] zachodzi réwnosé

F((1 = t)a+th) = (1= 0)f(a) + L)
Obrazem przeksztalcenia afinicznego jest odcinek euklidesowy taczacy punkty f(a) i f(b).
Definicja 9.5.2.

1) Droge w: I — A C R™ nazywamy kawaltkami afiniczna (lub kawalkami liniowa) jesli
istnieje podzial odcinka 0 =ty < --- < t,—1 < t, = 1 taki, ze obciecia w|[t;, ti+1] sa
przeksztalceniami afinicznymi.

2) Droge w: [0,1] — R™ nazywamy tamana jesli jest afiniczna i jest przeksztalceniem
roznowartosciowym (a wiec homeomorfizmem w: [0,1] = w([0, 1])).

Lemat 9.5.1. Dla dowolnej drogi : [0,1] — R™ i liczby € > 0 istnieje droga kawatkami
afiniczna B: [0,1] — R™ taka, ze a(0) = B(0), (1) = (1) oraz dsup(c, B) < €.

Dowdd. Pokryjmy obraz «([0,1]) kulami euklidesowymi o srodkach = € «([0, 1]) i promie-
niach e: {B(x, €) }yea((0,1]) 1 rozpatrzmy pokrycie odcinka przeciwobrazami {o ! (B(z, €)) } sea((0,1])-
Niech A > 0 bedzie liczba Lebesgue’a tego pokrycia a 0 =ty < t1 < -+ < tph_1 < tp, =1
podziatem odcinka takim, ze |t; —t; 11| < A\. Niech §;: [t;, t;+1] — R™ bedzie droga afiniczna
taczaca punkt a(t;) z a(t;+1). Definiujemy kawatkami afiniczna droge 5(s) := 5i(s) jesli
ti < s < tip1. Oczywiscie dsup(ar, 3) < €. O

Twierdzenie 9.5.1. Dla n > 1 sfera S™ jest jednospdjna, a nawet dowolne odwzorowanie
Sk — 8™ gdzie k < n jest Sciggalne.

Dowdd. Niech a: I — S™ bedzie dowolna petla (tzn. «(0) = a(1) = pp). Pokazemy, ze
jest ona homotopijna z petly, ktorej obraz nie jest cala sferg, a wiec zawarta w zbiorze
Sciagalnym S™ \ {p} ~ R™. Rozwazmy nasza petle jako odwzorowanie w cala przestrzen
euklidesowg a: I — S™ C R™! i korzystajac z Lematu 9.5.1 wybierzmy kawatkami afi-
niczna petle zaczepiona w pg B: I — R taka, ze dsup(, 3) < 1. Wynika stad, ze
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B: I — R\ {0} a takze obraz homotopii afinicznej F(s,t) : (1 — t)a(s) +t6(s) lezy w
R™1\ {0}. Sktadajac te homotopie z retrakcja 7: R" 1\ {0} — S™, r(x) := Ty Otrzymu-
jemy homotopie¢ H :=ro F: I x I — S™ taczaca petle a: I — S™ z petlarop: I — S™.
Zauwazmy, ze r(3(1)) jest suma mnogosciowa skonczonej liczby tukow kot wielkich, a wiec

nie wypelnia sfery, skad wynika, ze a ~ (3 jest $ciagalna. O

Sfera jednowymiarowa S' nie jest jednospdjna — gdyby byta, to kazda przestrzen by-
taby jednospojna! W dalszych rozdzialach zajmiemy sie zbadaniem zbioru klas homotopii
odzworowan [S!, S1] i wykazaniem szeregu wnioskéw dotyczacych topologii powierzchni.

9.6 Odwzorowanie wykladnicze i logarytm

This is the most important function in mathematics.

Walter Rudin'

Opiszemy jedno z najwazniejszych odwzorowan topologii i analizy zespolonej, majace dale-
ko idace uogolnienia w geometrii rézniczkowej. Od tej pory wygodnie nam bedzie traktowaé
plaszczyzne euklidesowa R? jako zbiér liczb zespolonych C i korzystaé¢ z dodawania i mno-
zenia liczb zespolonych. Ptaszczyzne euklidesows traktowana jako ciato liczb zespolonych
nazywa sie plaszczyna Gaussa’. Bedziemy tez oznacza¢ C* := C\ {0} zbior liczb zespolo-
nych réznych od zera, ktory jest grupa abelowa ze wzgledu na mnozenie liczb zespolonych.

Definicja 9.6.1. Jesli z = x + iy jest liczba zespolong to definiujemy
exp(z) :==e*=e = % = ¢(cosy + isiny) € C*.

Czes¢ rzeczywista liczby zespolonej z = x + iy bedziemy oznaczaé¢ R(z) := x a czesé
urojona (z) := y. Przez arg(z) argument liczby z, czyli liczbe 0 < 6 < 27 taka, ze
z = |z|(cos @ + isin0), gdzie |z| jest modulem z.

Stwierdzenie 9.6.1 (Wtasnosci exp). Odwzorowanie exp: C — C*, (oznaczane kricej
p := exp) ma nastepujgce wltasnosci:

1. p(z1+22) = p(z1)p(22), p(0) = 1, czyli p jest homomorfizmem grupy addytywne;j liczb
zespolonych w grupe multyplikatywng.

2. p jest surjekcig oraz p(z) = p(2') wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba catkowita
k € Z taka, ze 2’ = z + 2kmi).

8. Dla ustalonego punktu zy € C* oznaczmy potproste L}, = {tzo:t € Ry} C C*.
Przeciwobraz polprostej p~*(L%,) = {z € C: S(z) = arg(2) + 2k, k € Z}, czyli jest
sumq roztgcezng przeliczalnie wielu prostych réwnolegtych do osi rzeczywiste.

"Walter Rudin Real & Complex Analysis. Second Edition.McGraw-Hill Series in Higher Mathematics
1966, Prologue.

2Carl Friedrich GauR (Braunschweig 1777 — 1855 Gottingen) worked in a wide variety of fields in both
mathematics and physics incuding number theory, analysis, differential geometry, geodesy, magnetism, astronomy
and optics. His work has had an immense influence in many areas. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Gauss.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Gauss.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Gauss.html
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4. Przeciwobraz p~*(C* \ L) jest sumgq roztgcang otwartych pasow
Uk(20) :={z € C: arg(zo) + 2km < S(2) < arg(z0) + 2(k + 1)7}

a kazdy z nich jest odwzorowywany przez p homeomorficznie na C*\ L%, a wiec p jest
otwartq surjekcjq.

5. Przeciwobrazem okregu o promieniu r > 0, S} := {z € C*: |z| = r} jest prosta
réownolegta do ost urojonej x = logr.

Dowdd. Ad 1,2. Réwnosci wynikajg z definicji funkcji wyktadniczej przez szereg zespolony
badz z wlasnosci rzeczywistych funkcji trygonometrycznych.
Ad 8. Z definicji funkcji exp wynika, ze

pH(C\ L7 ) =1{z € C: 3(z) # arg(z0) + 2kmi}.

Zeby pokazaé, ze p: Uy (z) — C* \ L%, jest homeomorfizmem skonstruujemy odwzorowanie
odwrotne logy: C*\ L — Ug(z0) dane wzorem

log, (w) := log |w| + (arg(zo) + O(w) + 2km)i

gdzie O(w) jest katem miedzy potprosta L} a wektorem w € C*. Ciaglos¢ tego odwzo-
rowania wynika z ciaglosci logarytmu rzeczywistego oraz funkcji 6: C* \ L} — (0,2m).
Poniewaz pasy Uy (20) i dopetienia potprostych C*\ L} sa podzbiorami otwartymi, a wigc
p jest odwzorowaniem otwartym. O

Definicja 9.6.2. Logarytmem odwzorowania ciaglego f: X — C* bedziemy nazywac
dowolne odwzorowanie ciagte f: X — C takie, ze expof = f, czyli dla kazdego v € X

zachodzi rownosé exp(f(x)) = f(x) tzn. diagram przeksztalcen:

jest przemienny.

Zauwazmy, ze identyczno$é¢ Id: C* — C* nie posiada logarytmu, nawet na podzbiorze
A C C*, o ile zawiera on okrag okrazajacy zero.

Stwierdzenie 9.6.2 (Jednoznacznosé logarytmu).

1. Niech f: X — C*. Jeslu f: X — C jest logarytmem f, to dla kazdej liczby catkowites
ke€Z, fr(z):= f(x)+ 2kmi jest takze logarytmem f.

2. Jesli X jest spdjna i fk: X — C, k= 1,2 sq logarytmami odwzorowania f: X — C*,
takimi, ze dla pewnego punktu o € X fi(xo) = fa(zo) to f1 = fa

3. Jesli X jest spajna i fk: X — C, k= 1,2 sq logarytmami odwzorowania f: X — C*
to istnieje liczba catkowita k € 7 taka, ze dla kazdego x € X f1(x) — fo(x) = 2kmi.
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Dowdad.
Ad 1. Wynika bezposrednio z Tw. 9.6.1 pkt. 2.
Ad 2. Zaldézmy, ze X jest przestrzenia spojna. Wykazemy, ze zbior

{reX: fl(:c) = fQ(CL‘)}

jest otwarto — domknigty. Domknigtos¢ wynika stad, ze C jest przestrzenia Hausdorffa.
Wykazemy, ze jest takze otwarty. Jesli dla pewnego punktu f;(z ) = fa(x) = 20 to mozemy
wybra¢ pewien pas Uy(z) 3 2o oraz otoczenie V 3 x takie, ze fi(V) C Ug(z) dla i = 1,2.
7 definicji logarytmu zachodza, réwnosci pf1 = pfg = f. Poniewaz p: Ug(z) — C* jest
roznowartosciowe, wiec stad wynika, ze fi(2') = fo(2’) dla 2/ € U. Jedynym niepustym
podzbiorem otwarto—domknietym przestrzeni spdjnej jest calta przestrzen, a wiec fl = fg
na X.

Ad 3. Niech 29 € X; z wlasnodci funkcji wykladniczej (Tw. 9.6.1) wynika istnienie
liczby calkowitej k € Z takiej, ze fl(xo) = fQ(SU()) + 2kmi. Z punktéow 1,2 wynika, ze
fi(x) = fa(x) + 2kmi dla wszystkich = € X. O

Whniosek 9.6.1. Niech f: X — C* bedzie odwzorowaniem ciggltym. Zatdzimy, zZe istnieje
pokrycie X = Ay U As gdzie oba zbiory sq otwarte, albo oba sa domkniete, ich przeciecie
A1 N Ay jest spdjne, oraz obciecie przeksztatcenia f|A; posiada logarytm dlai = 1,2. Wtedy
przeksztatcenie f posiada logarytm.

Dowdd. Niech fZ A; - Cdlai=1,2 beda logarytmami. Oznaczmy A9 i = A1 N Ay. Ze
Stw. 9.6.2 wnioskujemy, ze istnieje k € Z takie, ze f1]A12 + 2kmi = f2|A12 Stad formuta

F(p) = {flAu(p) v okmi dla pe A
fa|A12(p) dla pe Ay

okresla logarytm f na X. O

Twierdzenie 9.6.1 (S. Eilenberg®). Niech X bedzie przestrzeniq zwartq.
1) Odwzorowanie f: X — C* jest Sciggalne wtedy i tylko wtedy, gdy posiada logarytm.

2) Dwa odwzorowania f,g: X — C* sq homotopijne wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloraz f /g
posiada logarytm.

Dowdd. Ad 1. <= Niech f: X — C bedzie logarytmem tzn. p o f = f. Poniewaz
przestrzen C jest Sciagalna, a wiec przeksztatcenie f jest Sciagalne, a zatem zlozenie z
dowolnym innym przeksztalceniem jest $ciagalna. Nb. homotopia moze by¢ tatwo zapisana
wzorem H: X x I — C*, H(xz,t) := p(tf(z)).

Ad 2. Jesli f~g i F: X x I — C* jest homotopia miedzy nimi, to
H(z,t) := F(x,t)/g(z) jest homotopia miedzy odwzorowanien stalym w 1 € C* a f/g.
Odwrotnie, jesli H(z,t) jest homotopia miedzy f/g a odwzorowaniem stalym w 1 € C*,
to iloczyn H(z,t)g(x) jest homotopia miedzy f i g. O

3Samuel Eilenberg (Warszawa 1913 — 1998 New York)
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Dowo6d punktu 1 twierdzenia w przeciwna strone, a wiec ze przeksztalcenie $ciagalne
posiada logarytm, poprzedzimy ciekawym lematem, w ktérym wykorzystuje sie mnozenie
liczb zespolonych.

Lemat 9.6.1. Niech X bedzie przestrzeniq zwarta a F: X x I — C* homotopig takg, ze
F(x,0) = zp dla wszystkich x € X. Dla dowolnego otoczenia otwartego 1 € U C C* istniejq
funkcje G1,...Gp: X x I — U C C* takie, ze dla kazdego x € X zachodzi rownosc:
F(x,t) = 20G1(xz,t) ... Gp(z,t).

Dowdd lematu.. Zbiory {zU},cc+ tworza otwarte pokrycie C*. Zatem dzieki zwartosci
X mozemy wybrac¢ liczbe € > 0 taka, ze jesli |t — /| < ¢, to dla kazdego = € X,
F(z,t), F(x,t') € zU dla pewnego z € C*. Niech 0 = tp < t1 < -+ < tp—1 < t, =1
bedzie podziatem odcinka takim, ze |t; — t;+1| < €. Dla j = 0,..,n — 1 zdefiniujemy funkcje

F(x, Ity
G0

O

Dowddu pkt. 1 Twierdzenia 9.6.1. =  Niech f: X — C* bedzie Sciagalne a

F: X x I — C* bedzie jego $ciagnieciem, a wiec homotopia taka, ze F(z,0) = 2y oraz
F(x,1) = f(z). Korzystajac z Lematu 9.6.1 roztézmy F nailoczyn: F(x,t) = 20G1(z,t) ... Gp(x,t).
w ktorym Gj(z,t) € {z € C: arg(z) # 7}. Ze Stw. 9.6.1 pkt.4 wiemy, ze obciecie odwzo-
rowania wykltadniczego

p:{z€C: —m<3() <7} S {z€C: arg(z) #n}
jest homeomorfizmem i oznaczmy jego odwrotnosé
logy: {z € C: arg(z) #7} = {2€C: —7 < 3(2) <7}

Niech wp bedzie dowolnym punktem takim, ze p(wg) = zp. Definiujemy logarytm F' wzo-
rem:

F(x,t) := wo + logy(G1(z,t)) + - - + 1og(Gr(z,t)).
Z tej definicji natychmiast widac, ze F jest odwzorowaniem ciaglym, a z wlasnosci prze-
ksztalcenia wyktadniczego, ze pF = F. O

9.7 Homotopijna klasyfikacja odwzorowan w C*.

Dla dowolnej przestrzeni X zbior odwzorowan Map (X, C*) posiada strukture grupy abe-
lowej, wyznaczong przez mnozenie liczb zespolonych — funkcje mnozymy mnozac je w
kazdym punkcie. W dalszym ciggu bedziemy rozpatrywaé zbioér klas homotopii odwzoro-
wan [X,C*] = [X, S!], ktory te strukture grupowa dziedziczy, bowiem jesli fo ~ fi,g0 ~
g1: X — C* to ich iloczyny tez sa homotopijne: fo - go ~ f1 - g1-

Definicja 9.7.1. Zbior H'(X) := [X,C*] = [X,S'] z wyzej zdefiniowanym dziataniem
bedziemy nazywaé (pierwsza) grupa kohomologii (lub kohomotopii) przestrzeni X.
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Poniewaz mnozenie liczb zespolonych jest przemienne, wiec dla dowolnej przestrzeni
grupa H'(X) jest abelowa.

Stwierdzenie 9.7.1. Przyporzqdkowanie przestrzeni topologicznej X grupy H'(X) ma
nastepujgce wtasnosci:

1. Dla dowolnego przeksztatcenia ¢: X — Y przeksztatcenie ¢*: HY(Y) — HY(X) dane
wzorem ¢*(f) := f o ¢ jest homomorfizmem grup.

2. Jesli przeksztatcenia ¢o, p1: X — 'Y sq homotopijne, to ¢pf = @]
3. Dla dowolnych dwdch przestrzeni X1 Xs wlozenia zadajg izomorfizm grup

HY (XU X,) = HY(X)) x H'(X3).

Dowad.

Ad 1. ¢°(f - 9)(@) = ( - 9)(0(x)) = F(6(2) - 9(6(x)) = 6" () - 6" (9).

Ad 2. To jest szczegblny przypadek Wniosku 9.1.1.

Ad 3. Wtozenia t1: X1 C X1 U Xo 1 t9: Xo C X1 U Xs zadaja homorfizm grup

() HY(X, U Xo) S HY(X)) x H'(X2).
7 definicji sumy prostej tatwo sprawdzié, ze jest on bijekcja. O

Dla dowolnej przestrzeni $ciagalnej H'(X) = 0. Zajmiemy sie wiec obliczeniem grupy
H'(SY), czyli zbadaniem zbioru klas homotopii [S!, C*] = [S!, S']. Rozpoczniemy od zde-
finiowania stopnia przeksztatcenia S — C* (zwanego tez indeksem petli wzgledem punktu
0). Korzystajac z Stw.9.5.2 bedziemy utozsamia¢ odwzorowania S' — X z drogami xa-
mknietymi, czyli petlami [0, 1] — X i oznaczac je ta sama litera.

Niech a: [0,1] — C* bedzie droga zamknieta. Poniewaz odcinek jest przestrzenia $cia-
galna, na mocy Twierdzenia 9.6.1 odwzorowanie « posiada logarytm &: [0,1] — C. Zdefi-
niujemy stopien a:

deg(a) := 5 =((1) — a(0))
i
Stwierdzenie 9.7.2. Przyporzqdkowanie petli a: [0,1] — C* jej stopnia deg(a) ma na-
stepujgce wltasnosci:

1. Wartosé deg(a) nie zalezy od wyboru logarytmu & i jest liczbg catkowitq.
2. Jesli ag ~ ay: S — C* sq homotopijne, to deg(ag) = deg(ay).
3. Dla dowolnych o, 3: S — C* zachodzi: deg(a3) = deg(a) + deg(S).

4. Dla dowolnej liczby catkowitej n € Z odwzorowanie ¢p: St — C*, ¢p(2) := 2™, ma
stopien n.
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Dowdad.

Ad 1. Poniewaz odcinek jest przestrzenia spojna, wiec na mocy Stw. 9.6.2 logarytm &
jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do sktadnika 2k7i, a wiec deg(«) nie zalezy
od wyboru logarytmu. Poniewaz «(0) = a(1) wiec @(1) — @(0) = 2dni, dla pewnej liczby
catkowitej d € Z skad wynika, ze deg(a) = d jest liczba catkowita.

Ad 2. Skoro g ~ aq to istnieje homotopia H: [0,1] x [0,1] — C* taka, ze H(-,0) =
ag, H(-,1) = ay, H(0,t) = H(1,t). Poniewaz kwadrat jest zwarta przestrzenia Sciagalng
wiec na mocy Tw. 9.6.1 przeksztalcenie H posiada logarytm H: [0,1] x[0,1] — C. Rozwaz-
my funkcje d(t) := ﬁ(ﬁ[(l, t) — H(0,t)). Funkcja ta jest ciggla i na mocy pkt. 1 przybiera
wartosci catkowite, a wiec jest stata. Wynika stad, ze deg(ag) = d(0) = d(1) = deg(a1)

Ad 8. Jesli @: [0,1] — C i 3: [0,1] — C sg odpowiednio logarytmami o i 3, to & + /3
jest logarytmem iloczynu « - (3.

Ad 4. Logarytmem funkeji potegowej ¢y, (z) := 2" traktowanej jako odwzorowanie
odcinka ¢} : [0,1] — C*, ¢! (t) = exp(2nmit) jest przeksztalcenie ¢l (t) = 2nmit a wiec
deg(on) = n. O

Twierdzenie 9.7.1. Stopier wyznacza izomorfizm grup deg: [S!, C¥] = 7.

Dowdd. Na mocy Stw. 9.7.2 deg: [S!, C*] — Z jest dobrze zdefiniowanym homomorfizmem
grup i jest epimorfizmem. Pozostaje zauwazy¢, ze jest monomorfizmem. Niech deg(a) = 0;
oznacza to, ze dla pewnego logarytmu &(1) —&(0) = 0, czyli logarytm jest droga zamknieta,
a wiec definiuje przeksztalcenie &: 81 — C takie, ze a = pé. Poniewaz C jest $ciagalna,
wiec a ~ 1. O

Ostatnie twierdzenie powiada, ze dowolne odwzorowanie o: S' — C* jest homotopijne
z jednym z odwzorowan potegowych ¢, i zadne dwa rbézne takie odwzorowania nie sg
homotopijne.

Whiosek 9.7.1. [St'V ... v SL S ~Z x - xZ

Sformutujemy kilka waznych wnioskéw wyplywajacych ze znajomosci homotopijnej kla-
syfikacji odwzorowan S — C*.

Whniosek 9.7.2. Okrgg S' nie jest Sciggalny i mnie jest retraktem dysku
D?:={z€C:|z]| < 1}.

Dowdd. Dla n = 1 twierdzenie wynika ze spoéjnosci odcinka oraz niespojnosci sfery SY.
Odwzorowanie identycznosciowe id : S — S ma stopieni 1, zatem nie jest $ciagalne. Jegli
istniataby retrakcja r: D? — S, to oznaczaloby to, ze identyczno$é na S jest $ciagalna
(p. Stw. 9.5.1). O

Uwaga 9.7.1. Sfera S™ nie jest $ciggalna dla kazdego n > 0. Zauwazmy, ze S° = {—1, 1} nie
jest spojna. Dowod dla n > 1 opiera sie na konstrukeji stopnia dla odwzorowan S™ — S™.%.
Ponizsze slynne twierdzenie Brouwera® o punktach statych takze zachodzi dla dyskow
dowolnych wymiaréw i jest wnioskiem z nie$ciggalnosci sfery.

4 John W. Milnor Topology from Differentiable Viewpoint Ttum. polskie PWN 1969

®Luitzen Egbertus Jan Brouwer (Overschie, Rotterdam 1881 - 1966 Blaricum, Netherlands) best known
for his topological fixed point theorem. He founded the doctrine of mathematical intuitionism, which views
mathematics as the formulation of mental constructions that are governed by self-evident laws. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Brouwer.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Brouwer.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Brouwer.html
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Wnhniosek 9.7.3 (Twierdzenie Brouwera dla n < 2). Dowolne odwzorowanie f: D™ — D™,
dla n < 2, ma punkt staty.

Dowad. Jesli f: D™ — D™ byloby przeksztalceniem bez punktéw statych, to istniataby
retrakcja r: D™ — S™~! zdefiniowana nastepujaco: () jest punktem przeciecia potproste;
f(z)+t(z—f(z)) dlat > 1 ze sfera S™ . Pokazali$my, ze sfera S"~! nie jest retraktem dysku
D™ dlan < 2, wiec dla tych wymiaréw twierdzenie Brouwera jest w petni udowodnione. [

Piekng ilustracja jedno$ci matematyki jest to, ze kurs topologii koriczy sie dowodem
podstawowego twierdzenia algebry, powiadajacego, ze ciato liczb zespolonych jest algebra-
icznie domkniete.

Whiosek 9.7.4 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Dowolny wielomian dodatniego stopnia
o wspdtczynnikach zespolonych posiada pierwiastek zespolony.

Dowdd. Niech w(z) = 2™ + 12"V 4+ - 4+ a1z + ag bedzie wielomianem takim, ze
w(z) # 0 dla z € C, zadaje wiec odwzorowanie wielomianowe w: C — C*. Poniewaz C
jest przestrzenia Sciagalna, wiec odwzorowanie w obciete do dowolnego jej podzbioru, w
szczegolnosci S C C, jest odwzorowaniem §ciggalnym. Z drugiej strony fomuta

t"w(3) dlat#0

H(z,t):= 2"+ tan_12"" "+ +t" a2z + t"ag =
(1) et ! 0 Zz" dlat=0

zadaje homotopie H: S x [0,1] — C* miedzy H(2,0) = 2" := ¢,(2) i H(z,1) = w(z), a
wiec deg(w) = n > 0, co oznacza, ze otrzymaliSmy sprzecznosc. O

Uwaga 9.7.2. Zasadnicze twierdzenie algebry oczywiscie nie zachodzi dla ciata liczb rze-
czywistych, natomiast zachodzi dla wielomianéw o wspotczynnikach w ciele kwaternionéw
(ktore nie jest przemienne). Dowod opiera sie na niesciagalnosci sfery S* = HU {oo} gdzie
H oznacza ciato kwaternionow.’

Whiosek 9.7.5 (Twierdzenie Borsuka” — Ulama® o antypodach dla n < 2). Dla dowol-
nego odwzorowania ciggtego f: S™ — R™, gdzie n < 2, istnieje punkt p € S™ taki, Ze

f(p) = f(-p).

Dowdd. Zalozmy, ze istnieje odwzorowanie f: S® — R™ takie, ze dla kazdego p € S2,
f(p) # f(—p). Zdefiniujmy odwzorowanie g: S™ — R™\ {0}, g(p) := f(p) — f(—p). Sfe-
re S"~! mozna traltowaé¢ jako podzbiér S™ ("réwnik”) a obciecie odwzorowania g|S" 1
jest Sciagalne (bowiem rozszerza sie gorng polsfere, czyli dysk) oraz spelia warunek
9(=z) = —g(2).

Dla n = 1 jest to niemozliwe, bo odwzorowanie S° — R\ {0} jest homotopije ze statym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy przyjmuje wartosci stalego znaku, co warunek g(—z) = —g(z)
wyklucza.

5Samuel Eilenberg and Ivan Niven. The “fundamental theorem of algebra” for quaternions. Bull. Amer.
Math. Soc. Volume 50, Number 4 (1944), pp. 246-248.

"Karol Borsuk (Warszawa 1905 - 1982 Warszawa) [Mac Tutor]

8Stanistaw Ulam (Lwéw 1909 - 1984 Santa Fe, New Mexico, USA) solved the problem of how to initiate
fusion in the hydrogen bomb. He also devised the 'Monte-Carlo method’ widely used in solving mathematical
problems using statistical sampling.[Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Borsuk.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Ulam.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Ulam.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Ulam.html
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Niech teraz n = 2. Pokazemy, ze odwzorowanie g: S' — R?\ {0} = C* spelniajace
warunek g(—z) = —g(z) nie moze by¢ S$ciagalne, bowiem musi mie¢ nieparzysty stopieri.
Rozwazmy droge zamknieta [0,1] & S £ C*, ktora bedziemy oznaczaé gp 1 obliczymy jej
stopien. Jesli g,(0) = g(1) = 20 = |20| exp(ify) to

ap(5) = g(=1) = —20 = |z0] expli(By + (2K + 1)m))

Niech g,: [0, %] — C* bedzie logarytmem g,|[0, 3]. Z powyzszego wzoru wynika, ze dla
pewnego k € Z zachodzi réwnosé: g,(3) = §,(0) + (2k + 1)mi. Warunek g(—z) = —g(2)
oznacza, ze odwzorowanie g, a wiec logarytm g, jest wyznaczony przez wartoéci g na

gornym polokregu. Zdefiniujmy wiec logarytm g,: [0, 1] — C* wzorem:

Gy(t) == §;(t) dla 0<t<%
e gt—3)+ 2k+)mi dla 3<t<1

Stad (2mi) deg(g) = Gp(1) — Gp(0) = G, (3) + (2k + L)mi — §,(0) =
9p(0) 4 (2K 4 1)7i + (2k + 1)mi — g, (0) = 2(2k + 1)mi, a wigc deg(g) = 2k + 1 jest liczba
nieparzysta, czyli g nie jest $ciagalne. O

Uwaga 9.7.3. Podobnie jak twierdzenie Brouwera, twierdzenie Borsuka — Ulama zachodzi
dla dowolnrgo wymiaru n i takze stanowi konsekwencje klasyfikacji homotopijnej odwzo-
rowann S — R™ \ {0} przez odpowiednio zdefiniowany stopien.



Rozdziat 10

Powierzchnie

W tym rozdziale zajmiemy sie topologia zamknietych powierzchni, a wiec przestrzeni zwar-
tych, lokalnie homeomorficznych z plaszczyzna R?. Doktadnie;j:

Definicja 10.0.2. Powierzchnia (lub rozmaitoscia 2-wymiarowa) nazywamy przestrzen
Hausdorffa posiadajaca przeliczalna baze taka, ze kazdy jej punkt posiada otoczenie otwarte
homeomorficzne z podzbiorem otwartym plaszczyzny R? (réwnowaznie z plaszczyzna R?).
Powierzchnia zamknieta nazywamy powierzchnie, ktoéra jest przestrzenia zwarta.

Nasze dalsze rozwazania ograniczymy do poznanych przyktadéw powierzchni zwartych,
czyli: sfery, torusa , ptaszczyzny rzutowej , butelki Kleina i wykazemy, ze zadne dwie z nich
nie sg homeomorficzne.

10.1 Sfera

Chociaz w tym rozdziale interesujemy si¢ przede wszystkim powierzchniamy, to wtasno-
Sci sfer przedyskutujemy dla dowolnego wymiaru. Przypomnijmy, ze n-wymiarows sfera
nazywamy podprzestrzeii przestrzeni euklidesowej S™ = {z € R""|||z|| = 1}, a n—
wymiarowym dyskiem podprzestrzen D™ := {v € R": ||v|| < 1}, czyli domkniecie kuli
euklidesowej o érodku w 0 i promieniu 1. Zauwazmy, ze brzeg dysku jest sfera: 9D™ = S~ 1,

Stwierdzenie 10.1.1. Dla n > 0 nastepujgce przestrzenie sq homeomorficzne sq home-
omorficzne ze sferq S™:

1. Zbior (R™)* := R® U {oc} z topologiq generowanq przez kule euklidesowe zawarte w
R™ oraz zbiory {z € R"|||z|| > r} U {c0};

2. Zbior R™ U {oo} z topologia generowanqg przez podzbiory otwarte U C R™ oraz zbiory
postaci {oo} U (R™\ K) gdzie K C R" jest zbiorem zwartym;

3. Przestrzen ilorazowa D"/ ~ gdzie v ~y <= x =ylubx,y € S" 1.

Sfera jest przestrzeniq zwartq, w ktdrej kazdy punkt posiada otoczenie homeomorficzne z
R2.

7
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Dowdd. Zaczniemy od zauwazenia, ze sfera jest przestrzenia zwarta, jako ograniczony i
domkniety podzbior R**1. Takze tatwo jest zauwazyé¢, ze kazdy punkt posiada otocznie
homeomorficzne z otwarta kula B(0,1) € R™ pokrywajac sfere 2(n + 1) potsferami. Home-
omorfizmy potsfer z B(0, 1) sa dane przez rzutowania na odpowiednie plaszczyzny. Dalej
wykazemy, ze sfere mozna pokry¢ dwoma zbiorami, z ktérych kazdy jest homeomorficzny
z R™, a mianowicie wybrawszy dowolny punkt p € S™, S™ = (S™\ {p}) U (S™\ {—p}).

Zauwazmy teraz , ze topologie w zbiorze (R™)" := R™ U {oo} opisane w pkt. 11 2
sg identyczne. Oznaczmy je odpowiednio 77 i 73. Poniewaz domkniecia kul euklidesowych
sg zbiorami zwartymi, wiec 77 C 75. Odwrotnie, dowolny zbiér zwarty jest podzbiorem
pewnej kuli domknietej, a wiec zachodzi inkluzja 77 D 7s, skad topologie sa réwne.

Skonstruujemy ciagla bijekcje D"/ ~— (R™)*. Dla n = 1 wybierzmy homeomorfizm
hi: (=1,1) — R np. hy(t) := 755 i rozszerzmy do odwzorowania hy: D' — (R)* kladac
hi(1) = h1(—1) = oo Odwzorowanie to jest ciagle i definiuje odwzorowanie przestrzeni
ilorazowej hy: D'/ ~— (RY)* ktore jest ciagla bijekcja. Poniewaz D'/ ~ jest przestrzenia
zwarta, wiec jest homemorfizmem. W przypadku sfery dowolnego wymiaru przeprowadza-
my doktadnie takie samo rozumowanie, uciekajac do nieskoniczonosci poprostych przecho-
dzacych przez 0. Definiujemy homeomorfizm h,,: B(0;1) — R™ wzorem h, (tv) := hyi(t)v,
gdzie v € 8”711 0 < t < 1. Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym rozszerzamy to
przeksztalcenie do h,: D™ — (R™)T ktadac h,(v) = oo dla v € S"~1. Przeksztalcenie to
definiuje ciagta bijekcje hy: D"/ ~— (R™)T, ktéra jest homeomorfizmem bo (R™)T jest
oczywiscie przestrzenia Hausdorffa.

Homeomorfizm S™ — (R™)" mozna okresli¢ wykorzystujac rzut stereograficzny, czyli
homeomorfizm h: S™\ p — R™. Wybierzmy punkt p := (0,...,0,1) € S™ i zdefiniujmy:

1

m(xh e 7$n)'

h(ﬂ')l, ey xn+1) =
Latwo sie przekonaé, ze ktadac h(p) = oo otrzymujemy ciagla bijekcje h: S* — (R™)*, a
wiec homeomorfizm. O

Uwaga 10.1.1. Zauwazmy, ze model sfery opisany w punkcie 2) nie wymaga wyboru metryki
w przestrzeni R”, a jest wyznaczony jedynie przez topologie tej przestrzeni!

Whiosek 10.1.1. Dla dowolnego punktu p € S™ przektuta sfera S™ \ {p} jest homeomor-
ficzna z przestrzeniq euklidesowg R™.

Dowadd. Zauwazmy, ze dla dowolnych dwoch punktéw pi,pe € S™ sfery w tych punktach
przektute sg homeomorficzne, bowiem istnieje homeomorfizm sfery h: S™ — S™ taki, ze
h(p1) = p2. Homeomorfizm p jest latwo skonstruowaé¢ metodami znanymi z algebry li-
niowej. Niech P € R? bedzie dwuwymiarows podprzestrzenia zawierajaca punkty pi, pa.
W tej plaszczyznie mozna przeprowadzi¢ punkt p; na ps przy pomocy obrotu, ktory jest
izometrig liniowa. Ktadac identycznos$é na podprzestrzeni prostopadlej P otrzymujemy
izometrie liniowa h: R — R*H1 ktéra oczywiscie zachowuje sfere i przeprowadza p; na
p2. Korzystajac 10.1.1 pkt. 2 1 wyjmujac punkt co otrzymujemy teze. O

Twierdzenie 10.1.1. Jeslin > 1, to H*(S") := [S", S = 0.
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Dowdd. Skorzystamy z Twierdzenia 9.6.1, pokazujac , ze dowone odwzorowanie f: S"™ —
C* posiada logarytm. Zauwazmy, ze rozklada sie na sume¢ dwoch podzbioréw domknietych
S™ = STUS", z ktorych kazdy jest homeomorficzny z dyskiem D™ a ich przecigcie S := SN
S™ jest homeomorficzne ze sferg S"~!, a wiec jest spojne. Poniewaz dyski sa $ciagalne, wiec
odwzorowanie f posiada na nich logarytmy. Z Wniosku 9.6.1 wynika istnienie logarytmu
f : X — C, a wiec odwzorowanie f jest $ciggalne. O

10.2 Torus

Torusem nazywamy produkt dwoch okregow S' x S 1. Zauwazmy, ze tak zdefiniowany
torus jest w naturalny spos6b podprzestrzenia w 4-wymiarowej przestrzeni euklidesowej:
St x 81 ¢ C x C. Mozna go jednak zanurzyé w R? oraz przedstawi¢ jako przestrzen
ilorazowa kwadratu.

Zauwazmy tez, ze torus jest grupa (mnozenie po wspolrzednych) oraz dziatanie a takze
branie elementu odwrotnego sa odwzorowaniami ciggltymi.

Stwierdzenie 10.2.1. Nastepujgce przestrzenie sq homeomorficzne z torusem:

a) T' — powierzchnia w R3 otrzymang przez obrét wokdt osi x3 okregu potozonego w
plaszczyinie xo = 0, ktdry nie przecina osi x3.

b) T" — przestrzen ilorazowa [—1,1] x [—1,1]/ ~ gdzie (—1,t) ~ (1,t), (s,1) ~ (s, —1)
a pozostate klasy abstrakcyi sq jednopunktowe.

Torus jest przestrzeniq zwartq, w ktorej kazdy punkt posiada otoczenie homeomorficzne z
R2.

Dowdd. Torus jest zwarty jako produkt kartezjariski dwoch przestrzeni zwartych. Dla do-
wolnego punktu torusa (z1,ze) zbior (S'\ {z1}) x (S'\ {22}) jest zbiorem otwartym,
homeomorficznym z R? i zbiory tej postaci oczywiscie pokrywaja torus.

Homeomorfizm [—1,1] x [~1,1]/ ~— S x S! jest zadany przez odwzorowanie p(s,t) :=
(exp 7t,exp 7s). Zanurzenie torusa w przestrzenn R? jest opisane w skrypcie z Analizy Ma-
tematycznej” . O

Stwierdzenie 10.2.2. Dla dowolnych dwdch punktow torusa (z1,z2) i (w1, ws) istnieje
homeomorfizm h: T — T taki, ze h(z1, z2) = (w1, ws).

Dowdd. Definiujemy h(uy,us) := (u1,uz)(z1, 22) " (wi, we) = (ulzflwl,wz;lwg). O

Stwierdzenie 10.2.3. Niech p € T bedzie dowolnym punktem. Przektuty torus T\ {p}
jest homotopijnie réwnowazny z bukietem okregow SV S*, a wiec

HY T\ {p}) =[S'vS' S ~ZxZ.

"Wizualizacja p. Neil Strickland web page
2 Michat Krych 'AM 2, Funkcje wielu zmiennych - cigglosé’


http://neil-strickland.staff.shef.ac.uk/courses/algtop/pictures/torus/
http://www.mimuw.edu.pl/~krych/matematyka/AM2skrypt/am2cz01LA.pdf
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Dowdd. Wybierzmy model torusa jako przestrzeni ilorazowej kwadratu i punkt p := (0,0) €
[-1,1] x [~1,1] =: J2. Odwzorowanie [—1,1] x [-1,1] \ {p} — T pozostaje ilorazowe.
Oczywista retrakcja przektutego kwadratu na jego (euklidesowy) brzeg r: J2\ {p} — 0J>
wyznacza odwzorowanie retrakcje 7: (J2\ {p})/ ~— (0J2)/ ~. Odwzorowanie 7: (J? \
{p})) ~— (8J%)) ~C (J?\ {p})/ ~ jest homotopijne z identycznodcia; homotopia jest
wyznaczona przez afiniczna homotopie r: J2 \ {p} — 0J2 C J?\ {p} z identycznoscia. Z
definicji bukietu wnika, ze (9.J%)/ ~C J?/ ~ jest bukietem okregow. O

Uwaga 10.2.1. Teza Stw. 10.2.2 pozostaje prawdziwa jesli zamiast punktu wyjmiemy z
torusa maty dysk lub kwadrat wokot niego np. B(0;€) lub [—¢, €] x [—¢, €] gdzie 0 < € < 1.

Twierdzenie 10.2.1. Wiozenie j: S Vv St € S! x S definiuje izomorfizm
G¥ [t x St 8 S [Sstv st S ~Z x Z.

Dowdd. Homomorfizm j* jest epimorfizmem. Jesli f: STV St — S jest pewnym odwzoro-
waniem, to definiujemy jego rozszerzenie na caly torus wzorem: f(z1, z0) := f(21,1)f(1, 22).
Wykazemy, ze j* jest monomorfizmem. Zalézmy wiec, ze obciecie przeksztalcenia g: S x
St — S! do bukietu S* Vv S! jest homotopijne z przeksztalceniem statym. Podobnie jak
w dowodzie Tw. 10.1.1, stosujac Tw. 9.6.1, dla takiego g skonstruujemy jego logarytm
g: 81 x 8' — C. Niech p = (—1,—-1) € T i rozlézmy torus na sume dwoch podzbioréw
otwartych T' = Uy U Uy gdzie Uy := (T \ {p}) a U := ((S*\ {1}) x (S*\ {1})). Zbiér Uy
jest oczywiscie homeomorficzny z otwartym kwadratem (—1,1) x (—1,1), a wiec jest $cia-
galny. Na mocy Stw. 10.2.2 wlozenie S v ST € T\ {p} jest homotopijng réwnowaznogcia.
Stad wynika, ze dla i = 1,2 obciecie g|U; posiada logarytm. Poniewaz przeciecie Uy N Uy
jest spojne (homeomorficzne z przeklutym kwadratem), a wiec na mocy Wniosku 9.6.1, g
posiada logarytm, czyli na mocy Tw. 9.6.1 jest odwzorowaniem Sciggalnym. O

Whiosek 10.2.1. Torus nie jest homeomorficzny ze sferg.

Dowdd. Jedli h: T — S? byloby homeomorfizmem (a nawet tylko homotopijna réwnowaz-
noscia), to h*: 0 = H'(S?) — H'(T) # 0 byloby bijekcja, co jest niemozliwe. O

10.3 Ptlaszczyzna rzutowa i wstega Mobiusa

Bardzo wazna i interesujaca powierzchnia jest ptaszczyzna rzutowa. Jak pokazalidémy sfere
mozna sobie wyobrazaé jako plaszczyzne z dodanym jednym punktem w nieskoriczonosci.
Ptaszczyzna rzutowa to plaszczyzna do ktérej dodano po jednym punkcie w nieskoniczo-
nodci dla kazdej prostej przechodzacej przez 0, lub réwnowaznie dla kazdej klasy prostych
réwnolegtych (jedna przechodzi przez 0). Poniewaz o dysku D(0,1) C R? mozna mysle¢
jako o przestrzeni R? (wnetrze dysku) do ktorej dodano po jednym punkcie w nieskonczo-
nosci dla kazdej potprostej, a wiec naturalne jest zdefiniowanie ptaszczyzny rzutowej jako
przestrzeni iloraowej dysku, w ktorej antypodyczne punkty na jego brzegu sg utozsamione:

P:=D(0,1)/ ~ gdzie pi~py < pr=p2 lub pi,pp €S oraz p1=-—p;

Definicja ta i intuiucja bez trudu uogolnia sie na wyzsze wymiary.
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Stwierdzenie 10.3.1. Nastepujgce przestrzenie sq¢ homeomorficzne z ptaszczyzng rzutowqg P:

1) Przestrzen ilorazowa P’ :=[—1,1] x [=1,1]/ ~ gdzie (t1,t2) ~ (s1,82) <= (t1,t2) =
(s1,82) lub(t1,t2) = —(s1, 52) gdziet; € {—1,1} lubty € {—1,1}

2) Przestrzeri ilorazowa P" := S?/ ~ gdzie pj ~ pa <= p1 = po lubp; = —p3 .

3) Przestrzen ilorazowa P" := (R3\ {0})/ ~ gdzie py ~ pa <= p1 = p2 lubp; = \p2 dla
pewnej liczby A € R .

Plaszczyzna rzutowa jest zwarta, a kazdy jej punkt posiada otoczenie homeomorficzne z R?.

Dowdd. Zeby sprawdzi¢ zwarto$é plaszczyzny rzutowej wystarczy wykazac, ze jest prze-
strzenig Hausdorffa, co jest latwo sprawdzi¢ bezposrednio z definicji P, P’, P”, P". To, ze
kazdy punkt ma otoczenie homeomorficzne z R? najlatwiej jest zauwazy¢ w modelu P”:
odwzorowanie ilorazowe q: S? — P" odwzorowuje homeomorficznie otwarte potsfery na
podzbiory otwarte plaszczyzny rzutowej.

Kanoniczny homeomorfizm dysku i kwadratu ("po promieniach”) zachowuje antypo-
dyczno$é punktéw, a wiec definiuje homeomorfizm P — P'. Z kolei wlozenie S? C R3\ {0}
definiuje ciagla bijekcje P’ — P"'| a poniewaz P” jest przestrzenia zwarta, jest wiec ona
homeomorfizmem. Pozostaje wskaza¢ homeomorfizm P” — P. Niech p: S? — D? bedzie
projekcja na pierwsze dwie wspolrzedne: p(zg, 1, z2) := (20, x1). Latwo zauwazy¢, ze za-
daje ona bijekcje na klasach rownowaznosci, a wiec ciggla bijekcje P” — P, ktéra wobec
zwartosci P jest homeomorfizmem. O

Uwaga 10.3.1. Przestrzeni P” jest przestrzenig orbit dzialania grupy Zs = {—1,1} na
sferze S?, a przestrzen P jest przestrzenia orbit dzialania grupy multyplikatywnej liczb
rzeczywistych R* na R3\ {0}.

Uwaga 10.3.2. Zanurzenie plaszczyzny rzutowej w przestrzen euklidesowa R?* opisane jest
w BCPP (p. BCPP? Przyktad 5.1.3.)

Whniosek 10.3.1. Dla dowolnych dwdch punktéw p1,ps € P istnieje homeomorfizm h: P —
P taki, ze h(p1) = p2.

Dowdd. Skorzystamy z interpertacji ptaszczyzny rzutowej jako przestrzeni ilorazowej sfery
S? oraz homeomorfizmu sfery skonstruowanego w dowodzie Wniosku 10.1.1. Niech p; =
[vi], p2 = [v2] liniowa izometria h: R? — R3 taka, ze h(vi) = v zadaje homeomorfizm
plaszczyny rzutowej h: P” — P” taki, ze h(p1) = p2). O

Stwierdzenie 10.3.2. Niech py € P. Przektuta plaszczyzna rzutowa P\ {po} jest ho-
meomorficzna z otwartg wstegqg Mobiusa. Istnieje rozktad ptaszczyzny rzutowej na sume
dwdch podzbiorow domknietych P = M U K gdzie M jest domknietq wstegg Mobiusa, K
— zbiorem homeomorficznym z dyskiem a M N K ich wpdlnym brzegiem, czyli podzbiorem
homeomorficznym z okregiem.

3SBCPP = S. Betley, J. Chaber, E.Pol, R.Pol TOPOLOGIA I, wyklady i zadania, wrzesieri 2012


http://duch.mimuw.edu.pl/~betley/wyklad1/topologia.pdf
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Dowdd. Rozpatrzmy odwzorowanie ilorazowe ¢q: S? — P i jego obciecie do przeciwobrazu
przekhutej plaszezyzny rzutowej q: S? \ {vo, —vo} — P”\ {po} gdzie py = [vo] = [~Vo].
Sfera z wyklutymi punktami antypodycznymi jest homeomorficzna z otwartym walcem
W := S! x (—1,1), przy czym punkty antypodyczne na sferze przechodza na punkty an-
typodyczne na walcu, skad otrzymujemy homeomorfizm W/ ~ ~ P"”\ {pg}, a jak wiemy
(otwarty) walec z utozsamieniem antypodycznych punktéow jest homeomorficzny z (otwar-
ta) wstega Mobiusa.

Rozktad przestrzeni rzutowej na sume dwoch podzbioréw domknietych P = M U D
gdzie M jest domknieta wstega Mobiusa, D — dyskiem a M N D ich wpdlnym brzegiem
otrzymujemy rozktadajac "duzy” dysk D? = B(0, %) U (D?\ B(0, %)) O]

Twierdzenie 10.3.1. H!(P) := [P, S!] = 0.

Dowd6d twierdzenia poprzedzimy lematem traktujacym o homotopijnych wtasnosciach
wstegi Mobiusa. Domknieta wstege bedziemy utozsamiaé z przestrzenia ilorazowa do-
mknietego walca S! x [—1,1] otrzymana przez utozsamienie punktéw antypodycznych:
(z,t) ~ (—z,—1).

Twierdzenie 10.3.2. Rzutowanie wstegi Mébiusa na jej rownik p: M — S' zdefiniowane
p([z,1]) := 22 jest homotopijng réwnowaznosciq. Jeslivy: St — M, 11(2) := [z, 1] (wtozenie
okregu na brzeg wstegi) to tozenie S* LM st jest odwzorowaniem stopnia 2. Wtozenie
11: St — M definiuje monomorfizm 1f: [M,S'] — [S', SY], ktérego obrazem jest podgrupa
generowana przez odwzorowanie stopnia 2.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze punkty My := {[z,0] € M: z € S'} tworza réwnik
wstegi, a odwzorowanie p|My: My — S' jest homeomorfizmem. Oznaczmy odwzorowa-
nie odwrotne tg: S' — My C M. Zlozenie piy = idg1. Ztozenie 19 o p: M — M jest
homotopijne z id: M — M poprzez homotopie H([z,t],s) := [z,st]. Z definicji wyni-
ka, ze (po11)(z) = p([z,1]) = 22 jest wiec odwzorowaniem stopnia 2, a wiec zlozenie
Z ~ [St, S 2, [M, S 4 [St,S1] ~ Z przeprowadza id: S' — S! na ¢9: ST — Sl a
wiec jest monomorfizmem. Poniewaz p jest homotopijng réwnowaznoscia, p* jest izomor-
fizmem, a stad wynika, ze ¢ jest réznowartoSciowe a jego obraz jest generowany przez
odwzorowanie stopnia 2. O

Dowdd Tw. 10.3.1. Tak jak w przypadku sfery i torusa skorzystamy z Tw. 9.6.1, konstru-
ujac logarytm dla dowolnego odwzorowania g: P — C*. Skorzystamy z rozktadu przestrze-
ni rzutowej skonstruowanego w Stw.10.3.2 P = MUK i pokazemy, ze g posiada logarytm na
obu skladnikach, a stad wobec spdjnosci przeciecia M N K, na calej ptaszczyznie rzutowej,
a wiec g jest $ciagalne (p.Wniosek 9.6.1). Poniewaz K jest zbiorem Sciagalnym, wiec g|K
posiada logarytm, skad wynika, ze g|0K jest odwzorowaniem $ciggalnym. Zeby pokazad,
ze g|M posiada logarytm, wykazemy ze jest Sciagalne. Poniewaz brzeg dysku 0K = OM, a
wiec g obciete do brzegu wstegi Mobiusa jest Sciagalne. Z Tw. 10.3.2 wynika, ze g|M jest
Sciagalne. O

Whiosek 10.3.2. Plaszczyzna rzutowa nie jest homeomorficzna ani ze sferq, ani z torusem.
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Dowdd. Nie istnienie homeomorfizmu ptaszczyzny rzutowej z torusem jest natychmiastowe,
bowiem H'(P) = 0, a H'(T) # 0. Jesli istnialby homeomorfizm h: P — S? to dawalby
homeomorfizm przektutych przestrzeni. To jest jednak niemozliwe, bo przektuta sfera jest
Sciagalna, a przekluta ptaszczyzna rzutowa jest homotopijnie réwnowazna z okregiem, a
wiec $ciagalna nie jest. O

10.4 Butelka Kleina

Butelke Kleina® zazwyczaj definiuje sie jako przestrzeni powstata z nastepujacych utozsa-
miefi na bokach kwadratu J? = [—1,1] x [~1,1]: (1,t) ~ (=1, —t) oraz (s,1) ~ (s,—1).
Podobnie jak sfera, torus i ptaszczyzna rzutowa butelka Kleina posiada takze inne uzytecz-
ne modele.

Uwaga 10.4.1. Zanurzenie butelki Kleina w przestrzen euklidesowa R* opisane jest w BCPP
(p. BCPP Zad. 5.8)

Stwierdzenie 10.4.1. Nastepujgce przestrzenie sqg homeomorficzne z butelkqg Kleina.

1) B' - przestrzen ilorazowa walca S* x [—1,1] w ktdrym utoisamiamy punkty (z,1) ~
(27 _1)7

2) B" — przestrzer ilorazowa torusa S* x S' w ktérym utoisamiamy punkty (z1,22) ~
(21, —22), gdzie Z oznacza sprzezenie zespolone.

3) B" — przestrzen ilorazowa sumy prostej dwéch domknietych wsteg Mdobiusa My L Mo
w ktorej utozsamiamy punty ([z,1],1) ~ ([z,1],2) — czyli dwie wstegi Mébiusa sklejone
wzdtuz brzegow.

Butelka Kleina jest przestrzeniq zwarta, ktorej kazdy punkt ma otoczenie homeomorficzne
z R2,

Dowdd. W celu sprawdzenia zwartosci, wystarczy zauwazy¢, ze butelka Kleina jest prze-
strzenig Hausdorffa. Odwzorowanie ilorazowe q: T — B’ jest homeomorfizmem na goérnych
i dolnych "éwiartkach” torusa, ktore sa homeomorficzne z R%. Czytelnik, ktory dobrnal do
tego miejsca bez trudu wyobrazi sobie i zapisze powyzsze homeomorfizmy ;). O

Uwaga 10.4.2. Podobnie jak poprzednio rozwazane powierzchnie, butelka Kleina jest topo-
logicznie jednorodna, a przektuta butelka Kleina jest homotopijnie rownowazna z bukietem
dwoch okregow.

Twierdzenie 10.4.1. Przeksztatcenie okreqgu na wspdlny brzeg wsteg v: S' — B,
u(z) = [z,1],1] = [[-2,—1],1] = [[2,1],2] = [[-z,—1],2] (dwukrotne nawiniecie) definiuje
monomorfizm *: HY(B") — H'(S'), ktérego obrazem jest podgrupa cykliczna generowana
przez klase homotopii odwzorowanie stopnia 2, a wiec H(B) ~ Z.

“Felix Christian Klein (Duesseldorf 1849 - Goettingen 1925) is best known for his work in non-euclidean
geometry, for his work on the connections between geometry and group theory, and for results in function
theory. [Mac Tutor]


http://duch.mimuw.edu.pl/~betley/wyklad1/topologia.pdf
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Klein.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Klein.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Klein.html
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Dowdd. Oznaczmy E := (S') = My N My i nazwijmy ten zbiér, homeomorficzny z okre-
giem, rownikiem butelki Kleina. Niech g: B — S! bedzie odwzorowaniem, ktére po obcie-
ciu do réwnika jest $ciggalne. Z Tw. 10.3.2 wynika, ze jest ono $ciagalne na obu wstegach
Mobiusa, a wiec na obu mozna okresli¢ jego logarytm. Poniewaz przeciecie tych wsteg jest
spojne, wie¢ na mocy Wniosku 9.6.1 istnieje logarytm g okreslony na calej butelce, a wiec
g jest $ciggalne. O

Whiosek 10.4.1. Butelka Kleina nie jest homeomorficzna (a nawet homotopijnie réwno-
wazna) ze sferq, torusem, ani ptaszczyzng rzutowg.

Dowadd. Grupy kohomologii wymienionych przestrzeni nie sa izomorficzne, a wiec nie sa
one homotopijnie rownowazne. O



