Topologia I, Kolokwium 2012-12-11"

Zad. 1 (4 pkt.). Na plaszczyznie R? rozwazmy nastepujace topologie:

1) Topologie Zariskiego 7z := {0} U {R?} U {U C R?: R?\ U jest zbiorem skoticzonym };

2) Topologie 7o := {0} U{R?}U{U C R?: 0 € UiR?\U jest zbiorem skoticzonym}U{U C R?: 0 ¢ U};
3) Topologie 7}, definiowana przez metryke kolejowa.

W ponizszej tabeli nalezy wypelnié kazda kratke wpisujac TAK, NIE lub ? (nie wiem). w zaleznosci od
tego, czy wyszczegblniona w nazwach kolumn przestrzen posiada odpowiedniag wlasnosé wymieniong w
wierszach.

Wtlasnos$é / Przestrzen (R%,7z7) | (R% 7o) | (R%,Ty)
Jest przestrzeniag Hausdorffa NIE TAK TAK
Posiada baze przeliczalna NIE NIE NIE
Posiada baze przeliczalng w kazdym punkcie | NIE NIE TAK
Jest przestrzenia oSrodkowa TAK NIE NIE
Jest przestrzenig zwarta NIE TAK NIE
Jest przestrzenia spojna TAK NIE TAK
Jest przestrzenia metryzowalna NIE NIE TAK

Czy odwzorowanie identycznosciowe Id: (R?,7;) — (R%,7;) gdzie i,j = Z,0,k jest ciagle? W odpo-
wiednie kratki wpisz odpowiedz TAK, NIE lub ? (nie wiem). W nazwach wierszy sa nazwy dziedzin
odwzorowania, w kolumnach przeciwdziedzin:

Dziedzina/Przeciwdz. | do (R?,7%) | do (R?,7y) | do (R?,7%)
2 (R2, T) TAK NIE NIE
2 (R2,To) TAK TAK NIE
z (R, T) TAK NIE TAK

Zad. 2 (3 pkt.). Opisz sktadowe spojne przestrzeni (R, 7.) x (R, 7;) gdzie (R, 7.) jest prosta rzeczywista
z topologia euklidesowa, a (R, 7;) prosta rzeczywista z topologia prawej strzatki. OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie. Mozna skorzysta¢ z Zadania 3.8 (BCPP 4.25) . Przestrzen (R,7.) jest spojna, wiec ma
jedna sktadowa. Sktadowymi spdjnymi strzalki sg zbiory jednopunktowe. W takim razie sktadowymi
spojnymi przestrzeni (R, 7.) x (R, 7;) sa zbiory R x {z}. Mozna tez bezposrednio zauwazy¢, ze R x {x}
sg maksymalnymi zbiorami spojnymi. O

1Grupa A - zadania w grupie B byly merytorycznie takie same.



Zad. 3 (A 4 pkt.). Niech S! := {v € R?: ||v|| = 1} bedzie okregiem o promieniu (euklidesowym) 1.
Rozpatrzmy go jako podprzestrzen plaszczyzny R? z topologia:

1) euklidesows Tg;

2) kolejowa 7y;

3) rzeka 7,;
)

4) Niemyckiego 7y, czyli generowang przez rodzine

{B((z1,22),7) C R?: (x1,25) € R%, r > 0} U{M (21, 22) C R?: (z1,22) € R?, 29 # 0}
gdzie B((x1,22),7) jest kulg (otwarta) w metryce euklidesowej o srodku w (z,x2) 1 promieniu > 0 a

M (21, 22) = B((1,22), [72]) U {(21,0)} U B((z1, —22), [72])

W ponizszej tabeli wypelnij kazda kratke wpisujac TAK, NIE lub ? (nie wiem) zaleznie od tego czy
odpowiednie przestrzenie sa homeomorficzne.

Homeo (', Tels1) | (8% Tilsr) | (S Trlsr) | (S, Twls1)
(S, Te|s1) | TAK NIE NIE TAK
(S',Ti|s1) | NIE TAK NIE NIE
(SY,T|s1) | NIE NIE TAK NIE

(S!, Tuls) | TAK NIE NIE TAK

Ponizej uzasadnij odpowiedZ w przypadku pary (S, 7p|s1), (S, 7.|s1).

Uzasadnienie. Okrag z topologia kolejowa (S, 7;|s1) jest przestrzenia dyskretna, podczas gdy okrag
z topologia rzeczng (S!,7,|s1) ma dwa punkty skupienia: (1,0) i (—1,0), a wiec nie jest przestrzenia
dyskretna. O



Zad. 4 (5 pkt.). Niech C([0,3]) oznacza przestrzen ztozona z funkcji ciagtych okreslonych na odcinku
euklidesowym [0, 3]. Przestrzen te rozpatrujemy z topologia 7 (dg,p). Niech dla f € C([0,3]), r >0 :

D(f,r) = {9 € C([0,3]): Vici2 [f() = g(8)]) <7}

Niech 0 oznacza funkcje tozsamosciowo rowng 0. Odpowiedz na pytania (niepotrzebne skresli¢) i podaj
uzasadnienia:

1. Czy dla dowolnej funkcji f i promienia r > 0 podprzestrzenie D(0,1) i D(f,r) sa homeomorficzne?
TAK NHE NEWHEM

Dowdd. Niech Ty: C(]0,3]) — C([0, 3]) bedzie przesunieciem T_¢(g) := g— f. Obrazem kuli D(f,r)
jest kula D(0, 7). Odwrotne przeksztalcenie jest dane przez przesuniecie Ty. Poniewaz przesuniecie
jest ciagte (jest izometria), wiec kule o tym samym promieniu i r6znych srodkach sa homeomorficzne.
Trzeba sprawdzié¢, ze D(0,r) jest homeomoficzna z D(0,1). W tym celu rozwazamy odwzorowanie
mnozenia przez skalar: M,.: C([0,3]) — C([0,3]), M,(f)(z) := rf(z). Odwzorowanie odwrotnym
jest M. O

2. Czy podprzestrzenn D(0,1) jest spojna? TAK NHE NE-WEM

Dowdd. Tak, bowiem jest tukowo spdjna. Dla dowolnych dwoch funkeji f,g € D(0,1) definiujemy
droge w(t) := (1 —t)f + tg. To jestodwzorowanie ciagte i dzieki nier6wnosci trojkata
Viep,1) (1 —t)f +tg € D(0,1) O

3. Czy podprzestrzen D(0,1)) jest zwarta? TFAK NIE NEEWIEM

Patrz BCPP Zadanie 2.7 (Seria 4 zad. 4). Podzbior D(0, 1) zawiera kule B(0, 1), a wiec jego wnetrze
nie jest puste. Mozna tez latwo podac ciag funkeji w D(0, 1), ktory nie zawiera podciagu zbieznego,
lub po prostu zauwazy¢, ze zbior D(0, 1) jest nieograniczony (funkcje poza odcinkiem [1,2] C [0, 3]
moga przyjmowaé dowolnie duze wartosci.

Zad. 5 (4 pkt.). Niech a,b € [0,1] beda réznymi punktami odcinka euklidesowego. Zdefiniujmy relacje
rownowaznosci Rqp: € Rapy <= « = yluba,y € {a,b}. Zbior klas abstrakeji relacji Rqp z topo-
logia ilorazowa oznaczmy symbolem X, := [0,1]/R,p. Dla jakich par punktéw przestrzenie X, sa
homeomorficzne, a dla jakich nie sa? Odpowiedz uzasadnij. Rozwiazanie zilustruj rysunkiem.

Rozwigzanie. Relacja R, nie zalezy od kolejnosci punktoéw, wiec mozemy rozwazaé pary (a,b) takie, ze
a < b. Pary punktow (a,b) mozemy podzieli¢ na trzy klasy:

1. oba punkty sa koncami,
2. jeden punkt jest wewnetrzny, a drugi jest koricem,

3. oba punkty sa wewnetrzne.

Ad 1. Oba punkty sa koticowe tzn a = 0, b= 1. Wtedy X1 jest homeomorficzna z okregiem S'. (Seria
2, Zad 12).

Ad 2. Podobnie jak poprzednio: dla dowolnej pary punktow (a,b), (c,d) takich, ze dokladnie jeden w
kazdej parze jest koncowy istnieje homeomorfizm h: [0,1] — [0,1] taki,ze {h(a),h(b)} = {c,d}, przy
czym punkt koiicowy przechodzi na punkt koiicowy, a wiec typ homemorficzny przestrzeni X, ; takze
w tym przypadku nie zalezy od wyboru punktéw. Przyjmujac a = 0,6 = % dostajemy, ze X, jest
homeomorficzne z okregiem z doklejonym koricem odcinkiem.

Ad 3. Dla dowolnych dwoch par punktéw wewnetrznych (a,b), (¢, d) istnieje homeomorfizm odcinka
h:[0,1] — [0,1] taki, ze h(a) = ¢, h(b) = d (zdefiniowac!). Homeomorfizm h wyznacza homeomorfizm
h: Xa,p — Xc,q, @ wiec typ homeomorfizny przestrzeni X, ; nie zalezy od wyboru punktéw wewnetrznych.
Niech np. a = %7 b = %. Wtedy X, jest homeomorficzne z okregiem z doklejonymi koricami dwoma
odcinkami.

Przestrzenie Xo,1, Xy 1, X1 2 nie sa homeomorficzne, bo X1 s\ {[1]} ma trzy skladowe spojne,

a w przestrzeniach X071,X07% nie ma takiego punktu. Podobnie Xo,1,X07% nie sa homeomorficzne, bo
Xo,1 \ {[3]} ma dwie skladowe spdjne, a po wyjeciu dowolnego punktu okrag Xo,1 pozostaje spojny.

O



