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Definicja (Topologie na prostej). W zbiorze liczb rzeczywistych R zdefiniujmy rodziny podzbiorow
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P(R):
71 = P(R) — topologia dyskretna
To = {U C R: VseyTtsss,t) C U} — topologia prawej strzatki
T3 = {U C R: VsepTies(t, s] C U} — topologia lewej strzatki
Ty ={U CR: VseyTres<t(r,t) C U} — topologia euklidesowa
T = {0} U{R} U {(—00,2): z € R} - topologia lewych przedzialéw
Te = {0} U{R} U {(z,+0): = € R} - topologia prawych przedzialow
T = {0} U{R} U{U C R: R\ U jest zbiorem skoriczonym} — topologia Zariskiego
Ts = {0} U {R} — topologia antydyskretna
. 1. Niech 7; dlai = 1...8 beda rodzinami podzbioréw prostej rzeczywistej opisanymi w Def. .
a) Sprawdz, ze rodziny 7; sg topologiami.
b) Poréwnaj topologie 7;, rysujac diagram inkluzji tych topologii i zbadaj ich przeciecia.

¢) Zbadaj, ktore topologie 7; maja wlasnosé Hausdorffa.

)
)
)
d) Wykaz, ze topologia generowana przez rodzine 75 U 7g jest identyczna z topologia euklidesowa.
Czy ta rodzina jest topologia?

e) O ktorych parach przestrzeni (R, 7;), (R,7;) potrafisz powiedzie¢, ze sa lub nie s3 homeomor-
ficzne? Narysuj i wypelnij odpowiednia tabelke.

f) Ktore z przestrzeni (R, 7;) spelniaja I, a ktore 1T aksjomat przeliczalnosci? Ktore sa osrodkowe?
(p. BCPP! Zad. 1.49)

g) Ktore z przestrzeni (R, 7;) sa metryzowalne? (p. BCPP Zad. 1.1, 1.2, 1.49)

h) Scharakteryzowaé spojne podzbiory w przestrzeniach (R, 7;). Opisaé¢ sktadowe spojne tych prze-
strzeni.

i) Scharakteryzowaé¢ zwarte podzbiory w przestrzeniach (R, 7;).
. 2. Zdefiniujmy funkcje f,g,h: R — R wzorami:

2?2 jezeliz >0 hz) 1 jezeli z € [0,1)
) x) = o . .
0, Jjezeliz <0 0 jezeliz ¢ [0,1)

Zbadac¢ ciaglosé funkeji jako przeksztalcen (R, 7;) — (R, 7;). Wyniki badan wpisa¢ w tabelki.

IBCPP = S. Betley, J. Chaber, E.Pol, R.Pol TOPOLOGIA I, wyklady i zadania, wrzesieri 2012
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Zad. 3. Dla dowolnej liczby naturalnej n podac przyktady funkeji ciagtych surjekeji f: Q — {0,1,...n}
oraz f: R\ Q — {0,...n}, gdzie Q C R jest podzbiorem liczb wymiernych.

Definicja (Topologie na plaszczyznie). Na plaszczyznie rzeczywistej R? zdefiniujmy rodziny podzbioréw.
F; C P(R?): (punkty plaszczyzny oznaczamy z = (x1,2)).

1) F1 = P(R?) — topologia dyskretna

2) Fo={(a,b) xR: a <b} U{R x (a,b): a < b}
3) Fs={(a,b) x (¢,d): a < b, c < d} — (T (Fz2) — topologia euklidesowa)

Fy={B(z,r) CR?: 2 € R?, r > 0} gdzie B(z,r) := {2/ € R?: ||z — /|| < r}

)
)
4)
)

5) Fs = {B(x,r): x € R2, r > 0} U{B((x1,22),|z2|) U {(21,0)} U B((w1, —12), |12]): 71 € R, 22 # 0}}
— plaszczyzna motylkéw Niemyckiego?

6) Fo := {{a} x (c,;d):a € R, ¢ < d < 0lub0 < ¢ < d}U{(a,b) x (—¢,¢): a < b, ¢ >0} - (T(Fs) —
topologia rzeczna)

7) Fr={I(v,e): v#0,0 <e<1}U{(~a,a) x (—a,a): a > 0}, gdzie dla wektora v € R? i ¢ > 0,
I(v,e):={tv|l —e<t <1+¢€} - (T(F7) — topologia kolejowa)

8) Fs:= {0} U{R*}U{R*\ {p}: p#0tU{U CR*: 0¢U}
9) Fo = {0} U{R?}U{R?\ {p}: p € R?} — (T(Fy) — topologia Zariskiego)
10) Fo = {0} U {R} - topologia antydyskretna
Topologie generowane przez te rodziny bedziemy oznaczac¢ 7; := 7T (F;).
Zad. 4. Niech F; dla ¢ = 1..10 beda rodzinami podzbioréw ptaszczyzny opisanymi w Definicji .
a

Ktoére z rodzin F; sa topologiami, a ktoére bazami topologii przez nie generowanymi?

Zbadaj, ktore z topologii 7; majg wlasnos¢ Hausdorffa.

)
b) Poréwnaj topologie 7; := 7 (F;), rysujac diagram ich inkluzji i zbadaj przeciecia 7; N 7;.
c)

)

d) O ktorych przestrzeniach (R?,7;), (R?,7;) potrafisz powiedzie¢, ze sa lub nie sq homeomorficzne?
Narysuj i wypelnij odpowiednia tabelke. (p. BCPP Zad. 1.36)

e) Dla wektora v € R? definiujemy przeksztalcenie przesuniecia (translacje) Ty, : R? — R? wzorem
Ty(w) := v+w. Dlakazdego 1 < i < 10 zbadaé dla jakich wektoréw v przesuniecie Ty, : (R?,7;) — (R?, T;)
jest przeksztalceniem ciaglym (homeomorfizmem).

f) BCPP Zad. 1.27 - (zdefiniowaé ciagtos¢ odwzorowania w punkcie przy pomocy definicji Cauchy.)
g) Ktore z przestrzeni (R?, 7;) spelniaja I, a ktore II aksjomat przeliczalnosci?

h) Ktoére z przestrzeni (R?,7;) sa metryzowalne? Wskaz odpowiednie metryki i zbadaj jak wygladaja
kule w tych metrykach. (Patrz BCPP Zad. 1.1, 1.2)

i) Opisaé¢ sktadowe spojne i ukowo spojne przestrzeni (R?, 7;)
j) Zbadaé zwartosé zbioru D? := {(x1,22) € R?: 23 + 23 < 1} w topologiach 7;| D™.
Zad. 5. BCPP Zad. 1.6, 1.7

Zad. 6 (Wnetrza i domkniecia w przestrzeni odwzorowan). BCPP Zad. 1.18

2Zazwyczaj ptaszczyzna Niemyckiego nazywa sig gérna potplaszczyzne z opisang topologia. Opisana przestrzen to skle-
jenie dwoch polprzestrzeni Niemyckiego wzdtuz osi poziomej zo = 0.
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Zad. 7 (Rzutowania w iloczynie kartezjaiskim). Wykaz, ze rzutowania na czynniki iloczynu kartezjan-

skiego [T (X, Ts) £ (X, 75) sa odwzorowaniami otwartymi (tzn. obrazy zbioréw otwartych sa otwarte).
seS
Zauwaz, ze nie zawsze sg odwzorowaniami domknietymi (tzn. obrazy zbioréw domknetych nie muszg by¢

domkniete.) (p. BCPP Zad. 1.37). Wykaz, ze jesli Y jest przestrzenia zwarta, to rzutowanie px : X xY — X
jest odwzorowaniem domknigtym. (BCPP Zad. 2.14)

Zad. 8 (Domkniecie w iloczynie kartezjanskim). BCPP Zad. 1.37 Czy teza zadania jest prawdziwa dla
iloczynoéw nieskonczonych?

Zad. 9 (Domknietosé przekatnej i wykresu). BCPP Zad. 1.40, 1.41

+o00 +
Zad. 10 (Zbior Cantora). Pokazaé, ze odwzorowanie [] ({0,2}, 75) ER ([0,1],7.) dane wzorem f({n;}) :=
3 :

jest homeomorfizmem na obraz, ktorym jest zbior Cantora. Wykazaé, ze zbior Cantora jest zwarty oraz
znalezé jego sktadowe spojne. p. M.Krych AM1. Przyktad 6.5.

Zad. 11 (Suma prosta odcinkow). Wykazac, ze nastepujace przestrzenie sa homeomorficzne:
a) R\ Z gdzie Z oznacza (zawsze) liczby catkowite
b) (0,1)\ {5 |n €N}
¢) (0,1) x N, gdzie N - liczby naturalne z topologia dyskretna
(oo}
d) [[ Xi gdzie Vien Xi = (0,1)
n=1

Zad. 12 (Dziedzicznosé osrodkowosci). Wykazaé, ze podprzestrzen osrodkowej przestrzeni metryzowalnej
jest osrodkowa. Czy jest to prawda bez zalozenia metryzowalnosci?

Zad. 13 (Operacje i osrodkowos¢). Zbadaé zachowanie whasnosci osrodkowosci przy pozostatych opera-
cjach na przestrzeniach: przestrzeni ilorazowej, produkcie kartezjanskim, sumie proste;j.

Zad. 14 (Odwzorowania ilorazowe i spojnosé). Jesli p : (X, 7x) — (Y, 7y ) jest odwzorowaniem ilorazo-
wym (w szczegolnosei surjekcja) takim, ze dla kazdego punktu y € Y przeciwobraz f~!(y) jest zbiorem
spojuym oraz (Y, 7y) jest przestrzenia spojna, to (X, 7Tx) jest przestrzenia spojna. Czy teza pozostaje
prawdziwa jesli w zalozeniu i tezie zamieni¢ sp6jnosé na tukowa spdjnosc?

Zad. 15 (Spojnosé i tukowa spojnosé w R™). Udowodnij, ze otwarty, spojny podzbior (R™, 7;) jest tukowo
spojny.
Zad. 16 (Sktadowe produktu). BCPP Zad. 4.25.

Zad. 17 (Klasyfikacja topologiczna i homotopijna cyfr). Traktujac cyfry 0123456789 jako podzbiory
plaszczyzny euklidesowej (wybra¢ ulubiong czcionke), podzielié je na klasy réownowaznosci relacji home-
omorfizmu i relacji homotopijnej réwnowaznosci.

Zad. 18 (Podzbiory okregu). Wykazaé, ze dowolny spojny podzbior okregu S! jest homeomorficzny z
S1 lub jednym z odcinkéw [—1,1],[—1,1),(—1,1) i zadne dwie z tych przestrzeni nie sa homeomorficzne.

Zad. 19. Jesli (X, 7;) jest przestrzenia metryzowalna, to dla dowolnego zbioru domknietego przestrzen
ilorazowa X/A jest Hausdorffa, a zatem jesli X jest zwarta to X/A jest tez zwarta.

Zad. 20 (Rozne modele sfery). Udowodnij, ze dla n > 0 nastepujace przestrzenie sa homeomorficzne:
1. Sfera S" := {z € R""!|||z|| = 1}.

2. Zbior (R*)T := R™U{oo} z topologia generowana przez kule euklidesowe zawarte w R™ oraz zbiory
{z e R"|||z|| > r} U {oo} (sfera Riemanna).

3. Zbiér R™ U {oco} z topologia generowana przez podzbiory otwarte U C R™ oraz zbiory postaci
{0} U(R™\ K) gdzie K C R"™ jest zbiorem zwartym.

4. Przestrzen ilorazowa D"/ ~ gdzie z ~y <= x =ylubxz,y € St a D" :={veR": ||v|| < 1}.
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Rozwiaz zadanie najpierw dla n = 1,2 i wykonaj odpowiednie rysunki. Do rozwiazania skorzystaj z rzutu
stereograficznego.

Zad. 21. BCPP Zad. 1.33 Zad. 2.7
Zad. 22. BCPP Zad. 2.14
Zad. 23. BCPP Zad. 2.17
Zad. 24. BCPP Zad. 2.18

Zad. 25 (Przestrzenie przeliczalne). Zauwazy¢, ze przeliczalna przestrzeri metryczna, ktora ma wiecej

niz jeden punkt nie jest spojna, ale moze nie mie¢ punktéw izolowanych. Rozwiazaé zadanie BCPP 3.6.
Zad. 26 (Metryzowalno$¢ w sposob zupelny). BCPP 3.10

Zad. 27 (Tw. Baire’a). BCPP 3.13
Zad. 28 (Tw. Baire’a). BCPP 3.14
Zad. 29
30

Zad.

(

(

(Tw. Baire’a). BCPP 3.15
(Punkty state). BCPP 3.27
(

Zad. 31 (Punkty state). BCPP 3.28

Zad. 32. Przestrzen (X, 7x) nazywa sie $ciggalna jesli istnieje punkt z i odwzorowanie H: X x [ — X
takie, ze dla kazdego = € X, H(z,0) = z, H(x,1) = xo. Wykazaé, ze:

1) Jesli (Y, 7y) jest homeomorficzna z przestrzenia Sciagalna, to jest $ciagalna.

2) Przestrzeni jest $ciagalna <= jest homotopijnie rownowazna z przestrzenia jednopunktows.

3) Jesli przestrzen (X, 7x) jest sciagalna do punktu zg, to jest Sciagalna do dowolnego punktu z; € X.

B~

Dowolny gwiazdzisty podzbior R”™ jest Sciggalny.

(=2 NG

)

)

)

) Przestrzen $ciagalna jest tukowo spojna.

) Retrakt przestrzeni Sciagalnej jest przestrzenia $ciggalna.
)

7) Produkt kartezjariski przestrzeni $ciagalnych jest przestrzenia $ciagalna. (Uwaga: podprzestrzen, ani

przestrzen ilorazowa przestrzeni $ciagalnej nie musza by¢ Sciggalne).

8) Jesli A C X jest podzprzestrzenia Sciagalna i istnieje odwzorowanie H: X x I — X takie, ze dla
kazdego © € X, H(x,0) = z,oraz V,ex H(z,1) € A, to X jest przestrzenia $ciagalna.

Zad. 33. Znalez¢é homeomorfizmy nastepujacych przestrzeni:

1) "Przektutej plaszczyzny” R? \ {p}, gdzie p jest dowolnym punktem.

2) "Plaszczyzny z dziura” R? \ B(p;r), gdzie p jest dowolnym punktem i 7 > 0,

3) "Plaszczyzny ze szpara” R?\ [p, q] gdzie [p, q] := {(1—t)p+tq: 0 <t < 1} jest odcinkiem domknietym.
4) Walca St x (—1,1).

i wykaza¢, ze kazda z nich jest homotopijnie réwnowazne z okregiem S! (wskaza¢ homotopijna réwno-
wazno$é¢ w kazdym przypadku osobno).

Zad. 34. Udowodni¢, ze "przekltuta plaszczyzna” R? \ {p} jest homotopijnie réwnowazna z S*, a plasz-
czyzna przektuta 2-razy tzn R? \ {p1,p2} jest homotopijnie réwnowazna z bukietem dwéch okregow

Stv St i={(z1,20) € S x S': 2y =1lubzy = 1} ~ (S* x {0,1})/ ~  gdzie (1,0) ~ (1,1)
A co bedzie jesli zamiast plaszczyzne rozpatrywaé przekltuta sfere S? ?

Zad. 35. Udowodnié, ze dowolne przeksztatcenie S™ — S! gdzie n > 1 jest homotopijne ze statym.
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Wsk. Skorzystac¢ z tw. Eilenberga mowiacego, ze przeksztalcenie jest homotopijne ze stalym wtedy i tylko
wtedy gdy posiada logarytm. Roztozy¢ sfere na gorna i dolng potsfere i uzgodnié logarytm na réowniku.

Zad. 36. [Wstega Mobiusa] (Por. Seria 2 Zad. 14) Wykazaé, ze istnieje retrakcja wstegi Mobiusa (za-
rowno otwartej jak i domknietej) na jej rownik i jest ona homotopijna réwnowaznoscia. Niech M bedzie
domknicta wstega Mobiusa a OM jej brzegiem (tzn. obrazem odcinkéw [—1,1] x {—1} U [-1,1] x {1}).
Zauwazy¢, ze brzeg OM jest homeomorficzny z okregiem S' a obciecie [M,S'] — [0M,SY] ~ Z jest
monomorfizmem, ktorego obrazem sg liczby parzyste. Wywnioskowaé stad, ze brzeg wstegi Mébiusa nie
jest jej retraktem.

Wsk. Skorzysta¢ z modelu wstegi Mobiusa z Zad. 2.14 ¢): okreslone tam odwzorowanie ilorazowe
S1x[—1,1] — M3 definiuje homotopie miedzy dwukrotnym nawinieciem okregu na réwnik wstegi Mébiusa
i homeomorfizmem z jej brzegiem.

Zad. 37. |Plaszczyzna rzutowa] Wrykazaé, ze nastepujace przestrzenie sa homeomorficzne:

1) Przestrzen ilorazowa [—1,1] x [-1,1]/ ~ gdzie
(tl,tg) ~ (81,82) <~ (tl,tg) = (Sl,SQ)th (tl,tg) = —(81782) gdziet1 € {—17 1}lubt2 S {—1, 1}

2) Przestrzen ilorazowa B(0,1)/ ~ gdzie p; ~ ps <= p; = p2lubpy,ps € Storazp; = —po

3) Przestrzen ilorazowa S?/ ~ gdzie p; ~ p2 <= p1 = p2lubp; = —ps
(Uwaga: to jest przestrzen orbit dzialania grupy Zs = {—1,1} na sferze).

Przestrzen, ktorej rozne modele s wyzej opisane nazywamy (rzeczywista) plaszczyzng rzutows i ozna-
czamy RP(2). Zauwazy¢, ze RP(2) jest przestrzenig zwarta i spdjna oraz dowolny jej punkt ma otoczenie
homeomorficzne z R?. (por. BCPP Przyklad 5.1.3.)

Zad. 38. [Plaszczyzna rzutowa cd] Wykazac, ze "przektuta’ plaszczyzna rzutowa jest homotopijnie row-
nowazna z okregiem, a nawet homeomorficzna z otwarta wstega Mdbiusa.

Wsk. W modelu 1) lub 2) wycia¢ po $rodku mate domkniete kotko i metoda rozcinania i sklejania pokazaé
homeomrofizm ze wstega Mdbiusa. W modelu 3) wyciaé¢ w sferze S? mate otoczenie bieguna péinocnego
i potudniowego i skorzysta¢ z Zad. 14 ¢) Serii 2.

Zad. 39 (Torus). (Por. Seria 2, Zad. 16) Zauwazy¢, ze przekluty torus jest homotopinie rownowazny z
bukietem dwoch okregow St v St

Zad. 40 (Butelka Kleina). Butelke Kleina definiujemy jako przestrzen ilorazowa B := [—1,1] x[-1,1]/ ~
gdzie (1,t) ~ (—1,—t) oraz (s,1) ~ (s,—1) (p. BCPP Zad. 5.8). Zauwazy¢, ze: B jest przestrzenia
zwarta i spojna i dowolny jej punkt ma otoczenie homeomorficzne z R%. Wykazaé, ze B jest suma dwoch
podprzestrzeni homeomorficznych domknietymi wstegami Mdbiusa, przecinajacymi si¢ wzdluz ich brzegu.
Zauwazy¢, ze przektuta butelka Kleina jest homotopijnie réwnowazna z bukietem dwoch okregow SV S?.

Zad. 41. W walcu, wstedze Mdbiusa, torusie, plaszczyznie rzutowej i butelce Kleina wskazaé przyktady
podzbioréw homeomorficznych z okregiem, ktérych dopelnienia sa spdjne i takie, ktore sa niespojne.
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