Topologia I. Test kompetencji 2013-03-01. Odpowiedzi i uzasadnienia.

Zad. 1. Niech (X,7Tx), (Y,7y) beda przestrzeniami topologicznymi. Dla dowolnego zbioru otwartego
U C X XY istnieja zbiory otwarte V C X i W C Y takie,ze U =V x W.

NIE. Np. kula na ptaszczyznie w metryce euklidesowe;j.
Zad. 2. Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku [0, 1] z metryka ds, zawiera zbiér przeliczalny o niepu-
stym wnetrzu.

NIE. Kazda kula w tej przestrzeni jest nieprzeliczalna.

Zad. 3. Retrakt przestrzeni zwartej jest przestrzenia zwarta.

TAK Retrakt jest Haudorffa jako podprzestrzen przestrzeni Hausdorffa i jest obrazem przestrzeni
zwartej.
Zad. 4. Walec S' x R i wstega Mobiusa sg homotopijnie réownowazne.

TAK Obie przestrzenie sa homotropijnie rownowazne z okregiem.
Zad. 5. Zbioér punktéw o obu wspotrzednych niewymiernych na ptaszczyznie z topologia rzeka posiada
baze przeliczalna.

NIE. W tej przestrzeni istnieje nieprzeliczalnie wiele otwartych zbioréw roztacznych.

Zad. 6. Przestrzeni ilorazowa przestrzeni osrodkowej jest przestrzenia osrodkows.

TAK. Dowolny obraz ciagly przestrzeni orodkowej jest przestrzenia orodkowa.
Zad. 7. Istnieje ciggte odwzorowanie produktu zbioru Cantora i zbioru liczb catkowitych C'xZ C [0,1] xR
z topologia euklidesowa na zbior Q N [0, 1] liczb wymiernych z przedziatu [0, 1] z topologia euklidesowa.

TAK. Przeksztalcenie jest ztozeniem rzutowania C' xZ — Z z dowolna surjekcja Z — QNJ0, 1], ktora
istnieje poniewaz zbior Q N [0, 1] jest przeliczalny, a jest ciagla poniewaz Z jest przestrzeniadyskretna.

Zad. 8. Otwarta wstega Mdbiusa posiada podzbior S C P, ktory jest homeomorficzny z okregiem a jego
dopelnienie P\ S jest zbiorem spojnym.

TAK. Roéwnik.

Zad. 9. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna skladajaca sie z co najmniej dwoch punktow. Jesli
zbiér X jest przeliczalny, wowczas X nie jest spdjna.

TAK. Wybraé¢ rozne punkty xg,z1 € X i rozpatrzy¢ funkcje ciagly d(xo,-): X — R. Jeli X bytaby
spojna, to obraz tej funkcji musiatby sktadac sie jedynie z zera, a to niemozliwe, bo d(zg,z1) > 0.

Zad. 10. Zbiér Cantora zawiera nieprzeliczalny podzbiér dyskretny.
NIE. Zbiér Cantora jest zwarty przestrzenia metryczna, a wiec posiada baze przeliczalna. Stad

dowolna jego podprzestrzen tez posiada baze przeliczalng.

Zad. 11. Niech (R, 7;) bedzie prosta z topologia strzatki (baza zbiory postaci [a,b)) oraz A = [0, 1).
Wtedy przestrzeii R/A z topologia ilorazowa pochodzaca z topologii strzalki na R, jest homeomoroficzna
z (R, 7).

NIE. Strzalka nie ma punktow izolowanych, a w przestrzeni ilorazowej klasa [0] jest zbiorem otwar-
tym, a wiec ten punkt jest izolowany.

Zad. 12. Niech X; = [0,1] zas U; = (0,1). Czy podzbior [[;=, U; C [];~; X; jest otwarty?

NIE. Ten podzbiér nie zawiera zadnego zbioru bazowego postaci Uy x Us X ... U, x [0, 1] x[0,1] X . ...



Zad. 13. Ograniczony i domkniety podzbior plaszczyzny z metryka rzeczng jest zwarty.
NIE. Np. okrag.

Zad. 14. Przestrzenie podzbiory prostej z topologia euklidesowa: X := R\ Z oraz

X5 :=(0,1) \ {1: n € N} sa homeomorficzne?

TAK. Obie przestrzenie sa homeomorficzne z suma prosta przeliczalnie wielu odcinkéw otwartych.

Zad. 15. Przestrzen $ciagalna jest spojna.

TAK Jest nawet tukowo spojna, bo Sciggniecie definiuje drogi taczace dowolny punkt z punktem
do ktorego sciaga.
Zad. 16. Przestrzei ilorazowa przestrzeni $ciggalnej jest $ciggalna.

NIE. Np. okrag jest przestrzenia ilorazows odcinka.
Zad. 17. W przestrzeni zupelnej przeciecie przeliczalnej rodziny podzbioréw gestych jest podzbiorem
gestym.

NIE. Moze byé¢ nawet puste!

Zad. 18. Istnieje retrakcja domknietej wstegi Mobiusa na jej brzeg.

NIE. Niech OM C M bedzie brzegiem wstegi, a h: S' — OM standardowym homemomorfizmem.
Zuwazmy, ze dla dowolnego f: M — S! zlozenie S* LM — S'ma stopien parzysty, bo jest homotopijne

. h fIR . . . s .
ze zlozeniem S* = M % R ELLR S, gdzie M £ R jest rzutowaniem na rownik wstegi, homeomorficzny

z S'. Zachodzi réwnosé: deg(fph) = deg(f|R) deg(ph) = 2deg(f|R). Zatem identycznoé¢ OM — 9M, nie
da sie rozszerzy¢ na M, bo ma stopien 1.

Zad. 19. Przektuta ptaszczyzna rzutowa jest homotopijnie réwnowazna z okregiem.

TAK. Jest homeomorficzna z otwarta wstega Mobiusa.

Zad. 20. Plaszczyzna rzutowa po usunieciu przeliczalnie wielu punktow jest zbiorem spoéjnym.

TAK. Niech ¢: S? — P bedzie przeksztalceniem ilorazowym sklejajacym punkty antypodyczne,
a S C P bedzie zbiorem przeliczalnym. Wtedy ¢~1(S) C S? jest zbiorem przeliczalnym, a wiec jego
dopelnienie w sferze (= dopelnienie w plaszczyznie) jest tukowo spojne, stad jego obraz jest tez tukowo

spojny.



