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Odpowiedzi i rozwigzania

11 Tutego 2013

StwierdzZ czy nastepujace zdania sg prawdziwe, zakreslajac wlasciwag odpowiedz i skreslajac
pozostale: Punktacja: 1 poprawna odp, -0,2 btedna, 0 nie wiem *

Zad. 1. W przestrzeni Hausdorffa kazdy podzbior ztozony ze skoriczonej liczby punktow jest domkniety.
TAK

Zad. 2. Przestrzen R? z topologia 7 = {#}U{R3}U{U C R?® : R3\U jest zbiorem skoniczonym lub przeliczalnym}
jest metryzowalna.

NIE

Zad. 3. Niech (X, 7x), (Y, Ty) beda przestrzeniami topologicznymi. Niepuste podzbiory AC X i BCY
sa domkniete wtedy i tylko wtedy gdy A x B jest domknietym podzbiorem (X x Y, Txxy).

TAK

Zad. 4. Przestrzen funkcji ciagtych na odcinku [0, 1] z metryka ds,p zawiera zbior zwarty o niepustym
wnetrzu.

NIE
Zad. 5. Przestrzeri R? \ {0} z topologia euklidesowa jest metryzowalna w sposob zupelny.

TAK

Zad. 6. W dowolnej przestrzeni topologicznej cze$¢ wspolna dwoch zbioréw otwartych gestych jest zbio-
rem gestym.

TAK

Zad. 7. Niech (X, 7x), (Y, 7y) beda przestrzeniami topologicznymi. Niepuste podzbiory AC X i BCY
sa spojne wtedy i tylko wtedy gdy A x B jest spojnym podzbiorem (X X Y, Txxy).

TAK

Zad. 8. Niech A, B beda tukowo sp6jnymi podzbiorami przestrzeni (X, 7y ). Jezeli ANB # 0, to ANB
jest zbiorem tukowo spéjnym.

NIE

Zad. 9. Retrakt przestrzeni Sciagalnej jest przestrzenia Sciagalna.
TAK

Zad. 10. Walec S' x R i wstega Mobiusa sg homotopijnie réwnowazne.

TAK

1Pozostawiona jest jedynie prawidlowa odpowiedz.



Stwierdz czy nastepujace zdania sa prawdziwe i uzasadnij odpowiedz (zakresl wlasciwg
i skresl pozostale): Punktacja: 1 pkt. poprawna odp, -0,2 bledna, 0 nie wiem, uzasadnienie 0 - 4 pkt.

Zad. 11. Zbior liczb niewymiernych R \ Q z topologia euklidesows posiada baze przeliczalng.
TAK

Uzasadnienie Przestrzen (R, 7;) posiada baze przeliczalng (np. odcinki otwarte o konicach wymiernych),
a wiec dowolna jej podprzestrzen tez posiada baze przeliczalna.

Zad. 12. Przestrzen ilorazowa przestrzeni Hausdorffa jest przestrzenia Hausdorffa.

NIE

Uzasadnienie Np. jesli w odcinku [0, 1] z topologia euklidesowa utozsamimy do punktu zbior [0, 1)], to
w otrzymane] przestrzeni dwupunktowej punkt (klasa rownowaznosci) [0] bedzie zbiorem otwartym, a
jedynym zbiorem otwartym zawierajacym [1] bedzie cala przestrzen ilorazowa tj. zbior {[0],[1]}. Innym
przyktadem jest odcinek z rozdwojonym punktem i wiele, wiele innych.

Zad. 13. Istnieje ciagle odwzorowanie zbioru Cantora C' C [0, 1] na zbior Q N [0, 1] liczb wymiernych z
przedziatu [0, 1] z topologia euklidesowa.

NIE

Uzasadnienie Nie istnieje, poniewaz obraz przestrzeni zwartej (a zbior Cantora jest zwarty chocby
jako ograniczony i domkniety podzbior prostej euklidesowej), o ile jest przestrzenia Hausdorffa, to jest
przestrzenia zwarta. Punkty wymierne na odcinku [0, 1] nie sa przestrzenia zwarta (choéby dlatego, ze
nie sa zupelng).

Zad. 14. Otwarty spojny podzbioér plaszczyzny z topologia rzeczna jest tukowo spojny.
TAK

Uzasadnienie Topologia rzeczna posiada baze zlozona ze zbiorow tukowo spojnych (kule). Niech U C
(R,7;) bedzie zbiorem otwartym oraz xg € U. Zbior U(zg) sktadajacy sie z punktow, ktore mozna
polaczy¢ droga lezaca w U z punktem zo jest zatem otwarty. Jego dopelnienie U \ U(xzg) jest takze
zobiorem otwartym, roztacznym z U(zg), a zatem U(xg) = U, a wiec U jest tukowo spojny.

Zad. 15. Plaszczyzna rzutowa posiada podzbior S C P, ktéry jest homeomorficzny z okregiem a jego
dopelnienie P\ S jest zbiorem spojnym.

TAK

Uzasadnienie Wybierzmy jako model plaszczyzny rzutowej dysk D? z utozsamionymi antypodycznymi
punktami na brzegu. Obraz okregu S' C D? przy przeksztalceniu ilorazowym ¢: D? — P jest home-
omorficzny z okregiem (ale ¢|S! nie jest homeomorfizmem!). Zbior q(D?\ S') = P\ ¢(S!) jest spojny,
poniewaz kula otwarta B(0;1) = D?\ S! jest zbiorem sp6jnym, a obraz zbioru spojnego jest spojny.



1 Zadania

Zad. 16.

Definicja. Jezeli A jest niepustym podzbiorem przestrzeni topologicznej (Y, 7y ), to przez Y/ A oznaczamy
zbior klas abstrakeji Y/ ~4 relacji ~4, gdzie y1 ~4 y2 < y1 =y2 lub yi,y2 € A, wyposazony w
topologie ilorazows zadana przez rzutowanie q: Y — Y/ ~ 4, g(x) := [z]~ ,.

Niech (X, 7x) i (Y,7y) beda przestrzeniami Hausdorffa.

1) Niech A C Y bedzie podzbiorem zwartym. Wykaz, ze przestrzen ilorazowa Y/A jest przestrzenia
Hausdorffa.

2) Zalozmy, ze przestrzenie (X, 7Tx), (Y, Ty ) sa zwarte, zg € X, za§ A C Y jest niepustym podzbiorem
domknietym. Wykaz, ze jesli podprzestrzenie X \ {zo} 1 Y \ A sg homeomorficzne, to przestrzen X
jest homeomorficzna z przestrzenia ilorazowa Y/A.

Rozwigzanie ad 1). Niech ¢q: Y — Y/A bedzie odwzorowaniem ilorazowym. Jesli mamy dwa punkty
Y1, Y2 & A to wybierzmy ich rozlaczne otoczenia Vi 3 y1, V2 D o, ktore sa takze roztaczne z (domknietym)
zbiorem A. Ich obrazy q(Vi) 3 [v1], ¢(V2) 2 [ye] sa zbiorami otwartymi (bo ¢~ 1q(V;) = V; € Ty)) i
roztacznymi. Zalozmy teraz, ze y ¢ A i pokazemy jak oddzieli¢ klase [y] od klasy dowolnego punktu
ze zbioru A: [a] = A. Dla dowolnego punktu a € A wybierzmy otwarte, roztaczne zbiory U, > y oraz
V. 2 a. Poniewaz A jest podzbiorem zwartym wiec z pokrycia otwartego {V, }4c 4 mozna wybraé¢ pokrycie
n
skoniczone V..., V, . Rozpatrzmy zbiory U : ﬂ U,, 2 y oraz zbior V := |J V,, D A. Ich obrazy

=1
q(U) 3 [y] oraz q(V) > [a] sa zbiorami otwartymi (bo 1Ch przeciwobrazy sa otwarte), oraz sa roztaczne. [

Rozwigzanie ad 2). Niech h: X \ {zo} — Y \ A bedzie homeomorfizmem. Przedtuzymy go do odwozoro-
wania h: X — Y/A ktadac h(zg) := [a], gdzie a € A. Odwzorowania h jest oczywicie bijekcja. Poniewaz
przestrzenn X jest zwarta, a przestrzen Y/A jest Hausdorffa (na mocy pkt. 1) wige wystarczy zauwazy¢,
7e przeksztalcenie h jest ciagte (lub ze przeprowadza zbiory otwarte na otwarte, czyli h™! jest ciagle),
bowiem ciagla bijekcja przestrzeni zwartych jest homeomorfizmem. Jesli U C X oraz z¢ ¢ U, to oczy-
wiscie h(U) C Y/A\ {[a]} C Y/A jest zbiorem otwartym, bo h bylo homeomorfizmem oraz Y\ A C Y
jest zbiorem otwartym. Jesli zo € U, to jego dopelnienie X \ U € X \ {z(} jest zbiorem zwartym, a wiec
Y/A\h(U) = h(X\U) = q(h(X \U)) jest zbiorem zwartym, a wigc na mocy pkt. 1, zbiorem domknietym,

co nalezalo wykazaé. O
Uwaga. Szczegdlny przypadek powyzszego rozumowania, to sytuacja gdy X = S™ a Y = D" oraz
A= 8""1 C D" - p. Zad. przygotowawcze nr 20.

Zad. 17.

1. Wykaz, ze w sferze S2:

a) dopelnienie dowolnego podzbioru przeliczalnego jest przestrzenia tukowo spojna;

b) dopelnienie sumy przeliczalnej rodziny zbioréw, z ktoérych kazdy jest homeomorficzny z okregiem,
jest niepuste.

2. Wykaz, ze powyzsze stwierdzenia sg prawdziwe takze dla ptaszczyzny rzutowej P.

Rozwigzanie ad 1a). Dopelienie zbioru przeliczalnego na sferze jest homeomorficzne z dopelieniem
zbioru przeliczalnego na plaszczyznie, bo sfera po usunieciu jednego punktu jest homeomorficzna z ptasz-
czyzng (Zad. przygotowawcze nr 20). Dla dowolnych dwoch punktow x,y € R?\ C plaszczyzny przektutej
w przeliczalnej liczbie punktow, rozpatrujemy odcinek [z,y] oraz prosta do niego prostopadla L prze-
chodzacy przez jego srodek. Lamane [z, s] U [s,y] gdzie s € L sa oczywiscie roztacznymi zbiorami poza
koricami x,y, a wiec poniewaz jest ich nieprzeliczalnie wiele, ktoérag z nich musi nie zawieraé¢ punktow
z C, a wigc istnieje s € L taki, ze [z,s] U [s,y] C R?\ C, skad wynika, ze dowolne dwa punkty leza w
podzbiorze tukowo spojnym, wiec R? \ C jest tukowo spojna. O

Rozwigzanie ad 1b). Pokazemy, ze dowolny podzbiér w C' C S? homeomorficzny z okregiem (moze byé
bardzo powykrzywianym kolem wielkim!) jest zbiorem domknietym i brzegowym. Domknietosé wynika
stad, ze C jest zwartym podzbiorem przestrzeni Hausdorffa S2. Pokazemy, ze Int(C) = (). Niech h: C — S*
bedzie homeomorfizmem. Jesli p € Int(C) to posiada on dowolnie mate otoczenie U > p zawarte w C,
ktore jest homeomorficzne z R%. Wobec tego U\ {p} jest zbiorem sp6jnym. Zatem dowolnie mate otoczenia
punktu h(p) € S! musiatloby mieé¢ te wlasnosé, co nie jest prawda.

Sfera jest przestrzenia zwarta, a wiec zupelna. Stosujac tw. Baire’a otrzymujemy teze pkt. 2. O



Rozwigzanie ad 2). Oba punkty najprosciej wykazaé¢ korzystajac z modelu plaszczyzny rzutowej jako
przestrzeni ilorazowej sfery q: S? — P, gdzie q(z) = q(y) <= z = ylubx = —y. Zauwazmy, ze q jest
odwzorowaniem otwartym, a nawet na kazdej otwartej (bez brzegu) potsferze jest homeomorfizmem.
Niech C' C P bedzie podzbiorem przeliczalnym. Wtedy ¢~ 1(C) C C tez jest zbiorem przeliczalnym
(kazdy punkt z P jest podwojony), a wiec S2 \ ¢~1(C) jest lukowo spéjny, a zatem takze jego obraz
q(S?\ ¢ H(C)) = P\ C (q jest surjekcja!) jest tukowo spojny.
Podobnie wykazujemy odpowiednik 1b), sprowadzajac przypadek przestrzeni rzutowej do sfery. Je-
§li C C P jest zbiorem homeomorficznym z okregiem, to ¢~ 1(C) C S? jest zbiorem domknigtym. Po-
kazemy, ze musi mie¢ puste wnetrze. Poniewaz ¢ jest odwzorowaniem otwartym i bijekcja na otwar-
tych potsferach, wiec dla dowolnego punktu p € ¢~!(C) mozemy wybraé¢ otoczenie U > p takie, ze
q: UNg 1 (C) — q(U) N C jest homeomorfizmem, a wiec dowolny punkt ¢~ (C) posiada otocznie home-
omorficzne z otoczeniem punktu na okregu. Dla dowolnej rodziny zbioréw C; C P homeomorficznych z
o0 o0
okregiem mamy: ¢(S?\ U ¢ 1(C;)) = P | Ci, jest wigc zbiorem niepustym. O
i=1 i=1

2 1=

Uwaga. Punkt 2. mozna tez wykazac inaczej. W 2a) rozpatrujaé¢ P jako iloraz dysku i sprowadzajac w
ten sposob do przypadku plaszczyzny. W pkt. 2a) mozna skorzysta¢ z faktu, ze kazdy punkt w P ma
otoczenie homeomorficzne z kula w R? (Zad. przygotowawcze nr 37) oraz, ze P jest homeomoroficzna
z podzbiorem domknietym w R?*, a wiec jest metryzowalna w sposob zupelny. Ew. skorzysta¢ z modelu
dyskowego i sprowadzi¢ do przypadku podbioréow R2.

Zad. 18. Niech D? := {2z € C: |z| < 1} bedzie dyskiem. Dla pary réznych punktéw 2,2z, € D2,
D(z1, 22) := D?\ {21, 22} oznacza dysk przektuty w punktach 21, zs.

1. Zbadaj dla jakich par punktow z1, 29 1 21, 25 przestrzenie D(z1, 22) i D(2], 25)sa homotopijnie row-
nowazne? Wykonaj odpowiednie rysunki.

2. Wykaz, ze przestrzen D(: —%) jest homotopijnie rownowazna przeklutemu torusowi

T = (51 x SH\{(L1)}.

3. Ustal czy przestrzenie D(3,—1) i T’ := (S* x 5)\ {(1,1)} sa homeomorficzne.
( Wsk. Sposobow jest wiele; jeden z nich korzysta z Zadania 1.)

Rozwigzanie ad 1). Kolejnosé¢ punktow jest obojetna, wiec wystarczy rozpatrzyé nastepujace przypadki:

|z1], [22] < 1, |z1| = 1, |22] < 1; |21] = |22| = 1 Zacznijmy od korica.
o |21| = |2z2] =1 — wtedy D(z1, 22) pozostaje zbiorem wypuklym, a wiec $ciagalnym.
e |z1| = 1,]22] < 1 — rozpatrujemy malutki okrag o srodku w 2o: St(22,¢) := {2 € C: |2 — 23| < €}

i rzutujemy plaszczyzne przekluta w zo, a wiec w szczegolnosci D(z1, 22) na ten okrag. Afiniczna
homotopia pokazuje, ze to jest homotopijna odwrotnoéé wlozenia S} C D(z1, 22)

® |z1],|22] < 1 — zauwazmy, ze w tym przypadku wlozenie D(z1,22) C C\ {21, 22} jest homotopijna
rownowaznoscia. Odwzorowanie odwrotne r: C\ {z1, 22} — D(z1, 22) dane jest wzorem r(z) := Bl

dla |z] > 1 oraz r(z) := z dla |z| < 1. Z kolei plaszczyzna przektuta w dwoch punktach jest
homotopijnie réwnowazna bukietowi okregéw SV S1. (Zad. przygotowawcze nr 34).

O

Rozwigzanie ad 2). Pokazemy, ze przekluty torus jest homotopijnie rownowazny bukietowi dwoch okre-
gow (p. Zad. przygotowawacze nr 39). Spojrzmy na torus jako kwadrat J? := [—1,1] x [~1, 1] z odpowied-
nimi utozsamieniami na bokach. Odwzorowanie ilorazowe q: J? — T, q(t1,t2) := (exp(wity), exp(mits))
jest réznowarto$ciowe na wnetrzu kwadratu, a wiec ¢~ 1(1,1) = (0,0). Odwzorowanie ilorazowe q: J? —
T przeprowadza boki kwadratu 9.J% na bukiet okregow S v S' = S! x {1} U {1} x S'. Wlozenie
t: STV St C (8T xS1)\{(1,1)} jest homotopijna rownowaznoscia. Jego homotopijna odwrotnosé jest dana
przez rzutowanie kwadratu z §rodka na jego brzeg r: J?\ {(0,0)} — 8J?% , ktore definuje odwzorowanie
7: (J2\{(0,0)}) — (8J?)/ ~. Oczywiscie 71 = idg1yg1 a homotopia (7 ~ idr: jest dana przez homotopie
afiniczng. O

Rozwigzanie ad 3). Skorzystamy z Zad. 1 pkt. 2) zastosowanego do torusa T i punktu (1,1) oraz dysku
D? i dwoch punktow wewnetrznych dysku 21,22 € D? . Gdyby przestrzenie 77 i D(z1, z2) byly home-
omorficzne, to istnialby homeomorfizm h: T — D?/{z1, 22} , co jest niemozliwe poniewaz dowolnie mate
otoczenia dowolnego puntu torusa pozostaja spojne po wyjeciu jednego punktu, a mate otoczenia punktu
[21] = [22] € D?/{z1, 22} sa niespojne po usunieciu tego punktu. O



