JAO: Jezyki, automaty i obliczenia, egzamin 18 Czerwca 2014
(kazda odpowiedZ nalezy uzasadnié, nie dotyczy to zadania 1)
1. Narysowaé¢ minimalny automat deterministyczny dla nastepujacego jezyka, pomijajac
stan ”$mietnik”.
{x1z2x3x4 S {0, 1}4 : (563 = 561) A (1‘4 = 171) A\ (£E4 = IQ)}

Rozwigzanie Stany automatu przedstawiaja klasy abstrakcji kongruencji wyzna-
czonej przez powyzszy jezyk.

2. Dla skoficzonego automatu niedeterministycznego A niech L(A) bedzie zbiorem stéw,
ktére automat akceptuje niejednoznacznie (istnieje wigcej niz jedno obliczenie akcep-
tujace). Czy L(A) jest zawsze regularny ?

Rozwigzanie Tak, w ten sposob okreslony jezyk jest zawsze regularny. Dla automatu
A = (%,Q,6,Q, F') pokazemy automat A = (X3,Q’,d',Qp, F'), rozpoznajacy jezyk
L(A). Przyjmiemy

e Q'=QxQx{0,1}

o 0 ={(q1.92,%) = (¢}, 5, 1) | @1 = gl a2 = ¢y, g # b}V
{(a1,92,7) = (¢, d,0) |1 = ¢ a2 = '}

e Q) =Qo x Qo x {0}

o F'=Fx Fx {1}

Jesli automat A akceptuje stowo w, to na pierwszych dwéch wspdélrzednych musi sie
pojawié¢ stan koncowy A, za$ na trzeciej wspélrzednej musi sie pojawié¢ wartosé 1. Au-
tomat A symuluje na pierwszych dwéch wspdlrzednych wykonanie A, wiec uzyskanie
tych stanéw jest mozliwe tylko w wyniku powstania dwéch symulacji przebiegu A.
Pojawienie sie 1 na trzeciej wspolrzednej jest tylko mozliwe, o ile w ktéryms kroku A
stany w dwdch pierwszych wspotrzednych beda rézne. W ten sposdb uzyskujemy dwa
rozne przebiegi A dla stowa w. Z kolei, jesli dwa rézne przebiegi istnieja, to mozna je
zasymulowa¢ na pierwszych dwéch wspoétrzednych, pierwsza réznice zaznaczyé przej-
$ciem do 1 na trzeciej wspdlrzednej i w ten sposéb dotrzeé do stanu akceptujacego.

3. Czy nastepujacy jezyk jest bezkontekstowy. Jesli tak to podaé gramatyke bezkontek-
stowa generujaca ten jezyk:

{a'p™ed 2 i, j>0}



Rozwiazanie Powyzszy jezyk jest bezkontekstowy i jest generowany przez grama-
tyke
S—PL P—aPb, P—e L—bLc, L—c¢.

Produkcja P generuje stowa postaci a’b’ dla i > 0. Podobnie produkcja L generuje
stowa postaci b/¢/ dla j > 0. Ich konkatenacja realizowana w produkcji S daje zadany

jezyk.

. Czy nastepujacy jezyk jest bezkontekstowy. Jesli tak to podaé¢ gramatyke bezkontek-
stowa generujaca ten jezyk:

{a'p™¢ed i, j>0&i<j}

Rozwigzanie Ten jezyk nie jest bezkontekstowy. Skorzystamy z lematu Ogdena.
Dowdd przez sprzecznoé$é. Zatézmy, ze ten jezyk, nazwijmy go L, jest bezkontekstowy.
Niech C bedzie zalezna od jezyka liczba z lematu Ogdena. Rozwazmy stowo a™¥ b2V,
gdzie N > C i umies¢my wszystkie C' znacznikéw w ciagu liter a. Niech wvwzxy bedzie
dekompozycja tego stowa wynikajaca z lematu Ogdena. Jesli v i x maja zawieraé przy-
najmniej jedna zaznaczona pozycje, to przynajmniej jedna z tych czesci musi zawieraé
litery a. Jednoczesnie granica miedzy ciagiem liter a i b nie moze przebiegaé ani we
wnetrzu stowa v, ani we wnetrzu stowa x, bo inaczej wynik pompowania uvvwzxy be-
dzie zawieral wigcej niz jedno przejscie od liter a do liter b, a wigc nie bedzie nalezat do
L. Analogicznie sprawa ma si¢ dla granicy miedzy b i ¢. Fragment vwz nie moze calty
znalez¢ si¢ w zakresie ciggu liter a, b ani ¢, gdyz wtedy przy pompowaniu zmienitaby
sie liczba liter odpowiednio a, b i ¢, ale nie zmienilaby sie odpowiednio liczba liter b, a i
b, wiec stowo wynikowe nie mogloby naleze¢ do L. Pozostaje sytuacja, gdy v znajduje
sie wewnatrz ciagu liter a, zas x wewnatrz ciagu liter b lub wewnatrz ciggu liter c.
W tej sytuacji jednak stowo postaci uvvwzzy, o ile bedzie postaci a’b**7c?, bedzie w
istocie postaci a’b™VeN lub postaci a*b*N ¢/, W pierwszym przypadku jednak i > N,
co stoi w sprzecznoéci z zalozeniem, iz ¢ < j, za§ w drugim suma ¢+ j nie bedzie réwna
2N, zatem doszliSmy do sprzecznodci.

. Czy rozstrzygalne sa nastepujace dwa problemy? W obu problemach dana na wejsciu
jest deterministyczna maszyna Turinga M i stowo wejsciowe w.

(a) M wykona wiecej niz 2014 zmian pojedynczych symboli.

(b) M wykona wiecej niz 2014 zmian symbolu na 1-szej pozycji.

Rozwiagzanie (a) Tak, ten problem jest rozstrzygalny. Zalézmy, ze M po podaniu w
na wejsciu ma przebieg o co wiecej niz k zmianach pojedynczych symboli. Rozwazmy
ta czes$¢ przebiegu, ktéra konczy sie na k 4+ 1 zmianie. Niech vy, ..., vr beda stlowami
reprezentujacymi zawarto$¢ tasmy maszyny M przed odpowiednio pierwsza, druga,. . .,
k + 1-sza modyfikacja. (Przez zawarto$¢ rozumiemy tutaj pierwsze n komorek tasmy,
gdzie n jest najdalsza pozycja na tasmie odwiedzang do k + 1-szej modyfikacji jej
zawartosci wlacznie.) Mozemy teraz w kazdym z tych stéw v; z kazda pozycja ¢ na
prawo od |w| zwiazaé zbiér W; ; stanéw, jakie M przyjeta, gdy jej glowica znajdowala
sie w tej pozycji miedzy j-ta a j + 1-sza modyfikacja symbolu na tadmie. Zauwazmy
teraz, ze jesli istnieja pozycje i1 < ig, takie ze vj[i1, 2] sklada si¢ z samych blankéw
oraz Wy, ; = Wi, ;, to istnieje obliczenie M na stowie v;[1,4; — 1]v[ia, |v;|]. Niech
teraz Iy < ly < ... < l, bedg wszystkimi pozycjami, na ktérych wystepuje zmiana
symbolu na prawo od |w|. Gdyby dla jakiego$ i zachodzilo l;11 —1; — 1 > 20 (k+1)
gdzie C jest rozmiarem zbioru stanéw M, to istnialaby taka para pozycji i1,io, ze
l; < i1 <ig < lipq oraz Wy, ; = Wi, ; dla wszystkich j = 0,..., k. Mozna byloby
zatem cale obliczenie z k+ 1 zmianami skréci¢ miedzy pozycjami i1 i i2. To jest jednak
niemozliwe, bo M jest deterministyczna. Dzigki temu uzyskujemy ograniczenie |w| -+



(k+2)2¢*+1) na wielko$é tasmy potrzebnej do zrealizowania obliczenia do k+1 zmiany
symbolu na tadmie. Liczba konfiguracji maszyny M w tak ograniczonej przestrzeni jest
ograniczona. Mozna zatem niedeterministycznie ustawi¢ je w ciag i sprawdzié, czy jego
poczatkowy fragment stanowi obliczenie z k + 1 modyfikacjami, co daje terminujaca
procedure sprawdzajaca warunek z zadania.

(b) Ten problem jest nierozstrzygalny. Gdyby byl rozstrzygalny mogliby$my za jego
pomoca rozwiazywaé nierozstrzygalny problem stopu. Mozliwe byloby to w nastepu-
jacy sposoOb. Dla danej maszyny N i stowa v, dla ktérych chcemy sprawdzié¢ wlasnosé
stopu, wykonaliby$my przeksztalcenie sprawiajace, ze cale swoje obliczenie wykony-
walaby ona poza pierwsza pozycja tasmy (przesuneliby$my obliczenie o 1 ;w prawo”),
nastepnie dodaliby$my po przejsciu do stanu konicowego N procedure dokonujaca 1025
zmian symbolu na pierwszej pozycji, zas$ stowo v uzupelnilibyémy do #v, gdzie # bylby
$wiezym symbolem. Tak spreparowana maszyna wykona wiecej niz 2014 zmian sym-
bolu na pierwszej pozycji wtedy i tylko wtedy, gdy IV zatrzyma sie na v.



