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1 Podstawowe definicje i przyktady

Definicja 1.1. Przestrzeniqg unormowang nad cialem F réownym R lub C
nazywamy pare (X, | ||), gdzie X jest przestrzenia liniowa nad F, a || ||
normg, tzn. funkcja na X o warto$ciach w [0, 00) spelniajaca warunki:

i) ||z|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0;

i) [[Ax|| = |Al]|z]| dla X e Fixe X;

ii) 12 + yl| < l2ll + Iyl dla 2,y € F.

Przyktady.
i) Przestrzen F" z norma euklidesows [|z]| = (3« |2 |2) /2.
ii) Przestrzen F” z norma maksimum ||z| = max;<y, |z;|.

iii) Przestrzen wielomianéw z norma suma moduléw wspdlczynnikow.

iv) Przestrzen C]0,1] funkcji ciagltych na [0, 1] z norma supremum | f|| =
supy | f(2)].

v) Przestrzeni C[0,1] z norma || f|| = fy | £(t)|dL.

vi) Przestrzen Cogr(R) funkeji cigglych ograniczonych na R z norma supre-
mum.

vii) Przestrzen C,y(R) funkcji ciaglych na R o no$niku zwartym z norma
supremum.

viii) Przestrzen C[0, 1] funkcji rézniczkowalnych w sposéb ciagly na [0, 1]
(na koncach rozwazamy jednostronne pochodne) z norma supremum.

Uwaga 1.2. Kazda przestrzen unormowana jest przestrzenia metryczna wzgle-
dem metryki indukowanej przez norme p(x,y) = ||z — yl||. Oczywiscie nie
kazda metryka na przestrzeni liniowej jest indukowana przez pewna norme.

Okazuje sie, ze szczegdlnie istotng role wsrdd przestrzeni unormowanych
odgrywaja przestrzenie zupelne. Przypomnijmy, ze przestrzen metryczna
jest zupelna, jedli kazdy cigg Cauchy’ego jest zbiezny.

Definicja 1.3. Przestrzenia Banacha nazywamy przestrzen unormowang
(X, || |I), ktéra jest zupelna (w metryce indukowanej przez norme).

Przestrzenie z przykladéw i),ii),iv) i vi) sa Banacha, z przykladow iii),v),
vii) i viii) nie sa.
Omoéwimy teraz kilka waznych klas przestrzeni Banacha.

1.1 Przestrzenie funkcji ciggtych

Fakt 1.4. Zalozmy, ze K jest zbiorem zwartym, wowczas C(K) przestrzen
funkcji cigglych z K w F z normg supremum jest przestrzeniq Banacha.



Ogdlniej, jesli X jest przestrzeniq Banacha, to C(K,X) przestrzen funkcji
cigglych z K w X, z normq || f|| = sup,ex || f(t)||x jest przestrzenig Bana-
cha.

Dowdd. Wykazemy zupelno$é C(K, X). Niech (f,) bedzie ciagiem Cau-

chy’ego z tej przestrzeni. Wéwczas, dla dowolnego t € K, f(t) jest ciagiem

Cauchy’ego w X (gdyz || fn(t) — fin(t)||x < || fn — fmll), stad z zupelnosci

X wynika jego zbieznosé. Zatem ciag f, jest zbiezny punktowo do pewnej

funkcji f: K — X. Zauwazmy, ze dla t € K,

1FO=Fa@lx = Tim || fm ()= fn()llx <limsup |[frn—fall < sup || fm—fall
m—00

m>n

Tak wiec

sup [|f(t) — fu(t)[x < sup [[fm — full = 0 przy n — oo,

teK m>2n
czyli ciag (fn) jest zbiezny jednostajnie do funkeji f, co implikuje, ze f jest
funkcja ciagla i f,, zbiega do f w normie przestrzeni C'(K, X). O

Podobnie dowodzimy fakt:

Fakt 1.5. Zalozmy, ze E jest przestrzenig topologiczng, wowczas Cogr(E)
przestrzen funkcji cigglych, ograniczonych z E w cialo skalarow F z normg
supremum jest przestrzeniqg Banacha.

Przyktady.

i) Rozwazmy liczby naturalne N z topologia dyskretng. Wowczas Cog(N)
mozemy utozsamiaé¢ z przestrzenia ciggdéw ograniczonych oznaczana l., z
metryka supremum.

ii) Niech K = N* bedzie jednopunktowym uzwarceniem N. Funkcje z C'(K)
mozemy traktowaé jako ciagi zbiezne. Przestrzen taka (z metryka supre-
mum) bedziemy oznaczaé¢ symbolem c.

1.2 Przestrzenie L), 1 <p < oo

Definicja 1.6. Zal6zmy, ze p jest miara nieujemna na (X, F) oraz 1 < p <
00. Okreslamy wowczas dla funkcji mierzalnej f: X — T,

171 := ([ I50Pautn)”

L,(X,F,p) = {f: X — F mierzalne takie, ze /X |f(®)|Pdp(t) < oo} (1)
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Uwaga 1.7. Dla uproszczenia oznaczen bedziemy czesto pisaé Ly (X, i), Ly(X)
lub Ly(p) zamiast L, (X, F, p).

Twierdzenie 1.8. Przestrzen L, z normg || ||, jest przestrzeniq Banacha.

Uwaga 1.9. Zauwazmy, ze ||f — g||, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f = ¢
p-prawie wszedzie. Zatem formalnie elementy przestrzeni L,(u) to klasy
rownowaznosci funkeji catkowalnych z p-ta potega wzgledem relacji réwnosci
=P W..

By udowodni¢ Twierdzenie 1.8 musimy wpierw pokazaé, ze || ||, jest
norma. Jedyny nieoczywisty warunek to nieréwnos¢ tréjkata. Jest to tak
zwana nierowno$¢ Minkowskiego.

Fakt 1.10 (Minkowski). Dla dowolnych funkcji mierzalnych f,g na (X, F, i)

1+ glly <Ifllp +llgll, 1 <p<oo. (2)

Dla p = 1 nieréwno$¢ natychmiast wynika z odcatkowania nieréwnosci
If@&)+g@)| < |f()|+]9(t)|, dla pozostatych p uzyjemy nieréwnosci Holdera.

Fakt 1.11 (Holder). Dla dowolnych funkcji mierzalnych f,g na (X, F,u),
1 <p,q < oo takich, ze % + % =1 zachodzi || fgll1 < || fllpllgllq, tzn.

[orlan < ([ 1san) ([ 1s1an)"" 3)

Dowdd. Jesli ktéras z liczb || fl|, lub | g4 jest réwna 0 lub oo, to nieréwnosé
jest oczywista, z uwagi na jednorodno$¢ mozemy zatem zakladaé, ze || f||, =
llgllq = 1. Wklestosé logarytmu implikuje nastepujaca nieréwnosé Younga

F(Bg(0)] < ;rm)\p + ;\gu)rq,

ktéra po odcatkowaniu po X daje || fgllv < LI f[15 + 2llglld =1 = [ fllpll9lle-
OJ

Dowdd nierdwnosci Minkowskiego (2). Bedziemy zakladaé, ze || f||p, [|gl, <
oo (w przeciwnym przypadku nieréwnosé jest oczywista). Wtedy

17+l = [ 17 +glPdi< [ 20517+ lgPP)an = 22151+ ) < oo,
X X

Ponadto,

17+l = [ 1 +llf +aPtdu< [ 171+ gl dut [ lglls + gl d

<GS + g5~ + NglBlf + gl



gdzie druga nieréwnos$¢ wynika z nieréwnosci Holdera (3) zastosowanej do
funkeji | f| i [f + g|P~" oraz [g] i [f + g[P~
Dzielac stronami przez || f + g[[5~" dostajemy nieréwnosé (2). O

Dowdd Twierdzenia 1.8. Wiemy, ze || ||, jest norma, pozostaje wiec wykazaé
zupetnoéé L. Niech (f,) bedzie ciggiem Cauchy’ego w L,,, wowczas istnieje
taki jego podciag g = fn,, Ze

gk — aill, <47% dlal> k.

Wystarczy udowodni¢ zbiezno$¢ ciagu gp w L. Zdefiniujmy nastepujace
zbiory dla k =1,2,...,

Ap = {t € X: [ga(t) — gra(t)| > 27"}

Mamy
A7 > gy — ge B > /A |9k — Gesr[Pdp > 27 p(Ay),
k
wiec pu(Ay) < 277, Polézmy

A :=limsup A = ﬂ U A,
k=11=k

wtedy pu(A) < p(Upsk A1) < Xisk (A1) < 35 47?7 i 2 dowolnodel k wy-
nika, ze u(A) = 0. Zauwazmy, ze dla t ¢ A, |gp(t) — gry1(t)| < 27F dla
dostatecznie duzych k, co implikuje zbiezno$é ciagu gi(t). Mozemy wiec
okresdlié¢

[l gi(t) te A

i wowczas g, zbiega do g u-prawie wszedzie. Zauwazmy, ze na mocy lematu
Fatou,

lg—grllh = / lim |g;—gg|Pdp < lim iﬂf/ lgi—gr|Pdp < sup [lg—grlh < 47
X l—oo l—moo JXx 1>k

Stad g — g € L, wiec réwniez g = (g9 — gx) + gr € Ly, oraz g, zbiega do g
W Ly. O

Uwaga 1.12. Dowéd Twierdzenia 1.8 pokazuje, ze kazdy ciag zbiezny w L,
ma podciag zbiezny p-prawie wszedzie.



Przyktlady.

i) Niech A C R" bedzie borelowskim zbiorem takim, ze A,(A) > 0, gdzie
An oznacza miare Lebesgue’a. Przez L,(A) oznaczamy woéwczas przestrzen
L,(A,B(A), A\n).

ii) Rozwazmy N z miara liczaca p. Wéwczas przestrzen Ly(N) mozemy utoz-
samiaé z przestrzenia ciggdw sumowalnych z p-ta potega, ktorag bedziemy
oznaczac przez {,. Wowczas

Il = (3 fanr)’

n=1

iii) Ogoélniej, mozemy rozwazy¢ dowolny zbiér I' z miara liczaca p otrzymujac
przestrzen ciagdéw (x¢)ier sumowalnych z p-ta potega oznaczana przez £, (I).
Gdy T jest zbiorem n-elementowym przestrzen tg mozemy utozsamiaé¢ z R",
uzywamy wtedy oznaczenia £;.

Uwaga 1.13. Dla 0 < p < 1 przestrzen L,(X,F, u) okreslamy wzorem (1).
Nie jest to jednak przestrzen Banacha, ale zupelna przestrzen metryczna z
metryka

polts9) = [ 1f = glPd

1.3 Przestrzenie L

Definicja 1.14. Zalézmy, ze u jest miara nieujemna na (X, F) oraz f: X —
F jest mierzalne, okredlamy wéwczas

I flloo =inf{M >0: p{te X: f(t) > M} =0}
oraz
Loo(X, F,p) :={f: X — F mierzalne takie, ze || f|jco < 00}.

Uwaga 1.15. Tak jak dla przetrzeni L, formalnie elementami Lo (u) sa klasy
rownowaznosci funkcji wzgledem relacji réwnosci py-prawie wszedzie.

Uwaga 1.16. Zauwazmy, ze u{t € X: f(t) > || f|loo} = 0 oraz dla dowolnego
FA0iu< | flloe uft € X: £(1) > u} > 0.

Twierdzenie 1.17. Przestrzen Lo, z normgq || || jest przestrzenig Bana-
cha.



Dowod. Wykazemy zupelnoéé. Przechodzac ewentualnie do pociagu mozemy
rozpatrywadé cigg funkcji (f,,) taki, ze ||fr — filloo < 27% dla I > k. Okreslmy

Api={t € Xt [fi(t) = frr(t)] > 275},

woéwezas ji(Ay) = 0 wige jesli A := Ugsq Ak, to p(A) = 0. Zauwazmy, ze
jesli © ¢ inA, to |fu(x) — —frs1(t)] < 27F dla wszystkich k, wiec istnieje
granica f(z) = limy_oo fi(x) oraz | f(z) — fi(z)| < Xy 27" = 2% Kladac
f(z) =0dla x € A widzimy, ze ||f — filloo < SUPgea |f(z) — fre(z)] < 217F.
W szcezegdlnosci f — fi € Loo, wiec f = (f — fx) + fx € Loo Oraz f, — f w
Lo O

Uwaga 1.18. Nieréwnos$¢ Holdera (Fakt 1.11) zachodzi tez dla p = oo, tzn.
I fglli < Iflloollglli- Istotnie wystarczy odcatkowaé nieréwnosé |f(¢)g(t)] <
Il fllco]g(t)], ktora zachodzi dla u-prawie wszystkich ¢ € X.

Przyktady.

i) Tak jak dla p < oo, dla borelowskiego zbioru A C R™ o dodatniej mierze
Lebesgue’a okreslamy Loo(A) jako Loo(A, B(A), A\pn).

i) Zauwazmy, ze dla miary liczacej p na zbiorze I' jedyne zbiory miary
zero to zbiory puste zatem loo(I') := Loo(I', ) to przestrzen wszystkich
ciagdéw ograniczonych (x4)er z norma supremum. W szczegdlnosci dlaT’ = N
otrzymujemy juz wczesniej rozwazana przestrzen (o,. Dla T' = {1,2,...,n},
{5 (T") mozemy utozsami¢ z R™ z norma maksimum, przetrzen ta oznaczamy

m

1.4 Miary zespolone

Definicja 1.19. Miara ze znakiem (odp. miarg zespolona) na przestrzeni
mierzalnej (X, F) nazywamy sigma-addytywna funkcje u na F o warto$ciach
rzeczywistych (odp. zespolonych), tzn. funkcje spelniajaca warunek

(G-

[e.9]

w(Ay)  dla parami roztacznych zbioréw A, Ag, ... € F.
1

(4)

Uwaga 1.20. Warunek (4) implikuje zbieznos¢ szeregu » oo p1(A;). Ponie-
waz suma zbioréw si¢ nie zmienia przy permutacji indekséw, wiec ten szereg
jest zbiezny bezwarunkowo, czyli Y 02 [1(Ay,)| < co.

n=



Definicja 1.21. Zalézmy, ze p jest miara ze znakiem lub miara zespolona
a (X, F). Okreslamy wéwczas dla A € F

[e.9]
|| (A —sup{zm |: Ay, Ag, ... € F parami rozlaczne , U An:A}.
n=1

Twierdzenie 1.22. Dla dowolnej miary ze znakiem (miary zespolonej) u
a (X,F), |p| jest skoriczong miarg nieujemnq takq, zZe |u|(A) > |u(A4)|.
Ponadto || jest nagmniejszq takg miarg.

Nieoczywistym punktem jest skonczonosé ||, by go wykazaé potrzebny
bedzie nam nastepujacy lemat.

Lemat 1.23. Zaloimy, ze z1,292,...,2n Sq@ liczbami zespolonymi, wowczas
istnieje I C {1,...,n} taki, ze
1 n

il i=1

Dowdd. Plaszczyzne zespolong mozna podzieli¢ na cztery éwiartki ograni-
czone prostymi y = +x. W jednej z tych ¢éwiartek leza wektory (z;)ier o
sumie moduléw nie mniejszej niz %Zién |z;|. Bez straty ogdlnosci mozemy
zalozyé, ze jest to éwiartka C = {z = = + iy: |y| < z}. Zauwazmy, ze
Re(z) > |z|/V2 dla z € C, stad

1 n n

1
‘Zzi>ZRe(zz Z \zz| 4\/§Z|zi|>62|zi|.

el iel ’LEI =1 i=1

O

Dowdd Twierdzenia 1.22. Najpierw udowodnimy, ze |u| jest miara nieujem-
ng na (X, F). Niech Ay, Ag, ... bedzie ciagiem parami rozlacznych zbioréw z
Foraz A=,> Ap. Jedli By, By, ... jest rozbiciem A na parami roztaczne
zbiory z F, to dla kazdego n, A, = Ui (Br N 4,), wiec

S lu(Be)| = 30| 30 u(Ben An)| < 33 |u(Bi 1 An)
k k n k n
= 3 S (BN 4, < Y Jul(Ay)
n k n

wiec biorac supremum po wszystkich takich rozbiciach dostajemy

ul(A Z |ul (A



Z drugiej strony, jesli an, < |u|(An) i (Bnk)k>1 jest rozbiciem A, na parami
roztaczne zbiory z { takim, ze > [((Bn k)| = an, to (Bp k)nk jest rozbiciem
A, wiec

l(4) > 325 1(Ba)| > 3 an
n

i z dowolnosci wyboru a,, < |u|(4,) dostajemy

ul(A Z |ul (A

Zatem |p|(A) =X, |ul(Ap), czyli |u| jest miara.

Pozostaje wykazaé skonczonosé |u|(X). Pokazemy wpierw, ze jesli A € F
spelnia |u|(A) = oo, to istnieja zbiory rozlaczne B,C € F, BUC = A
takie, ze |u(B)| > 1 oraz |u|(C) = co. Istotnie, z definicji |p| istnieja zbiory
rozlaczne Ay, Ao, ..., A, € F zawarte w A takie, ze > j_; |u(4n)| > 6(1 +
|11(A)]). Z Lematu 1.23 istnieje zbiér I C {1,...,n} taki, ze | > pcr p(Ax)| =
1+ |u(A)]. Niech D = Uper Ai wowezas |[pu(D)] > 1+ [pu(A)] > 1 oraz
|n(A\D)| = |pu(A) — pu(D)| > 1. Zauwazmy, ze przynajmiej jeden ze zbioréw
D, A\ D ma nieskonczona miare |u|, wybieramy go jako C' a drugi ze zbioréw
jako B.

Zal6zmy teraz nie wprost, ze |u|(X) = oo, stosujac powyzsze spotrze-
zenie, indukcyjnie konstruujemy zbiory Bj, ..., By, Cy, parami roztaczne ta-
kie, ze |u(B;)| = 1 oraz |u|(Cy) = oo. Woéwcezas mamy roztaczne podzbiory
(Bk)k>1 oraz szereg y_;. p1(By) jest rozbiezny, co jest niemozliwe. O

Twierdzenie 1.24. Przestrzen wszystkich miar zespolonych (miar ze zna-
kiem) na (X, F) z normq ||p|| := |u|(X) jest przestrzenig Banacha nad C
(odp. nad R ).

Dowdd. To, ze jest to przestrzen unormowana jest oczywiste. By wykazaé
zupelnosé wezmy ciag Cauchy’ego (1, ) miar zespolonych i zauwazmy, ze dla
Ae F, |un(A) = um(A)| < ||pn — piml], wige pn(A) jest ciaggiem Cauchy’ego
w I i mozemy okresli¢ p(A) = lim, o p(4;). Zauwazmy, ze dla dowolnych
parami roztacznych zbioréw Aj, As,... € Fi N < >

N
Z |(Ag) — pn(Ag)| = hm Z | 1m (Ar) — pn(Ax)| < Hmsup || — pinll,
m—0oQ
stad
Z |1(A) = pin(Ag)| < sup ||pim — pin || — 0 przy n — oo. (5)
m>=n

10



Niech teraz A = p—; Ak, bedzie rozbiciem A na parami roztaczne zbiory z
F. Wowczas dla dowolnego n,

() =37 1(AR)| < [ (A) = (AR H1(A) = (A4 Y [1(Ak)=pin (A
k k k

i pierwszy z powyzszych sktadnikéw jest réwny zero, a dwa kolejne daza
do zera przy n — oo. Zatem g jest miara zespolona, a (5) pokazuje, ze

H:u - ,UnH — 0.
L]

Przyklad. Gdy X = Ni F = 2%, to kazda miare © mozna utozsamiaé z
ciggiem x, = p({n}), i nietrudno zauwazy¢, ze |u|(A) = > ,ca |zn|. Stad
lpell = [|z]]1 1 przestrzen miar na N mozna utozsamiaé z ¢;.

Przystapimy teraz do okreslenia calki wzgledem miary zespolonej. Za-
cznijmy od miar ze znakiem, niech y bedzie taka miara na (X, F) i okre$lmy
miary p* i u~ wzorami

p(A) = A+ 1l (A), i (A) = S (Il (A) — Ll (A))

Wowezas pt i p~ sa skoficzonymi miarami nieujemnymi na (X, F) oraz
po=pt —p~. Zauwazmy, ze pt +p~ = |pf, wiee L1 (ut) N Li(p~) = La(|pl).-
Mozemy zatem okreslié

[ tduwi= [ gaut = [ gaum re L(ul).

W przypadku miary zespolonej p mamy p = Re(u) + ilm(p) oraz Re(p) i
Im(p) sa miarami ze znakiem. Definiujemy wtedy

/X fdp = /X fdRe(u) +i /X fdlm() £ e L(|ul).

Mozna sprawdzié, ze tak okreslona catka [ fdu jest liniowa wzgledem f
iporaz [1adp = pu(A) dla A € F.
1.5 Przestrzen operatoréw liniowych
Zacznijmy od prostego, ale waznego faktu.

Fakt 1.25. Zalozimy, zeT: X — Y jest operatorem liniowym miedzy dwoma
przestrzeniamsi unormowanymsi. Wowczas nastepujgcee warunki sqg réwnowaz-
ne:
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i) T jest operatorem cigglym,

i1) T jest ciggly w pewnym punkcie xo € X,

iii) T jest ciggly w 0,

iv) T jest operatorem ograniczonym, tzn. ||T|| < oo, gdzie

1T = [Tl x~y := sup [Ty, (6)

[l x <1

Dowdd. Implikacja i) = ii) jest oczywista, ii) = iii) wynika stad, ze Tx =
T(x + x0) — Txp, a iv) = i) z nieréwnosci [Tz — Ty|ly = || T(z — y)|ly <
Tz — y|llx. By wykazaé¢ iii) = iv) zaldézmy nie wprost, ze T nie jest
ograniczony, wowczas istnieja x, € X takie, ze ||| < 1 oraz ||Tx,| > n.
Wtedy ciag z,/n dazy do zera w X, a ciag T'(z,,/n) nie dazy do T0 =0 w
Y, wiec T nie jest ciagly w 0. O

Definicja 1.26. Wielko$¢é || T'|| zdefiniowana w (6) nazywamy norma opera-
tora T. Przez B(X,Y') bedziemy oznaczaé przestrzen ciaglych operatoréw z
X do Y. W przypadku gdy X =Y bedziemy pisaé¢ B(X) zamiast B(X, X).

Uwaga 1.27. Zauwazmy, ze

Twierdzenie 1.28. Dla dowolnych przestrzeni umormowanych X 1Y prze-
strzeri B(X,Y) z normq || || x—y jest przestrzeniqg unormowang. Jesli Y jest
przestrzeniq Banacha, to B(X,Y) tez jest przestrzenig Banacha.

Dowdd. Pierwsza cze$¢ twierdzenia jest tatwym éwiczeniem. Zaltézmy zatem,
ze Y jest Banacha, wykazemy zupelno$é B(X,Y). Niech (7},) bedzie ciagiem
Cauchy’ego w B(X,Y). Zauwazmy, ze dla dowolnego = € X, ciag (T,x)
jest Cauchy’ego w Y (bo (T, — Trn)z|| < ||Tn — Twlllz||). Zatem mozna
okredli¢ operator graniczny 1" wzorem T'x = limy,_,o Tx. Oczywiscie T jest
operatorem liniowym z X do Y. Zauwazmy tez, ze

(T=Tn)x|| = lim_[|(Tn=Tn)z|| < limsup || To =Ty |[[2]] < sup || T =Tz
m— 00 M—00 men
stad
1T = Tull < sup | T = Tnl| — 0.
m>=n
W szczegdlnosci ||T — Tyl < oo, czyli T — T,, € B(X,Y), zatem réwniez
T=(T-T,+T, € B(X,Y) oraz T,, —» T w normie operatorowe;. O
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Definicja 1.29. Przestrzeniq dualng (sprzezong) do przestrzeni unormo-
wanej X nazywamy przestrzen X* = B(X,F). Elementy X* nazywamy
funkcjonatami na X.

Przyktlady.

i) X = cprzestrzen ciagéw zbieznych (z norma supremum), ¢(x) = lim, oo Zn,
wowcezas ¢ € c¢* 1 [|¢| = 1.

i) X = co, ple) = 350, 2", Wowenas [p(a)] < ol $52, 27 = [Ja].
czyli ¢ € ¢ oraz ||¢|| < 1. Biorac 2™ = e; +ea+. . .+e, widzimy, ze ||z"] =1
oraz p(z™) — 1, wiec ||¢]| = 1. Zauwazmy, ze nie istnieje x € ¢q taki, ze
Jall = 11 () = ¢l

i) X = L1[0,1], Y = C[0,1], T£(t) = [3 f(s)ds (operator Volterry). Wéw-
czas, jak tatwo sprawdzié, ||T'|| = 1.

1.6 Podprzestrzenie i przestrzenie ilorazowe

Fakt 1.30. Niech (X,|| ||x) bedzie przestrzeniq Banacha, a'Y podprzestrze-
nig X. Wowczas (Y, || ||x) jest przestrzeniq Banacha wtedy i tylko wtedy,
gdy Y jest domkniete.

Dowéd. ,=". Jedli z €Y, to istnieje ciag x, € Y zbiezny do z, jest to ciag
Cauchyego w normie || ||x, wiec jest zbiezny do pewnego elementu y € Y.
Ale y € X i cigg moze mie¢ tylko jedng granice, wiec y = z, czyli Y =Y.
»<=". Wystarczy zauwazy¢, ze kazdy ciag Cauchy’ego w Y jest ciggiem Cau-
chy’ego w X, a jego granica nalezy do Y =Y.

O

Przyktlady.

i) Przestrzen ¢ ciagéw zbieznych do zera jest jak tatwo sprawdzi¢ domknie-
ta podprzestrzenia [, zatem ¢y jest przestrzenia Banacha (w normie supre-
mum).

ii) Przestrzen Cy(R) funkcji ciaglych zbieznych do zera w nieskoniczonosci
jest domknieta podprzestrzenia Cogr(R), czyli jest to przestrzen Banacha (w
normie supremum).

Definicja 1.31. Zalézmy, ze Y jest domknieta podprzestrzenig przestrzeni
Banacha X. Wprowadzamy woéwczas relacje rownowaznosci x ~ y wtedy i
tylko wtedy, gdy * —y € Y. Przestrzen ilorazowg X/Y definiujemy jako
zbiér ([z])zex = (z +Y)zex klas réwnowaznodci tej relacji. Okre$lmy tez

2]l == inf{llyllx : y € [«]}. (7)
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Twierdzenie 1.32. Dla dowolnej podprzestrzeni domkniete; Y przestrzeni
Banacha X przestrzen X/Y z normg zdefiniowang wzorem (7) jest prze-
strzeniq Banacha.

Dowdd. Wykazemy zupelnosé X/Y. Wezmy ciag Cauchy’ego ([x,]), w X/Y,
po ewentualnym przejsciu do podciagu mozemy zakladaé, ze ||[z, — ]| <
27" dla m > n. Zatem istnieja wektory y, € Y takie, ze ||z, — Tni1 + ynl| <
21=" Niech #, = x, + ZZ;% Yk, wowcezas T, € [xy] oraz T, — Tpy1 =
Ty, — Tpt1 + Yn. Zatem (Z,) jest ciagiem Cauchy’ego w X, z zupelnosci zbie-
gaw || ||x do pewnego elementu x € X. Mamy ||[x,] — [z]|| = ||[Zn] — [2]]] <
|Zn — x| — 0. O

Przyklad. Przestrzen c/cy jest izometryczna z F.

2 Przestrzenie Hilberta

2.1 Definicje, podstawowe wtasnosci i kilka przykladéow
Zacznijmy od przypomnienia definicji prestrzeni euklidesowej (unitarnej).

Definicja 2.1. Przestrzeniq unitarng (euklidesowq) nazywamy przestrzen
liniowa H nad cialem F = R lub C z iloczynem skalarnym (-,-): HxH — T,
tzn. funkcja spetlniajaca nastepujace warunki:

i) (x,z) >0dlax € H, x # 0,

ii) przeksztalcenie x — (x,y) jest liniowe dla wszystkich y € H,

i) (y,z) = (z,y) dla v,y € H.

Uwaga 2.2. Zauwazmy, ze z definicji wynika, ze przeksztalcenie y — (x,y)
jest antyliniowe, tzn. (z, \1y1 + Aaye) = Ai{z, y1) + Ao{x, o).

Przyktady.

i) F" z iloczynem skalarnym (x,y) := > 1 Tk,

ii) C[0,1] z iloczynem skalarnym (£, g) := [y f(z)g(x)dz,

iii) Iz z iloczynem skalarnym (x,y) := > 72| 2T (zbieznosé szeregu wynika
z nieréwnosci Holdera),

iv) Lo(X, p) z iloczynem skalarnym (f, g) := [y fgdu,

v) O (R¥) 7 iloczynem skalarnym

(f.9) = D*f Dogdaz,
04|Z<N/R

np. dla N =1,
(f,9) :/Rfﬁdx—l-/R(Vf,Vng.
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vi) A2(Q) = {f: Q — C: f € L?(Q), f holomorficzne }, gdzie Q jest

obszarem w C z iloczynem skalarnym

(f,g) = /Q f(@,y)g(@, y)dady.

Definicja 2.3. Dla wektora x z przestrzeni unitarnej H definiujemy |z| :=
(z,z)1/2.

By pokazaé, ze |-| jest norma na H bedziemy potrzebowali nastepujacego
faktu.

Fakt 2.4 (Nieréwnosé¢ Schwarza). Dla dowolnych x,y z przestrzeni unitarnej
H zachodzi

[z, 9)]* < (z,2)(y, )

lub réwnowaznie |(x,y)| < |z||y|.

Dowdd. Wybierzmy A € [ takie, ze || = 1 oraz |(z,y)| = Az, y). Zauwaz-
my, ze dla t € R,

0 < (thx 4y, thx +y) = APz + |y|> + 2tRe(\z, y)
= [z + y[* + 2]z, y)|.

Zatem funkcja kwadratowa f(t) = t2|x|>+|y|>+2t|(z, y)| jest stale dodatnia,
co implikuje, ze jej wyréznik A = 4|(x, y)|?> — 4|z|?|y|? jest niedodatni. [

Whiosek 2.5. Funkcja | | jest normg na przestrzeni unitarnej.

Dowdd. Oczywiscie |z| > 01 |z| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = 0. Dla
A € F mamy

M| = (e, Ax) 2 = (AN, ) = |A[[a].
Wreszcie na mocy nieréwnosci Schwarza,

(x+y,x+y) = |z]> + [y|* + 2Re((z,y)) < 2> + [y* + 2|(z, )|

|z +y> =
< 2 2 ) o 2
< Jz” + yl° + 20zl|y| = (|| + [y])*.

O]

Fakt 2.6 (Tozsamo$¢ réwnolegloboku). Dila dowolnych wektoréw x,y w
przestrzeni unitarnej H,

o+ y? + |z = yl* = 2(|z + [y]?).
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Dowdd. Mamy
@ +yl* = |z + [y” + 2Re((z,1)), |o —y* = 2> + |y — 2Re({z,y)).
O]

Okazuje sie, ze tozsamosé réwnolegltoboku charakteryzuje normy pocho-
dzace od iloczynu skalarnego.

Twierdzenie 2.7. Zalézmy, ze (X,|| ||) jest przestrzenig unormowang.
Wowczas na X da sie wprowadzié iloczyn skalarny taki, ze ||z|| = (z,z)'/?
wtedy i tylko wtedy, gdy spetniona jest tozsamosé réwnolegloboku ||z + y|| +
lz =yl = 2(I=]* + ly[*), =,y € X.

Dowdd pozostawiamy jako (nieco trudniejsze) éwiczenie.

Definicja 2.8. Przestrzen unitarna, ktéra jest zupelna (w normie | |) na-
zywamy przestrzeniq Hilberta.

Wiemy juz, ze przestrzenie z przykladow i), iii), iv) sa Hilberta. Nietrud-
no pokazaé, ze przestrzenie z przykladow ii), v) nie sa zupelne. Pokazemy,
ze przestrzen z przykladu vi) jest zupelna.

Fakt 2.9. Dla dowolnego obszaru Q C C przestrzer, A?(QQ) jest zupelna.

Dowdd. Niech K bedzie zwartym podzbiorem ), wéwczas istnieje € > 0
takie, ze dla kazdego z € K, B(z,¢) C Q. Niech f € A%(G). Niech z € K,
funkcje holomorficzne sa harmoniczne, wiec f(z) = (me?)~! [ Bz Jdzdy,

stad z nieréwnosci Schwarza,
1 1
2)| < — dzd gf/ 2dzdy)/? /
IS o, Widedy < 5 () 17Pdedy) ([
/2

<=([ fdady)’

Pokazaliémy zatem, ze dla dowolnego zbioru zwartego K C (), istnieje stata
A zalezna tylko od K taka, ze || fllc(x) < Alflaz)-

Niech (f,,) bedzie ciagiem Cauchy’ego w A%(G), z otrzymanego powyzej
szacowania wynika, ze f, jest ciagiem Cauchy’ego w C(K) dla dowolnego
zwartego K C €2, skad tatwo otrzymujemy, ze po pierwsze f, jest zbiezny
punktowo do pewnej funkcji f, a po drugie zbieznosé ta jest niemal jedno-
stajna (tzn. jednostajna na zbiorach zwartych). Zatem f jest holomorficzna
jako niemal jednostajna granica funkcji holomorficznych. Z drugiej strony
(fn) jest ciagiem Cauchy’ego w Lo(2), wiec zbiega w La(G) do pewnej funk-
cji g, ponadto pewien podciag (fy, ) zbiega do g p.w., czyli f = g p.w.. Stad
f jest catkowalna z kwadratem na €, czyli f € A%(Q2). Ponadto f zbiega do
f =g p.-w. w normie L(), czyli w normie A%(Q). O

1dazdy> 2

z,€)

)
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2.2 Twierdzenia o rzucie ortogonalnym i o postaci funkcjo-
nalu

Lemat 2.10. Zalozmy, Ze A jest wypuklym domknietym podzbiorem prze-
strzeni Hilberta H. Woéwczas w A istnieje dokladnie jeden element o mnaj-
mniejszej normie, tzn. takie xg € A, Ze |xo| = inf{|z|: = € A}.

Dowdd. Niech d := inf{|z|: z € A}
Najpierw wykazemy istnienie xg € A z |z¢| = d. Niech z,, € A bedzie
ciagiem takim, ze |x,| dazy do d. Tozsamosé réwnolegltoboku implikuje, ze

"In_xm

xn—kxm‘?:
2 2

2 1

|+ 5 (zal® + 2.

Zauwazmy, ze (T, + ©p,)/2 € A (z wypuklodci), zatem ||(z, + z)/2|| > d.
Stad

Tn + T |?
]wn—mmP:2(]xn|2+]a:m]2)—4‘%‘ < 2(jzn ) + |zm]?) — 4d2 — 0

przy n,m — oo, czyli (x,) jest ciagiem Cauchy’ego i z zupelnosci z,, jest
zbiezny do pewnego xg. Z domknietoéci A wynika, ze xg € A, a z ciagglosci
normy, ze |zo| = d.

By wykazaé jednoznacznoéc zalézmy, ze xo,x1 € A, |xg| = |x1| = d oraz
x1 # xo9. Wowcezas (xg + x1)/2 € A oraz

Trog — T1

‘xo—&—xl‘?
2

1 2
| = 5ol + ) - | <

co przeczy definicji d. O

Whniosek 2.11. Zalozmy, Ze M jest domknietq podprzestrzeniq przestrzeni
Hilberta 'H oraz x € H. Wowczas istnieje dokladnie jeden element y € M
taki, zZe
—y| =dist(z, M) := inf |z — z|.
o y| = dist(z, M) := inf |z 2|

Dowdd. Stosujemy poprzedni lemat do wypuklego domknietego zbioru x —
M={x—y: ye M}. O

Definicja 2.12. Méwimy, ze dwa wektory x,y z przestrzeni unitarnej H sa
prostopadle (ortogonalne), jesli (x,y) = 0.
Dla A C H definiujemy uzupelnienie ortogonalne A wzorem

At :={zx e H: (z,y) =0 dla wszystkich y € A}.
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Uwaga 2.13. Dla dowolnego A C H zbiér A+ jest domknietg podprzestrzenig,
H.

Twierdzenie 2.14. Zalézmy, ze M jest domknietqg podprzestrzenig prze-
strzeni Hilberta H. Wowczas dla dowolnego x € H istniejg wektory y € M,
z € M+ takie, ze x =y + z. Co wiecej taki rozklad jest jednoznaczny.

Dowdd. By wykazaé istnienie rozkladu zdefiniujmy y € M jako |x — y| =
dist(x, M), za$ z = x — y. Wezmy dowolne w € M, musimy wykazaé, ze z i
w sy ortogonalne. Zauwazmy, ze dla dowolnego t € F, y + tw € M, wiec

dist(z, M)* < & — (y + tw) = | — yP* + |t [w[> — 2Re((z, tw)).

Zatem dla dowolnego ¢ € F mamy 2Re((z, tw)) < t?|w|?, skad tatwo otrzy-
mujemy, ze (t,w) = 0.

Zalbézmy, ze istnieja dwa rozklady © = y1+21 = yas— 20, wowczas y1 —yo €
M, z1—z3 € Mt ale y1 —yo = 20— 21, wiec |y1 —y2|? = (Y1 —y2, 22— 21) = 0,
czyli y1 = yo, 21 = 22 1 rozklad jest jednoznaczny. O

Uwaga 2.15. Symbolicznie zapisujemy powyzsze twierdzenie w postaci H =
M @ M*. Zauwazmy tez, ze |z +y|? = 2|2 + |y|? dla x € M,y € M*.

Definicja 2.16. Jesli c = y+ 2z, y € M,z € M~*, to y nazywamy rzutem
ortogonalnym x na M i oznaczamy y = Pysx.

Whniosek 2.17. Dla dowolnej domknictej podprzestrzeni M przestrzeni Hil-
berta zachodzi (M+)t = M.

Dowéd. Oczywiscie M C (M*)+. By wykazaé¢ przeciwne zawieranie zal6z-
my, ze x € (M*+)+, wéwezas x =y + 2,y € M,z € M* oraz 0 = (z,2) =
(z,9) + (2,2) = |2|?, czyli z € M. O

Fakt 2.18. Dia dowolnej domknietej podprzestrzent M przestrzeni Hilberta
H, Py jest rzutem ortogonalnym, tzn. Py 'H — M jest takim cigglym
przeksztalceniem liniowym, e P = Py oraz (Pyz,y) = (v, Pyy) dla
z,y € H.

Dowdd. Liniowos¢ wynika stad, ze jeSli x1 = y1+ 21, xo =yo+ 202 yp € M,
21 € M+, to May+dors = (Ay1+daya)+F(A121+A220) oraz A1y +Aaye € M,
A121 + Aozg € M.

Jesli Pyx = y, to y € M, zatem Pyy = y, czyli Pz = y = Pyx.
Wreszcie, biorac * = x1 +x2, y = y1 + Y2, T1,22 € M, y1,ys € Mt mamy

(Pyuz,y) = (x1,y1 + y2) = (x1, 1) = (x1 + 22, 91) = (x, Ppy).

18



Przyktad.
Niech H = L2[0,1] oraz M = {f € L2[0,1]: fljg1/9) = 0 p.w.}. Wéwczas
MJ' = {f - LQ[O, 1] f]l[l/Q,l] = O pW} oraz PMf = f]l[l/Z,l]'

Twierdzenie 2.19 (Riesz). Zaldzmy, Ze ¢ jest cigglym liniowym funkcjo-
natem na przestrzeni Hilberta H. Wowczas istnieje dokiadnie jeden wektor
y € H taki, Ze p(z) = (z,y), ponadto |[¢] = |y|.

Dowdd. Jedli ¢ = 0, to mozemy oczywiscie polozyé¢ y = 0. W przeciwnym
przypadku M = Ker(y) jest domknieta podprzestrzenia H oraz M # H,
zatem M~ zawiera pewien niezerowy wektor z. Zauwazmy, ze

p(zp(z) — 20(x)) = p()p(2) — p(z)p(2) =0,

czyli xp(z) — zp(z) € M. Stad

0 = (wp(2) — 2p(z), 2) = (2, 2)p(2) — p(z)|2]

i ktadac y := 2(2)/|2|? otrzymujemy ¢(z) = (z,y).
By udowodnié jednoznaczno$é zatézmy, ze o(x) = (x,y) dla z € H.
Wtedy (z,y — ') = 0 dla wszystkich 2 € H, wiec |y —y'|> =0, czyliy = y/.
By zakonczyé dowdd zauwazmy, ze na podstawie nieréwnosci Schwarza,

o]l = sup |p(z)| = sup |(z,y)| < sup |z||y| = |y],
lz[<1 lz]<1 lz|<1

ponadto biorac z = y/|y| widzimy, ze |¢|| > |y|-

2.3 Twierdzenie Radona-Nikodyma

Definicja 2.20. Rozwazmy dwie miary u, v na (X, F). Méwimy, ze

i) v jest absolutnie ciggla wzgledem p (ozn. v < p), jesli dla kazdego A € F
p(A) = 0 implikuje v(A) = 0,

ii) funkcja mierzalna f na X jest gestosciq v wzgledem p (ozn. f = g—;), jeshi
dla wszystkich A € F, v(A) = [, fdu,

iii) p i v sa wzajemnie osobliwe (ozn. p L v), jedli istnieje A € F taki, ze
p(A) =0 oraz v(X \ A) =0.

Uwaga 2.21. Jesli istnieje gestosé f = g—/’i, to oczywiscie v < p. Ponadto
woéwezas dla dowolnej nieujemnej funkcji mierzalnej g na X, [ gdv = [ fgdpu.
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Przyktad. Niech p bedzie miara Lebesgue’a na R, zas v miara liczaca
skupiong na liczbach naturalnych, tzn v = 3°, -, d,. Wowczas biorac za F
liczby naturalne widzimy, ze miary p i v sa wzajemnie osobliwe.

Okazuje sie, ze (przy minimalnych technicznych zatozeniach) kazda miare
mozna roztozy¢ na cze$¢ absolutnie ciggla i osobliwg. Ponadto absolutna cia-
glosé implikuje istnienie gestosci. By doktadnie sformutowaé wynik (zwany
Twierdzeniem Lebesgue’a-Radona-Nikodyma) potrzebujemy jeszcze jednej
definicji.

Definicja 2.22. Miare p na (X, F) nazywamy o-skoriczong, jesli istnieje
ciag zbioréw A, € F taki, ze U,>1 An = X i u(Ay) < oo dla wszystkich n.

Twierdzenie 2.23 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Zalozmy, ze p i v sq dwie-
ma o-skoriczonymi miarami na (X, F). Wowczas v = vq + vy, gdzie v <
oraz vo 1 u, co wiecej rozktad tej postaci jest jednoznaczny. Ponadto miara
Vg ma gesto$¢ wzgledem p.

Dowdd. Zacznijmy od przypadku miar skoficzonych u, v. Niech p := p+v, na
przestrzeni Hilberta (nad cialem liczb rzeczywistych) La(X, p) zdefiniujmy
funkcjonal ¢ wzorem ¢(f) = [y fdv. Wowczas

el < [ 1w < ([ 12an) ([ 1a0)" < o021 g,

zatem ¢ jest dobrze okreslony i ciagly na Lo(p). Na mocy twierdzenia Riesza
istnieje g € La(p) takie, ze

/ fdv=p(f) =(f,9) =/ fgdp dla f € La(p). (8)
X X

Wykazemy najpierw, ze 0 < g < 1 p-p.w.. Podstawiajac w (8) f = 14
dla A= {z: g(x)> 1} dostajemy

v(A) = / ladv = / 1agdp > / 14dp = p(A) > v(A),
X X X

zatem wszedzie musza zachodzi¢ réwnosci, skad p(A) = 0. Podobnie, dla
A= {z: g(r) <0} otrzymujemy

V(A):/ llAdV:/ T1agdp <0,
X X

wiec p(A) =0, gdyz w przeciwnym razie ostatnia nieréwnos¢ bylaby ostra.
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Zauwazmy, ze [y fgdp = [y fodpu + [y fgdv, wiec (8) mozemy réwno-
waznie zapisa jako

[ fa=gdv= [ fodu dlaf e Lo(p). (9)
X X

Niech F := {z: g(x) = 1} i 1y bedzie miara v obcieta do zbioru E, tzn.
(A) :=v(ANE). Wéwczas vy(X \ E) = 0 oraz na mocy (9)

w(E) = /X 1pgdp = /X 1g(1 = g)dv =0,

czyli vy L p. Niech v, := v — v, wtedy dla dowolnego A € F,

1
1—yg

va(d) = (AN (XN B) = [ Lanrpdy = [ 1 Lanpum (1 - 9)dn

Funkcja nieujemna ﬁﬂ An(x\E) nie musi naleze¢ do La(p), ale da si¢ mono-
tonicznie aproksymowacé przez funkcje nieujemne ograniczone, wiec na mocy
(9) i twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej otrzymujemy

1
va(A) = /X 1 _gﬂAm(X\E)gdu = /A %RX\Edﬂa

dvg _

co pokazuje, ze v, < [ oraz = 1149]1{9#}.

Jesli p i1 v sa o-skonczone, to istnieja takie zbiory roztaczne A, € F,
ze ji(An),v(Ay) < oo oraz X = U,>; An. Rozpatrujac u, i v, obcigcia
miar p i v do A, dostajemy rozklady v, = vpq + vp, i Wystarczy potozyc

Va = Y nVna> Vo = Yy Vn,o Oraz zauwazy¢, ze ddl:j =>, d(;j: 1a,.
Pozostaje wykaza¢ jednoznacznosé rozktadu. Zatézmy w tym celu, ze
istnieja dwa rozklady v = Uy + Up = g + Vo, Vo(X \ E) = 1,(X \ E) = 0,

u(E) = ,u(E) = 0. Polézmy F = E U E, wtedy dla dowolnego A € F,

Va( A)—7a(A) = 7(A)—1o(A) = Bo( ANF)~1o(ANF) = v( ANF)—,(ANF) = 0,

gdzie ostatnia réwno$é wynika z warunku p(F') = 0 oraz absolutnej ciagltosci

miar v, 1 U,. J
Przyktad. Zalozenie o-skonczonodci jest istotne. Rozwazmy mianowicie

X =[0,1], F = B([0, 1]), v miare Lebesgue’a oraz u miare liczaca. Wéwczas

tatwo sprawdzi¢, ze v < p, ale nie istnieje gestosé %'

Absolutna cigglo$é ma tez sens, gdy miara dominowana jest miara miara
zespolona.
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Definicja 2.24. Zalozmy, ze v jest miara zespolona (miara ze znakiem), a
u miara na (X, F). Méwimy, ze v jest absolutnie ciggla wzgledem p (ozn.
v < ), jesli dla kazdego A € F takiego, ze pu(A) = 0 zachodzi v(A) = 0.

Uwaga 2.25. Latwo sprawdzié, ze v < p wtedy i tylko wtedy, gdy |v| < p.

Twierdzenie 2.26 (Radon-Nikodym). Zaldzmy, zZe v jest miarg zespolong,
a p miarg o-skonczong na (X, F). Wowczas v jest absolutnie ciggla wzgle-
dem p wtedy i tylko wtedy, gdy miara v ma gestosé wzgledem p, tzn. istnieje
funkcja f € Li(p) taka, ze v(A) = [, fdp dla A € F.

Dowdd. Oczywiscie istnienie gestoéci implikuje absolutng ciagtoéé, wiec po-
zostaje udowodnié¢ przeciwna implikacje. Zauwazmy, ze miary Re(v), Im(v) <
1, zatem wystarczy rozpatrzeé przypadek miar ze znakiem. Ale wtedy v =

vy — v, gdzie vo = 3(|v| £ v) < p. Do miar vy i g mozemy zastoso-
waé Twierdzenie 2.23 i otrzymadé gestoséi fi = % i wystarczy potozyé
[ = fo— f. Zawwaimy, se [y |fldu < [ frdpt [y fdp = v (X) +
v_(X) = |v|(X) < o0, zatem f € Li(u). O

Whniosek 2.27. Dla miary zespolonej v na (X, F) istnieje funkcja mierzalna
f na X taka, zZe |f| =1 |v|-p.w. oraz v(A) = [, fd|v| dla A € F.

Dowéd pozostawiamy jako proste éwiczenie.

2.4 Uklady i bazy ortonormalne
Zacznijmy od definicji. Przypomnijmy, ze 85y = Lz

Definicja 2.28. Rodzing wektorow (uq)ac4 nazywamy
i) ukladem ortogonalnym, jesli (uq,ug) =0 dla o, f € A, a # 3;
ii) uktadem ortonormalnym, jesdli (uq,ug) = o5 dla o, 8 € A.

Fakt 2.29. Zaloimy, Ze uq,...,u, jest ukladem ortonormalnym w prze-
strzeni Hilberta 'H oraz M = Lin(uy,...,u,). Wowczas M jest domknietq
podprzestrzenig H, dla kaidego x € M mamy |z|? = 37 [(z, ux)|?, ponadto
rzut ortogonalny na M ma postaé Pyx = Y p_q{(x, ug)ug.

Dowdd. Wezmy x € M, woéwczas © = Y _j_; aguy dla pewnych ay,...,a, €
F. Zauwazmy, ze (x,u;) = Y j_; ar(ug, uj) = aj oraz

n n n
2* = > apar(up,w) = > lanl* =D [(z,w)
k=1 k=1

k=1
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Zatem przeksztalcenie x — ((x, u))r<n zadaje izometri¢ z M w F" z norma
euklidesows, czyli M jest zupelne, a wiec domkniete. Wreszcie jedli x € H
oraz Py = Y14 aguk, to (Pyx,uj) = aj, wiec Pyx = Y 5 (x, up)up. O

Whniosek 2.30 (Nieréwnosé Bessela). Dla dowolnego ukladu ortonormalne-
90 (Uq)acA @ wektora x zachodzi

>l ua)? < Jaf*.

a€cA

Uwaga 2.31. Piszac Y ,cq Ca < 00, gdzie (cq)aca jest pewna rodzing liczb
nieujemnych mamy na my$li to, ze jedynie przeliczalnie wiele sposrod liczb
Cq jest niezerowych oraz suma (teraz juz co najwyzej przeliczalna) tych liczb
jest skonczona - dla szeregéw liczb dodatnich kolejnosé sumowania nie gra
roli. Jesli (aq)aca jest rodzing liczb zespolonych taka, ze >, |aa| < o0, to
dobrze okreslona jest suma Y, 4 o (gdyz mozna sie ograniczy¢ do przeli-
czalnej podrodziny liczb niezerowych, a suma szeregu bezwglednie zbieznego
nie zalezy od kolejnosci sumowania).

Dowdd nieréwnosci Bessela. Niech B C A bedzie skoniczonym podzbiorem
A oraz M bedzie podprzestrzenia rozpieta przez (uy)kep. Wowezas, na mocy
Faktu 2.29, S .cp [{z,uq)* = |Pyz|* < |z]?. Stad wynika, ze co najwyzej
z|2/e z posréd liczb (|(z,ua)|?)aca jest wiekszych od € > 0, a wiec tylko
przeliczalnie wiele spoérdd tych liczb jest niezerowych. Stad

Z |z, ua)|* = sup{ Z |(x,uq)*: BC A, B skoﬁczone} <zl
acA aceB

O

Definicja 2.32. Méwimy, ze rodzina wektoréw (uq)aca jest liniowo gesta
w przestrzeni unormowanej X, jesli przestrzen liniowa generowana przez te
wektory jest gesta w X.

Twierdzenie 2.33. Zaldimy, Ze (uq)aca jest ukladem ortonormalnym w
przestrzens Hilberta H. Wowczas nastepujgce warunki sq réwnowazne

i) (ua)acA jest zupelny (maksymalny), tzn. nie istnieje niezerowy wektor
v ortogonalny do wszystkich wektorow uy;

i1) (ua)aca jest liniowo gesty w H;

ii1) dla kaidego x € H zachodzi |z)? = 3 e a (T, ua)|?.

Dowdd. i)= ii). Niech M = Lin(us: o € A). Wéwczas M jest domknieta
podprzestrzenia H oraz M+ = {0} zatem M = H.
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ii)= iii). Wiemy juz, ze 3,4 [(, ua)|* < |2|?. Wystarczy wykazaé prze-
ciwne oszacowanie. Ustalmy £ > 0, z liniowej gestosci rodziny (uq ), iStnieje
B C A skonczony oraz wektor v € M := Lin(us: « € B) taki, ze |z —v| < e.

Stad

[2f? = |Pyral? + & — Pagaf? < |Pasal® + o — o < [Pagaf?® +

= Z x, ua)|* + €% < Z [z, ua)|® + €2,

aeB acA

z dowolnosci € > 0 wynika nier6wno$¢ 3 c 4 [(z, ua)|? > |2]?.
iii)=> i) Jedli v jest prostopadly do wszystkich ua, to [v]? = 3 e 4 [(v, ua)|?
0, zatem v = 0. ]

Definicja 2.34. Rodzine wektor6w (uq)aca spelniajaca warunki poprzed-
niego twierdzenia nazywamy bazg ortonormalng H.

Twierdzenie 2.35. Kazdy ukiad ortonormalny w przestrzeni Hilberta moz-
sza rozszerzyc do bazy ortonormalnej. W szczegdlnosci kazda przestrzen Hil-
berta ma baze ortonormalng.

Dowadd. 7 lematu Kuratowskiego-Zorna tatwo wynika, ze wyjsciowy uktad
wektorow da sie rozszerzy¢ do maksymalnego uktadu ortonormalnego w H.
Na mocy Twierdzenia 2.33 taki uktad jest bazg ortonormalna. O

Twierdzenie 2.36. Zalézmy, ze (uq)aca jest bazq ortonormalng przestrze-
ni Hilberta H. Wowczas

i) przeksztalcenie T dane wzorem Tx = ((,uq))acA jest liniowq izometrig
H na l2(A);
it) dla dowolnych x,y € H zachodzi nastepujgca tozsamosé Parsevala

<.CU, y> = Z <$7ua><y7 uOé>'

a€cA

Dowdd. i) Na mocy Twierdzenia 2.33, T jest izometrig w ¢3(A), oczywiscie
jest liniowe, trzeba pokazaé, ze jest ,na”. Ustalmy wektor a = (aq) € l2(A),
okreslmy
Ap i ={a€A: |an| > 1/n}, =z, := Z ApUg -
aEA,

Zauwazmy, ze ##An < Yaealaal? < oo, wiee , jest dobrze okreslony.
Ponadto dla m > n,

=2l = S a2 < 3 Jaal?Lyjanj<1/my — 0 pray n — oo,
a€Am\An a€A
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(na mocy np. twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej), zatem
() jest ciagiem Cauchy’ego i z zupelnosci H, x, zbiega do pewnego x.
Mamy wtedy dla « € A,

<$,Ua> = nh—>n;o<xn’ ua> = Qq,

czyli Tx = a.
ii) Zauwazmy, ze

Re((@,9)) = (1o 4+ ~ 2 — 31 = 1( 3 Wo+ 3, uadl? = 3 1z — 9, ua) )

a€cA a€cA
= 3 e+ (el — [ ) — (9, 0a)P)
a€A
= >~ Re((w,ua){y ua)) = Re( Y (. ua) ()
acA a€cA
Im((z, ) = —Re((iz,y)) = —Re( Y (i, ua){y,ua) ) = m( Y (2, u0) (g, wa))-

a€A acA

O]

Uwaga 2.37. Dla ukladu ortonormalnego (uq)aeca oraz liczb (a) takich, ze
o laal? < 0o mozna okreslié v = 3, anla, tzn. taki wektor v € M =
Lin(uq: o € A), ze (v,uq) = ao dla a € A. Istotnie (uq)aca jest baza M i
mozemy skorzysta¢ z czesci i) Twierdzenia 2.36.

Zanim sformutujemy kolejny wniosek, ustalmy konwencje, ze zbiory skon-
czone uwazamy za przeliczalne.

Whniosek 2.38. Przestrzen Hilberta jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy
ma przeliczalng baze ortonormalng.

Dowdd. Niech (uq)aca bedzie bazg o.n. H. Zauwazmy, ze |uq—ug| = \/iéa,g,
co dowodzi nieosrodkowosci H dla A nieprzeliczalnych.

Na mocy Twierdzenia 2.36, przestrzen H jest izometryczna z ¢5(A), czyli
w przypadku przeliczalnym z £5 lub ¢5. Te przestrzenie za$ sa osrodkowe (za
osrodek mozna wybra¢ np. ciagi o wyrazach wymiernych, o skoficzonym
nos$niku). O
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2.5 Przyklady baz ortonormalnych

By wykazywaé liniows, gestos¢ uktadow ortonormalnych, a co za tym idzie
ich zupelnosé, wygodnie jest wiedzieé, ze funkcje ciagte sa geste w Lo. Sfor-
mutujemy nieco ogdlniejszy fakt.

Twierdzenie 2.39. Zalozmy, ze Q jest otwartym podzbiorem R™, za$
miarg borelowskq na Q takq, zZe u(K) < oo, gdy K jest zwartym podzbiorem
Q. Wowczas funkcje ciggle na Q o nosniku zwartym sq geste L,(Q, p) dla
dowolnego 1 < p < 0.

Dowdd Twierdzenia 2.39. Funkcje proste postaci > j_jarla, sa geste w
Ly(p), wiec wystarczy, ze udowodnimy, ze kazda funkcje 14, A € B(Q),
p(A) < oo da si¢ aproksymowaé w Ly, przez funkcje ciagte o nosniku zwar-
tym. Ustalmy takie A i ¢ > 0, wowczas mozemy znalezé zbiér zwarty K
i otwarty G takie, ze K C A C G oraz u(G \ K) < e. Istnieje funk-
cja ciagla o nosniku zwartym f i wartoSciach w [0,1] taka, ze f = 1 na
K oraz f = 0 poza zbiorem G. Mamy |f — 14| < |lg — 1|, zatem
If—Tall, < |1e — 1k, < €'/?, z dowolnosci € > 0 wynika gestosé funkeji
cigglych o noéniku zwartym. O

Uwaga 2.40. Twierdzenie jest prawdziwe dla szerszej klasy miar na prze-
strzeniach topologicznych - zob. np. Twierdzenie 3.14 w [3].

Whiosek 2.41. Jesli Q i p sqg jak w Twierdzeniu 2.39, to funkcje Coo sq
geste w Ly(p).

Dowdéd pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

2.5.1 Uktad trygonometryczny
Fakt 2.42. Rodzina funkcji (ﬁemt)oo tworzy baze ortonormalng prze-

n=—00
strzeni L0, 27].

Dowdd. Ortonormalno$é wynika stad, ze

1 . 1 . 1 2
< 27T€zm€’ 27Tezmt> _ %/0 ez(n—m)tdt _ 5n,m-

By wykazaé¢ zupelno$é zauwazmy najpierw, ze L[0,27] mozemy utoz-
samia¢ z Ly(0,27), a w tej przestrzeni funkcje ciagle o no$niku zwartym
zawartym w (0, 27) sa, na mocy Twierdzenia 2.39, geste. Kazda taka funk-
cje mozemy przedtuzyé do funkcji ciagtej 2m-okresowej i z twierdzenia We-
ierstrassa znalezé cigg wielomianéw trygonometrycznych (czyli kombinacji
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liniowych funkcji e, n € Z) zbiezny do niej jednostajnie. Zbieznoéé jedno-
stajna na [0, 27| implikuje zas zbieznos¢ w Lo[0, 27]. O

Uwaga 2.43. i) Przeskalowanie pokazuje, ze funkcje (\/ﬁe%mt/(b_a))nez
tworza baze ortonormalna Ls|a,b] dla a < b.

ii) Podobnie jak w Fakcie 2.42 wykazujemy, ze rodzina funkcji (W@“m> Ynezn
jest baza o.n. La([0,27]™).

iii) Uktad (f,) jak wyzej nazywamy ukladem trygonometrycznym, a liczby
((g, fn)) wspoOlczynnikami Fouriera funkcji g.

2

Whniosek 2.44. Mamy > 02, # =%
Dowdd. Rozpatrzmy funkcje f(t) =t w przestrzeni H = Lo|[—m, w]. Funkcje
en(t) = (2m)~1/2e n € 7 tworza baze ortogonalng H, mamy (f,eg) = 0
oraz catkujac przez czesci dostajemy dla n # 0,

/ T —int to—int|” L™ i i
27T<f, €n> - / teiln dt = —,767”14 ’ + o efzn dt = (-1)”27{'*
—r m t=—7 N J_g n
Zatem
<1 1 s 1., 1 [T, 72
— = = —|ffP=—=[ tdt=—.
3 =g el = P = o | =7

2.5.2 Uklad Haara
Definicja 2.45. Okreslmy H(z) = 1(g1/2) — Lj1/2,1) oraz dla n, k € Z,

B g = 2"/2h(2"t — k) = Qn/Q(]l[szn,(%Jrnzfnfl) - 1[(2k+1)2*n*1,(k+1)2*"))~
Rodzine (hy, k)n kez nazywamy ukliadem Haara.

Zauwazmy, ze

/ iy pdz = 0, / P kel 1A = 80 1), (1) - (10)
R R

Pierwsza réwnosé jest oczywista. By udowodnié¢ druga, wystarczy za-
uwazy¢, ze jeslin = m i k # [, to funkcje hy, j i hy, maja roztaczne nosniki,
a jesli n < m to funkcja hy, j, jest stata na nosniku Ay, ;.

Zanim przejdziemy do przypadku prostej rzeczywistej, zdefiniujmy uktad
Haara na [0, 1].
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Definicja 2.46. Niech ho(t) = 11}, wowczas rodzing ztozona z hg oraz
funkeji (An k)n>00<k<2n—1 nazywamy ukladem Haara na [0,1].

Uwaga 2.47. Czasem wygodnie jest przenumerowaé uklad Haara na [0, 1]
ktadac hy, = hpp dlam=2"+k 0<k<2"-1,n=0,1,2,....

Fakt 2.48. Uklad Haara na [0,1] jest bazg ortonormalng L]0, 1].

Dowdd. Ortonormalno$¢ wynika z (10). By wykazaé liniowa gestos¢ okresl-
my dlan =1,2,... nastepujace podprzestrzenie L2[0, 1]:

X, = Lin(ho,hm,k: m<n—1,0< k<2m—1),
Yn = Lin(]l[kQ—n’(k_i_l)an)I 0 < k < 277’ — 1)

Wéwcezas X,, C Y, oraz dim(X,) = 2" = dim(Y},,), zatem X,, = Y,,. Poniewaz
kazda funkcje ciagla na [0, 1] mozna aproksymowaé¢ w normie Lo[0, 1] przez
funkcje diadyczne (tzn. nalezace do pewnego Y,,) oraz funkcje ciagle sa geste
w Lo, wiec uktad Haara jest liniowo gesty. O

Fakt 2.49. Uklad Haara w R, (hp i)n ez jest bazq ortonormalng Lo(R).

Dowdd. Ortonormalno$é¢ wynika z (10). By wykazaé liniowa gesto$é musimy
pokazaé, ze X = Lo(R), gdzie X = Lin(h,x: n,k € Z).

Zauwazmy najpierw, ze z udowodnionej poprzednio zupelnosci uktadu
Haara na [0, 1] wynika, ze jesli f jest calkowalna z kwadratem i ma nosnik
zawarty w [0, 1], to f = fol fdtLoq) + Xn>0 Zock<on—1(fs Png) g (zbiez-
no$¢ szeregu w normie Lgy). Przeskalowujac ta réwnosé pokazujemy, ze jesli
f € L2(R) ma nosnik zawarty w [0,2™], to

gm
f=2" ; fdtlgam + > > S ) e

nz—m 0LkL2mtn—1

Zalézmy teraz, ze f € Ly ma nosnik zawarty w [0, M], woéwczas dla 2" > M
dostajemy

27’”
f— me/ fdtlgom) € Lin(hp g n > —m,0 <k <2mtn —1) C X,
0

Zauwazmy jednak, ze [|27™ fOQm fdtlomll2 = 2_m/2|f0M fdt| — 0 przy
m — oo, zatem f € X.

Poniewaz f = fl{g o) — f1(—00,0), Wi€C X zawiera wszystkie funkcje z
Ly(R) o noéniku zwartym, a ze takie funkcje sa geste w Lo, to uktad Haara
jest liniowo gesty w Lo(R). O
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Uwaga 2.50. Uktad Haara na R to przyklad rodziny falek. Jesli ¢ jest funkcja
na R taka, ze uklad ¢, := 27/24p(2"t — k), n, k € Z jest bazg ortonormal-
na L]0, 1], to ¢ nazywamy falkowa funkcja macierzysta, a (1, ) ukladem
falek. Mozna udowodnié, ze istnieje falkowa funkcja macierzysta, ktéra jest
ciagla i ma nosnik zwarty. Falki maja wiele ciekawych wlasnosci i sa bardzo
uzyteczne w zastosowaniach zob. np. [4].

2.5.3 Uklad Walsha

Definicja 2.51. Dla n = 1,2,... definiujemy funkcje Rademachera wzo-
rem 7,(t) = sin(2"nt), 0 < t < 1. Niech § oznacza rodzing skonczonych
podzbioréw {1,2,...}. Uklad Walsha (wa)aes okreslamy wzorem

wp =1, wy = HrndlaAES,A;ﬁ@.
neA

Uwaga 2.52. Funkcje Rademachera traktowane jako zmienne losowe na [0, 1]
z miarg Lebesgue’a sa niezalezne, ponadto z prawdopodobienstwem 1/2 sa
rowne 11 —1.

Fakt 2.53. Uklad Walsha jest bazq ortonormalng Lo[0, 1].

Dowéd. Poniewaz r2 = 1 p.w., wiec wawp = waap p.w., gdzie AAB ozna-
cza réznice symetryczng zbioréw A i B. Zauwazmy, ze wszystkie ry,, dla
m < n sg state na odcinkach diadycznych postaci (k2!=", (k + 1)2!="), na-
tomiast catka z r, po kazdym z takich odcinkéw jest réwna zero. Stad

1
(wa,wp) = /0 wapp(t)dt = Liaap—gy = 04,B;

czyli wya jest ukladem ortonormalnym. By wykazaé jego liniowa gestosé za-
uwazmy, ze przestrzen X, = Lin(wa: A C {1,2,...,n}) zawiera si¢ w
przestrzeni Y,, funkcji stalych na odcinkach diadycznych (k27" (k+1)27"),
0 < k < 2" — 1. Z niezaleznosci liniowej funckji w4 obie te przestrzenie
maja wymiar 2", zatem sie pokrywaja. Kazda funkcje ciagla na [0, 1] mozna
aproksymowacé¢ w Lo przez funkcje z pewnego Y,,, skad wynika linowa gesto$é
ukladu Walsha w Ls[0, 1]. O

2.5.4 Ortogonalizacja Grama-Schmidta. Wielomiany ortogonalne

Zacznijmy od przypomnienia procedury zwanej ortogonalizacjg Grama-Schmidta.

Zatézmy, ze (w,)N_;, N < 0o jest linjowo niezaleznym ciagiem wektoréw z

29



przestrzeni unitarnej H. Definiujemy indukcyjnie wektory (u,)Y_; oraz ich
znormalizowane wersje (v,)Y_; w nastepujacy sposob:

(3] w1
upi=wi, V1= =
lur|  fw]
n—1 n—1 1 U
Up 1= Wy — Z<U/€7wn>vk = Wn — Z W<uk’w”>uk’ Un = ﬁ’ n=2
k=1 k=1 1"k "

Nietrudno indukeyjnie wykazaé, ze (u,)N_; jest ukladem ortogonalnym, a
(v)_; uktadem ortonormalnym oraz Lin(vy, ..., v,) == Lin(uq, ..., u,) =
Lin(wy, ..., wy,) dlan < N. W szczegdlnosci, jesli (w,))_; jest liniowo gesty,
to (vn)N_; tez jest liniowo gesty.

Jesdli wezmiemy przestrzen H = Lo(X, ), gdzie pu jest miara borelow-
ska na X C R taka, ze [y t*"du(t) < oo dla wszystkich n oraz u nie jest
skupiona na zbiorze skoficzonym, to ortogonalizujac ciag (1,t,¢2,...) otrzy-
mamy uklad ortogonalny wielomianéw (wy,)n>0, gdzie wy, jest wielomianem
stopnia n. W ten sposéb (po odpowiednim znormalizowaniu) otrzymujemy
klasyczne rodziny wielomianéw ortogonalnych.

3 Twierdzenie Hahna-Banacha

3.1 Lemat Banacha

Definicja 3.1. Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem liczb rzeczy-
wistych. Funkcje p: X — R nazywamy funkcjonatem Banacha, jesli spelnia
nastepujace dwa warunki:

i) p(z +y) <p(z) +py) daz,y € X;

ii) p(tx) =tp(z) dlax € X, t > 0.

Lemat 3.2 (Lemat Banacha). Zaldzmy, ze Xy jest podprzestrzeniq liniowg
przestrzeni lintowej X, p funkcjonatem Banacha na X, zas f: Xg — R prze-
ksztalceniem liniowym takim, zZe f(x) < p(x) dla x € Xo. Wowczas istnieje
funkcjonal liniowy F: X — R bedgcy przedluzeniem f taki, ze F(x) < p(x)
dlax e X.

Dowdd. Niech ® oznacza zbior wszystkich przedtuzen funkcjonatu f domi-

nowanych przez p, tzn. para (¢, X,) € ®, jedli X, jest podprzestrzenia

liniowg X zawierajaca Xo, ¢: X, — R jest funkcjonatem liniowym, ktéry

na X pokrywa sie z f oraz p(z) < p(z) dlaz € X,. Oczywiscie (f, Xo) € .
Na ® mozemy zdefiniowaé porzadek czesciowy kiadac

(01, Xp1) < (92, Xop,), jesli X, C Xy, oraz po(z) = ¢1(x) dla z € X, .
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Kazdy tancuch (¢;, Xy, )icr w ® ma ograniczenie gérne — wystarczy potozy¢
Xo = User Xy, oraz o(x) = ¢;(z) dla 2 € X,,. Zatem, na mocy lematu
Kuratowskiego-Zorna, istnieje w ® element maksymalny (¢, Xy,,). Wy-
starczy pokazac, ze X, = X.

Zalozmy przeciwnie, ze istnieje zg € X \ X, . Polézmy

X1 =Lin(X,,,,z0) = {z+ Axg: z€ X,,,,A € R}
oraz okreslmy ¢;: X1 — R wzorem
©1(z + Axo) = pm(2) + Au, 2z € Xy, A ER,
gdzie u € [a, b] oraz
b:=1inf{p(z+wz0)—pm(2): 2 € Xy, }, a:=sup{—p(z—x0)+pvm(z): z € Xy, }

Zauwazmy, ze takie v mozna znalez¢, tzn. b > a, gdyz dla 21,22 € X,

(p(21 + 20) — pm(21)) — (—=p(22 — 20) + Pm(22))
= p(z1 + x0) + p(22 — o) — em(21 + 22) = p(21 + 22) — Pm(21 + 22) > 0.

Oczywiscie 1 jest liniowym przedtuzeniem ¢, do X;. Pokazemy, ze jest
dominowany przez p, co bedzie oznaczalo, ze (p1,X,,) € ® i przeczylo
maksymalnosci (¢m, Xy, )
Weimy x = 2+ Axg € X, gdzie z € X, , A € R. Mamy trzy mozliwosci:
i) A =0, wowezas ¢1(x) = ¢1(2) < p(2) = p(z),
ii) A > 0 wtedy na podstawie definicji b, tego, ze u < b i jednorodnosci p,
z

p1(x) = )\cpm()\) + Au < )\(p(i +:1:0> - b) + Au < p(z + Axg) = p(x).

iii) A < 0, tym razem wykorzystujemy definicje a,
z z
p1(z) = —)\QOm(—X) +Au < —/\(p(—x—a:o) +a)+)\u < p(z4+Azg) = p(x).
O

Uwaga 3.3. 1) Lemat Banacha nie zaklada zadnej struktury topologiczne;j
przestrzeni X.

ii) Kazda przestrzen liniowa nad cialem liczb zespolonych jest tez przestrze-
nig liniowa nad R.

31



Whniosek 3.4. Istnieje funkcjonal p: Lo — R spelniajocy nastepujgce wa-
runki:

i) liminf, oz, < @(z) < lUmsup,,_, . Tn, w szczegdlnosci p(x) = lim,, o Tp
dla ciggow zbieznych oraz ||| = 1;

it) p(1i(x)) = p(z) dla x € b, k=0,1,..., gdzie T((xr)) = (Tpik)-

Funkcjonal o tych wtasnosciach nazywamy srednig Banacha na N.

Dowdd. Zastosujmy lemat Banacha do Xy = ¢ — przestrzeni ciggdéw ograni-

czonych, X = l, p(z) := lim supn_wO%Z;‘:l xj oraz f(z) = limy oo Tn.
Otrzymamy funkcjonal ¢ na X rozszerzajacy f i dominowany przez p.
Warunek i) wynika stad, ze p(z) < limsupz, oraz p(z) = —¢(—x) >

—limsup(—z,) = liminf z,,.
Warunek ii) jest konsekwencja tatwego do sprawdzenia faktu, ze p(7(z)—
z) =p(x — 1(x)) = 0. O]

Twierdzenie 3.5 (Twierdzenie Hahna-Banacha). Zaldzmy, zZe X jest pod-
przestrzenig przestrzeni unormowanej X oraz pg: Xo +— F jest cigglym funk-
cjonatem liniowym. Wowczas pg mozna przediuzyé do cigglego funkcjonatu
linowego p: X — F takiego, Ze ||¢| = ||¢ol|-

Dowdd. i) Przypadek rzeczywisty, tzn. F = R. OkreSlamy wéwczas p(z) =
lz|lll¢oll, p jest funkcjonalem Banacha na X, ponadato ¢y < p na Xj. Na
mocy lematu Banacha istnieje funkcjonal liniowy ¢ na X rozszerzajacy g
i dominowany przez p, ale wtedy |||l = sup|, <1 p(z) < supjy<1p(x) =
[lol| oraz oczywiscie ||| > [lol-

ii) Przypadek F = C jest nieco bardziej skomplikowany. Najpierw spdjrz-
my na przestrzenie liniowe X i X jako przestrzenie nad ciatem liczb rze-
czywistych i zastosujmy lemat Banacha do funkcjonatu f = Re(yp) i p(z) =
l|lz||[|¢o]]. Otrzymamy przeksztalcenie liniowe F': X — R rozszerzajace f i
dominowane przez p. Zdefiniujmy ¢(x) := F(x) + iF(—iz). Zauwazmy, ze
F = Re(yp) stad dla z € X

¢(z) = Re(po(z)) + iRe(po(—iz)) = Re(po(z)) + iRe(—ipo(z))
= Re(po(x)) + ilm(po(z)) = @o(z).

Funkcjonat ¢ jest liniowy nad R, by wykazaé jego liniowos¢ nad C wystarczy
zauwazyc, ze

p(iz) = F(ix) + iF (z) = i(iF (—iz) + F(z)) = ip(x).
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Aby obliczy¢ norme ¢ ustalmy x € X i dobierzmy A € C takie, ze |\| = 1
oraz A\p(z) = |p(x)|. Wtedy

lp(2)] = p(Ar) = Re(p(Ax)) = F(Ax) < p(Az) = |[z][[|¢oll,
stad ||¢]l < |leoll, a nieréwnosé przeciwna jest oczywista. O

Whniosek 3.6. Jesli X jest przestrzenig unormowang oraz x € X, © #*
0, to istnieje funkcjonal ¢ € X* taki, ze ||| = 1 oraz p(z) = ||z|. W
szczegolnosci funkcjonaty lintowe ciggle rozdzielajg punkty z X .

Dowdéd. Przyjmijmy X := Lin(z) oraz ¢o(Az) = A||z| dla A € F. Wéwczas

wo € X1 |lpoll = 1, wiec pierwsza czesé wniosku wynika z twierdzenia
Hahna-Banacha. Druga cze$¢ wynika z pierwszej zastosowanej do wektora
xz—ydlaz#y. O

3.2 Twierdzenie Mazura

Twierdzenie 3.7 (Twierdzenie Mazura o oddzielaniu). Zalozmy, ze A i B
sq roztgcznymi zbiorami wypuklymi w przestrzeni umormowanej X, zas A
jest zbiorem otwartym. Wowczas istnieje funkcjonal o € X* taki, Ze

Re(p(a)) < ggll; Re(p(b)) dlaa € A.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd dla F = R, przypadek zespolony wniosku-
jemy z rzeczywistego tak jak w dowodzie twierdzenia Hahna-Banacha.
Niech

C:=A—-B+zxzy={a—b+x9: a€ Abec B},

gdzie x( jest pewnym ustalonym punktem z B — A. Zauwazmy, ze 0 ¢ B— A,
bo AN B = 0, zatem zy ¢ C. Ponadto C jest otwarty, wypukly i zawiera 0.
Okreslmy funkcjonal Minkowskiego

po(x) :=inf{t > 0: z/t € C},

ponadto niech Xy := Lin(zg) i f(tzo) := t. Wowczas pc jest funkcjonatem
Banacha i f < pc na Xg (bo dlat > 0, f(txg) =t < tpc(xo) = pc(txo),
gdyz z9 ¢ C, adlat < 0, f(tzg) =t < 0 < po(trp)). Zatem istnieje
przeksztaltcenie liniowe ¢: X +— R rozszerzajace f i dominowane przez pc.
Zbiér C' jest otwarty i 0 € C zatem C' zawiera pewna kulke o promieniu
r > 0 i $rodku w zerze. Stad, jesli |z]| < 1, to ¢(rz) < pe(rz) < 1,
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zatem |||l < 1/r, czyli ¢ € X*. Zauwazmy, ze jesli a € Aib € B, to
a—b+xo € C, azatem z otwartosci C, p(a—b+xo) < pc(a—b+xo) < 1, czyli
ola) < p(b) +1—p(zo) = p(b). Z otwartosci i wypuklosci A wynika tatwo,
ze p(A) jest zbiorem jednopunktowym (co jest niemozliwe) lub odcinkiem
otwartym, a stad dla a € A, ¢(a) < supycq ¢(a’) < infpep p(b). O

4 Przestrzenie dualne

Podczas tego wykladu zbadamy jak wygladaja przestrzenie dualne do pod-
stawowych przestrzeni Banacha.

4.1 Przestrzen L;';

Wiemy juz, ze kazdy funkcjonal na przestrzeni Hilberta jest postaci (-, x)
dla € H, czyli La(p)* mozna utozsamiaé¢ z Lo(p). Kolejne twierdzenie
uogOlnia ten wynik.

Twierdzenie 4.1. Zaldzmy, zZe p jest o-skoriczong miarg na (X, F). Wow-
czas dla 1 < p < 0o, Ly(X, p)* = Ly(X, ), gdzie %4— % =1dlal<p<oo
oraz ¢ = 0o dla p = 1. Dokladniej, ¢ € L,(X, n)* wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje f € Lq(X,p) takie, ze p(g) = [y fgdp dla g € Ly(X,p), ponadto
Il = 171

Dowdéd. Zauwazmy, ze jedli ¢(g) = [y fgdu dla pewnego f € Ly, to z nie-
réwnosci Holdera wynika, ze ¢ € Ly oraz [|¢|| < || f]lq- Musimy zatem po-
kaza¢ implikacje przeciwna, tzn. dla ¢ € L; istnieje f € Ly(u) takie, ze
e(9) = [x fgdp dla g € Lp(u) oraz || fllq < [l¢l]-

Najpierw rozpatrzymy przypadek, gdy p jest miara skonczona. Ustalmy
p € Ly(X,p)* i okreslmy v(A) := p(1a) dla A € F. Pokazemy, ze v jest
miarg zespolona (miara ze znakiem w przypadku rzeczywistym). Istotnie,

niech A =02, A, € F, A, N A, =0 dla n # m, wéwczas
N
H]IA—Z]lAn :HI[A\U A, (UA) — 0 przy N — oo,
n=1 p SN n<N
stad

N—oo

N 00
v(A) = lim @(Z La,) = lim " o(La,) = > v(4,)
n=1 n=1
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Ponadto, jesli u(A) =0, to 14 =0 w LP(u), czyli v(A) = ¢(0) = 0, zatem
miara v jest absolutnie ciagta wzgledem p i z twierdzenia Radona-Nikodyma
wynika, ze istnieje gestos¢ f = Z—Z € Li(p).

Dla funkeji prostych g = >°)'_; arla,, zachodzi

plo) = S aplla) = S aw(d) = Yo [ fdp
k=1 k=1 k=1 k

= Zak/ IlAkfduz/ fodp.
b1 X X

Wezmy teraz g € Loo(pt) C Ly(1t), wowcezas istnieje ciag funkcji prostych
gn taki, ze ||9n - gHOO — 0, stad Hgn - g”p < :U(X)l/pHgn - gHoo — 0 oraz

]/ fgdu—/ fgndl </ [fllgn — gldu < Hgn_g”oo/ |fldp — 0.
X X X X

Zatem z ciagloséi o,

n—oo

p(g) = lim ¢(gn) = nliggo/ngndu = /ngdu dla g € Loo (X, ).

Pokazemy teraz, ze f € Lg oraz [|flq < [l¢ll. W tym celu zalézmy
najpierw, ze 1 < p < oo i okresSlmy g, := min(|f|,n)Q/p‘—%ﬂ{f¢0}. Wowczas
lgnllp = (5 min(|f], n)?dp)'/P < oo oraz

ploa) = [ Saudi= [ 11 min( sl m)/Pape> [ min| ], )y

Stad llgll > lo(on)l/lgnlly > (fx min(l ], n)9d)/2 i, biorac n — oo, dosta-
jemy ||fllg < |l¢ll < oo. W przypadku p = 1 (czyli ¢ = co0) polézmy dla
A>0, g4 = th1y 2y Wowezas [lgaly = u(|f] > A) i

lelllgalls > o(ga) > /X foadu = /X s adu > Au(lf] > A) = Allgalh,

zatem dla A > ||¢l|, u(|f| = A) = ||gall1 = 01 z dowolnosci A dostajemy
1fllee < lleol-

By zakonczy¢ dowdéd w przypadku p(X) < oo nalezy tylko pokazaé, ze
¢(9) = [x fgdp dla dowolnego g € L. Biorac g, := gl{jgj<n} mamy g, — g
w L, a z nieréwnosci Holdera wynika, ze

‘/ fgdu—/ fondp| </ |fllgn = gldu < llgn = gllpll fllg = O,
X X X
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wiec istotnie

n—oo

plo) = lim wl9) = lim [ fondp= [ fodn.

W przypadku, gdy u(X) = oo, znajdujemy rozbicie X = ;2 ; X, na
parami roztaczne zbiory X,, € F takie, ze u(X,) < co. Ustalmy ¢ € Ly,(p)*
i polézmy

en(9) = ¢9lx,) dlage Ly(Xn,p).
Woéwczas
lon(9)] < lelllgLx, ||z, xm = lelllgll, (X

czyli ¢, € Ly(Xp,p)* 1 z rozwazonego poprzedniej przypadku miar skon-
czonych istnieje f, € Lq(Xn, ) takie, ze pn(g) = [y, fagdp. Niech f :=
o1 fnlx, . Zauwazmy, ze dla g € L,(X,pu) i N < oo,

<llelliglly-
p

N N N N
[ 93 fulxdi= 3 enle) = 0(9 3 1x) < lello 3 L,
n=1 n=1 n=1 n=1

Zmowu korzystajac z udowodnionych oszacowan dla przypadku miar skon-
czonych dostajemy

N
(frmgy )" =] pOTEn

N
= H > filx,
n=1

biorac N — oo i korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monoto-
nicznej dostajemy || fl; < |l¢|l < 0.
Zauwazmy, ze dla g € Ly, g]lU X, g Ly(p), zatem
n<N 1

Lq(X)

< )
LU xS el

N
plg) = lim (gl )= lim Xgngl fulx,du = /fgdu,

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zma-
joryzowanej (|fg| jest calkowalne z nieréwnosci Holdera). O

Whiosek 4.2. Dia 1 < p < oo, £}, = {g, gdzie %4—% =1dlap>1 oraz
qg=o00 dlap=1.
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Uwaga 4.3. Nie jest prawda, ze L* = L1, ale zawsze L1 (X, p) C Loo(X, p)*,
tzn. jesli f € L1(X, u), to wzér ¢(g) = [y fgdp okredla ciagly funkcjonal na
Loo(X, ) oraz ||| = || fl1- Sredma Banacha, skonstruowana we Wniosku
3.4, jest przykltadem funkcjonatu na ¢, ktéry nie jest zadany przez ciag z
1. Oczywiscie jednak (np. poréwnujac wymiary) €2 = ({7)*.

Okazuje sie, ze £1 jest podprzestrzenia dualng do pewnej podprzestrzeni
{~ — mianowicie ¢y, czyli przestrzeni ciagéw zbieznych do zera.

Fakt 4.4. Mamy cj = {1, dokladniej ¢ € cj wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
cigg © = (xy) € 1 taki, zZe o(y) = > vy Tnyn dla y € co, ponadto ||z||1 =
el
Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze jesli € €11 p(y) = D021 TpYn, to [o(y)] <
[zl 1lylloc, czyli ¢ € cf oraz [[pf| < [|z]]:.

By udowodni¢ przeciwna implikacje wezmy ¢ € ¢ i okredmy z,, := ¢(ep)
(gdzie e, = (Onm)m>1 € co). Wtedy 90(27];/:1 Ynen) = Zgzl Ynp(en) =
SN 2pyn, zatem

N N
Z |zn| = sup{ Z TnlYn: 11<na<XN [yn| < 1}
n=1 n=1

N N
= sup {@(T;ynen)i H nZ:lyneano < 1} < el

i, biorac N — o0, dostajemy = € ¢ oraz ||z|j1 < |¢||. Wreszcie, jesli y € co,
to [ly — ZnNzl Ynen|| = max,> N [yn| — 0 przy N — oo, zatem

plz) = lim o Z Ynen) = Jim Z Tnln = Z TnYn-

N—oo

4.2 Miary regularne i przestrzen C(K)*

Definicja 4.5. Zalézmy, ze X jest przestrzenig topologiczna Hausdorffa, a
B(X) — rodzina borelowskich podzbioréw X.

Miare (nieujemna) p na (X, B(X)) nazywamy regularng, jesli dla dowol-
nego A € B(X),

u(A) =sup{u(K): K C A, K zwarte} = inf{u(G): A C G,G otwarte}.

Miare zespolona (miare ze znakiem) u na (X, B(X)) nazywamy regular-
ng, jesli miara |p| jest regularna.

37



Przez M (X) bedziemy oznaczaé przestrzen wszystkich regularnych miar
zespolonych (miar ze znakiem dla F = R) na (X,B(X)) z norma ||u| =

|l (X).

Przyklady. Kazda miara skonczona na przestrzeni polskiej (tzn. metrycz-
nej, osrodkowej, zupelnej) jest regularna, zatem réwniez wszystkie miary
zespolone na takich przestrzeniach sa regularne.

Rozpatrzmy X = R! oraz p produktowa miare gaussowska fy?l , gdzie v
jest kanonicznym rozktadem gaussowskim na R. Wowczas, jesli I jest nie-
przeliczalny, to p nie jest regularna. Istotnie kazdy zbior zwarty, K w X jest
podzbiorem produktu odcinkéw [a;, b;], a; < b;, a ze y1]a;, b] < 1, to dla
nieskonczenie wielu i, v1[a;, bi] < 1 —¢, stad u(K) = 0.

Fakt 4.6. Przestrzen M(X) jest przestrzenig Banacha.

Dowdd. Na mocy Twierdzenia 1.24 wystarczy pokazaé, ze M (X) jest do-
mknieta podprzestrzenia wszystkich miar zespolonych (miar ze znakiem) na
(X,B(X)), czyli, ze granica miar regularnych jest miara regularna, co jest
tatwym éwiczeniem. O

Fakt 4.7. Zalozmy, Ze K jest zwartq przestrzenig topologiczng oraz p jest
miarg zespolong na (K, B(K)). Wowczas wzdr o(f) = [ fdu okresla ciggly
funkcjonal na C(K) taki, ze ||| < ||u||. Ponadto, jesli u jest reqularna, to
el = 1lull-

Dowdd. Wiemy, ze du = hd|u|, gdzie h: K — F jest funkcja borelowska
oraz |h| =1, p-p.w.. Stad dla f € C(K)

(P =| [ rual| < [ 1ol < [ 171l < 101G = 1110,

czyli o jest ciagly i ||o|| < ||u||. Zauwazmy tez, ze

1
Il = [ ydu=sup{ [ gdus g: K —F prosta lg| < 1},
K K

Zalézmy teraz, ze miara p jest regularna, ustalmy ¢ > 0 i funkcje pro-
sta g na K taka, ze |g| < 11 [gdp > ||p]| —e. Wbwezas g ma postaé
g = > ala, gdzie |a;| < 1 oraz A; sa parami roztacznymi podzbiorami
borelowskimi K. Na mocy regularnosci p istniejg zbiory zwarte K; C A
i otwarte G; D A; takie, ze |u|(G; \ K;) < £/n. Mozemy znalezé funkcje
ciagle fi: K — [0,1] takie, ze f; = 1 na K; oraz f; = 0 poza G;. Pol6z-
my £(z) = Sy arfile)/h(z), gdzie h(z) = max{1, "7 |i(2)]}. Funkeja f
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jest ciagla, ||fllec < 1, f =g, jesli z ¢ UL1(G; \ K;) (wykorzystujemy tu
roztaczno$é zbioréw A; i K;). Stad

o)~ [ oau| =| [ (7-gmaul| < [ 17-glaul < 2n( J(@n\k) < 2=

=1
zatem ||¢l| = |o(f)| = ||p]] — 3¢ i z dowolnosci € dostajemy [|¢|| > ||p]. O

Twierdzenie 4.8 (Riesza o reprezentacji). Dla dowolnej zwartej przestrzeni
topologicznej K, C(K)* = M(K). Dokladniej, ¢ jest cigglym funkcjonalem
na C(K) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje p € M (K) takie, ze o(f) = [ fdp
dla f € C(K), ponadto ||l¢| = [|pl|-

Wobec Faktu 4.7 wystarczy udowodnié, ze kazdy funkcjonal ciagly na
C(K) jest zadany przez pewna regularna miare zespolona u. Konstrukcja
takiego u jest dos¢ zmudna, mozna ja znalezé np. w ksiazce Rudina [3].

4.3 Przestrzen X**, refleksywnosé

Widzieliémy wezesniej, ze dla 1 < p < oo, L = Lqi L} = Ly, gdzie %ﬁ =1.
Dlap =1, L] = L oraz L; jest podprzestrzenig L) . Ponadto ¢ = {1 1 ] =
loo D co. Okazuje sie, ze to, iz X jest podprzestrzenia przestrzeni dualnej
do X* jest zawsze prawdziwe. By sprecyzowaé te obserwacje potrzebujemy
nastepujacej definicji.

Definicja 4.9. Przez X** bedziemy oznaczaé (X*)*, czyli przestrzen dualna
do X*. Dla z € X mozemy okresli¢ element i(x) € X** wzorem i(z)(p) =
o(z) dla ¢ € X*.

Fakt 4.10. Zdefiniowane powyzej przeksztalcenie i: X — X** jest liniowg
1zometrig dla dowolnej przestrzeni unormowanej X .

Dowdd. Liniowos¢ jest oczywista. Zauwazmy, ze
i)l x = sup [i(z)(p)] = sup ()] <[l
llopll x =<1 llooll x+ <1

Ponadto z Wniosku 3.6 wynika, ze w ostatniej nieréwnoéci zachodzi réwnoéc.

O]

Definicja 4.11. Przestrzen Banacha taka, ze i(X) = X** nazywamy prze-
strzenia refleksywna.

Przyktady. Przestrzenie skoniczonego wymiaru, przestrzenie Hilberta, prze-
strzenie L,, 1 < p < oo sg refleksywne. Przestrzen dualna do przestrzeni
refleksywnej jest refleksywna.

Przestrzenie ¢, {1, s, L1]0, 1], Loo [0, 1], C[0, 1] nie sa refleksywne.
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5 Twierdzenie Banacha Steinhausa. Stabe topolo-
gie
Zacznijmy od przypomnienia twierdzenia Baire’a.

Twierdzenie 5.1. Zalézmy, ze (X,d) jest zupelng przestrzenig metryczng.

Jesli A, € X, n = 1,2,... sq nigdzie geste (tzn. int(A) = 0), to zbior
A =Up>1 An ma puste wnetrze.

Uwaga 5.2. Podzbiory przestrzeni zupelnej bedace przeliczalna suma zbio-
réw nigdzie gestych nazywa sie zbiorami pierwszej kategorii lub zbiorami
mizernymsi.

Twierdzenie 5.3 (Banach-Steinhaus). Zaldzmy, ze X jest przestrzeniq Ba-
nacha, a 'Y przestrzenig unormowang oraz (Te)acr jest rodzing cigglych
operatorow liniowych z X w'Y. Wowczas, jesli rodzina (T,) jest punktowo
ograniczona (tzn. sup, ||Taz|| < oo dla x € X), to jest ona ograniczona w
normie, tzn. sup,, ||Ta|| < oo.

Dowdd. Okreslmy
Ay, = {:17 € X: sup|[Tphx| < n}
acl

Zbiory A, sa domkniete (z ciaglodci operatoréw T;) oraz U,>1 An = X, za-
tem na mocy twierdzenia Baire’a ktéry$ ze zbioréw A,, ma niepuste wnetrze.
Zalézmy, ze B(xg,e) C A, dla pewnego n > 1, 29 € X oraz € > 0. Wezmy
x € X takie, ze [|z|| < 1, wéwczas g,z + 5T € B(xo,e) C Ay, stad dla
dowolnego «,

Tzl = 2 |Tu(0 + 57— 20) | < 2 |Ta(w0 + 5| + 2| Tuzoll < 2n.
Z dowolnoci  wynika, ze | T,|| < 2n dla wszystkich o. O

Uwaga 5.4. Analiza dowodu pokazuje, ze do ograniczonosci rozdziny (T,)
w normie wystarcza, by zbiér A, mial niepuste wnetrze dla pewnego n.
Zatem mozna sformulowaé nieco mocniejsza wersje twierdzenia Banacha-
Steinhausa — jesli rodzina ciaglych operatoréw liniowych (7,) miedzy prze-
strzenia Banacha X a przestrzeniag unormowana Y nie jest ograniczona w
normie, to zbior {z € X: sup, ||[Toz| < 0o} jest pierwszej kategorii w X.
Whniosek 5.5. Zalozmy, ze T,,, n = 1,2,... sq cigglymi operatorami li-
niowymi miedzy przestrzenig Banacha X oraz przestrzenig unormowang Y
takimi, Ze dla kazdego x € X istnieje granica Tx = lim, o Tz. Wowczas
operator T jest ciggly.
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Dowdod. Punktowa zbieznos¢ implikuje punktows ograniczonosé, stad, na
mocy twierdzenia Banacha-Steinhausa, ||T']| < sup,, ||T5|| < co. O

5.1 Przyklad zastosowania — funkcja ciggla o rozbieznym
szeregu Fouriera

Niech T = R/(27Z) bedzie jednowymiarowym okregiem, za$ A unormowana
dhigoscia tuku. Funkcje ciaglte na T mozemy utozsamiaé¢ z funkcjami 27-
okresowymi na R, samo T z odcinkiem [0,27), za§ A\ z unormowana miara
Lebesgue’a na [0, 27). Wiemy, ze uklad trygonometryczny e, (t) = e, n €
Z jest baza ortogonalna przestrzeni Lo(T) = Lo(T, \), tzn. kazda funkcja
f € Lo(T) ma postaé

ft) = Z(fv en)en(t) = Z ane™, (11)

nez ne”

gdzie
1 2 .
ap = — f(s)e"ds
21 Jo

nazywamy n-tym wspoélczynnikiem Fouriera f. Szereg nieskonczony w (11)
jest zbiezny w przestrzeni Hilberta Lo(T), tzn. ||f — Sn|j2 — 0, gdzie

N

N
Sn(t) = Sn(f;t) = Z (f,en)en(t) = Z ane™.
n=—N

n=—N

Naturalnie jest zapytaé czy dla funkcji ciagltych f na T szereg Fouriera jest
zbiezny punktowo. Okazuje sie, ze takie zalozenie nie jest wystarczajace.

Twierdzenie 5.6. Dla dowolnego t € T istnieje funkcja ciggla f na T taka,
Ze sup |Sy(f;t)] = oo, w szczegdlnosci Sy (f;t) nie zbiega do f(t). Ponadto
2bidr takich funkcji jest gesty w C(T).

Dowdd. Ustalmy ¢ € T i okreslmy

ox() = Sx(73t) = o [ )b (e~ 5)ds,

27
gdzie
N . 1
. N+ 35)t
Dy(t):= > ™= M dla t € (0, 27).
i sin(3)

Zauwazmy, ze @y jest ciaglym funkcjonalem na C(T), a jego norma to
norma miary na T z gestoscia 5= Dy (t—s), czyli | D1 = 5 O2Tr | Dy, (t)|dt <
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(2N + 1) < co. By oszacowaé Dy zauwazmy, ze |Dy (21 —t)| = |[Dn(t)]
oraz |sin(t/2)| < t/2 dla ¢t > 0, wiec

1 /™ sin((N ™ N
ol =L [7 00 / LICED I
™ Jo sm( 0 t
(N+1/2)7 9 2NA1L ckr/2
:g/ |sm( Isin@®)] ,, _ Z / |51n |dt
m™Jo —1)m/2
2N+ kr/2 2N+1 4
S 2 Z / 2| sin(t) dt Z
T = Jk-1)m/2 km 7r2 k-

Stad || Dnl1 jest rzedu log(N + 1), czyli supy ||¢en|| = supy [|[Dn|[1 = oo i
teza wynika z twierdzenia Banacha-Steinhausa. 0

Z uwagi po twierdzeniu Banacha-Steinhausa wynika, ze zbiér
{f € C(M): sup Sy (f;1)] < oo}

jest pierwszej kategorii w C'(T). Przeliczalna suma zbior6w pierwszej katego-
rii jest zbiorem piewrszej kategorii, wiec natychmiast dostajemy nastepujace
mocniejsze twierdzenie.

Twierdzenie 5.7. Dla dowolnego przeliczalnego zbioru Ty C T istnieje
funkcja ciggla f € C(T) taka, Ze supy |Sn(f;t)| = oo dla wszystkich t € Ty,
w szczegolnodci szereg Fouriera f nie zbiega punktowo w Zadnym punkcie Tg.

Uwaga 5.8. 1) Jesli f jest Lipschitzowska na T (a nawet Holderowska z wy-
kladnikiem dodatnim), to szereg Fouriera f jest zbiezny do f jednostajnie.
ii) Carleson udowodnil, ze szereg Fouriera kazdej funkcji z Lo(T) (w szcze-
goélnosci funkeji ciaglej) jest zbiezny do niej prawie wszedzie.

iii) Kolmogorow skonstruowatl funkcje f € Li(T), ktérej szereg Fouriera jest
rozbiezny w kazdym punkcie.

5.2 Staba topologia na X

Definicja 5.9. Zal6zmy, ze X jest przestrzenia unormowana. Stabg topologiq
na X nazywamy najstabsza topologie dla ktérej wszystkie funkcjonaty z X*
(czyli ciaglte w topologii normy) sa ciagte.

Uwaga 5.10. Latwo widac, ze baza stabej topologii sa zbiory postaci

Um,s@z,---,cpn;e(x) = {y €X: ’@k(y) - @k(x)‘ <g 1<k< n}a

gdzie x € X, ¢1,...,0n € X* oraz € > 0.
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Uwaga 5.11. Zaldézmy, ze Y jest przestrzenia topologiczna, X jest pewnym
zbiorem, a F rodzina funkcji z X w Y. Wéwczas mozna zdefiniowaé o (X, F)-
topologie jako najstabsza topologie na X dla ktérej funkcje z F sa ciggle.
W tej notacji staba topologia na X, to o(X, X*)-topologia. Uzywa sie tez
sformutowania w-topologia.

Fakt 5.12. Slaba topologia jest slabsza od topologii normowej (tzn. zbiory
otwarte w stabej topologii sq otwarte w normie). Ponadto te topologie sie
pokrywajq wtedy i tylko wtedy, gdy dim(X) < oo.

Dowdd. Pierwsza czesé wynika wprost z definicji. Jesli X = F", to wszystkie
normy na X sa réwnowazne, zatem topologia normowa to zwykta topolo-
gia euklidesowa, a poniewaz zbiory postaci {z: maxp<, |Tr — yk| < €} sa
o(X, X*)-otwarte dla e > 0, to kazdy zbiér otwarty w topologii euklidesowe;
jest otwarty w stabej topologii. Jesli dim(X) = oo, to wszystkie stabo otwar-
te otoczenia zera zawieraja podprzestrzen skonczonego kowymiaru, wiec np.
zbiér {x: ||z| < 1} nie jest slabo-otwarty. O

Uwaga 5.13. Powyzszy dowdd pokazuje, ze jesli dim(X) = oo, to norma nie
jest funkcja stabo ciagla (tzn. ciaglta na X wzgledem stabej topologii).

Fakt 5.14. Slaba topologia na X speinia warunek Hausdorffa Ty, tzn. kazde
dwa rézne punkty z X majg rozlgezne otoczenia otwarte.

Dowdéd. Jedli x,y € X i x # y to znajdziemy funkcjonal ¢ € X* oraz
a € R taki, ze Re(p(x)) < a < Re(¢(y)) i wystarczy przyja¢ U, := {z €
X: Re(p(z)) < a} oraz Uy :={z € X: Re(p(2)) > a}. O

Definicja 5.15. Méwimy, ze ciag (x,,) w przestrzeni unormowanej X zbiega
stabo do x lub jest stabo zbiezny do x, jesli zbiega do x w stabej topologii.
Roéwnowaznie, dla dowolnego ¢ € X*, lim,, p(x,) = ¢(z).

Uwaga 5.16. OczywiScie zbiezno$¢ w normie implikuje staba zbiezno$é. W
druga strone implikacja nie zachodzi (np. wektory e, sa zbiezne stabo do
zera w £, 1 < p <infty, ale nie sa zbiezne w normie).

Fakt 5.17. Kazdy cigg stabo zbieiny (x,) w X jest ograniczony w normie,
tzn. sup,, |z, | < co.

Dowdd. Przestrzen X* jest Banacha, a kazdy element x € X wyznacza funk-
cjonal i(z) na X* dany wzorem i(z)(p) = ¢(x). Staba zbiezno$¢ oznacza, ze
i(xy) zbiega punktowo do i(z), zatem teza wynika z twierdzenia Banacha-
Steinhausa. O
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Przyktad 1. Zalézmy, ze H jest przestrzenia Hilberta z baza ortonormalna
(Ua)aca. Wowcezas ciag (z,) w H stabo zbiega do x wtedy i tylko wtedy,
gdy sup,, |zn| < 0o oraz limy, (z,, us) = (z,us) dla wszystkich a.

Implikacja ,,=” wobec Faktu 5.17, jest oczywista. By udowodni¢ ,<=”
wystarczy zauwazy¢, ze kazdy funkcjonal na H jest postaci (-, y) dla pewnego
y € 'H oraz y mozemy aproksymowaé¢ w normie przez skonczone kombinacje
liniowe .

Przyktad 2. W przestrzeni C(K) ciag funkcji f,, jest stabo zbiezny do f
wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny punktowo oraz sup,, || fn|| < 0.

Implikacja ,,= 7 jest oczywista, implikacja , , < ” wynika stad, ze funk-
cjonaly ciaglte na C(K) to miary zespolone i wystarczy zastosowaé twier-
dzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowane;j.

5.3 Staba* topologia na X*

Definicja 5.18. Zalézmy, ze X* jest przestrzenig dualng do przestrzeni
unormowanej X. Stabg* topologig na X* nazywamy najstabsza topologie
dla ktérej wszystkie przeksztalcenia postaci ¢ — ¢(x), z € X, sa ciagle.

Uwaga 5.19. Baza stabej* topologii sa zbiory postaci

Uz a,..onie(p) = {0 € X720 |ib(ag) — pan)| <&, 1 <k <n},

gdzie p € X*, x1,...,2, € X oraz € > 0.
Uwaga 5.20. Przy utozsamieniu X zi(X) C X**, slaba*-topologia to o(X*, X)-
topologia. Nazywa sie ja tez w*-topologia na X*.

Tak jak dla stabej topologii dowodzimy, ze

Fakt 5.21. i) Slaba* topologia ma wlasnosé Hausdorffa Ts.
i1) Staba* topologia jest stabsza od topologii normowej na X*. Ponadto te
topologie sie pokrywajqg wtedy i tylko wtedy, gdy dim(X) < co.

Uwaga 5.22. Na przestrzeni X* mamy dwie topologie staba (czyli o(X™*, X**))
oraz staba* (czyli o(X™*, X)). Topologia staba* jest stabsza od stabej (tzn.
zbiory stabo-otwarte sa stabo*-otwarte), dla przestrzeni refleksywnych oczy-
wiscie te topologie sie pokrywaja, a dla nierefleksywnych mozna udowodnic,
ze s3 istotnie rézne.

Definicja 5.23. Méwimy, ze ciag funkcjonaléw ciaglych (¢, ) na przestrzeni
unormowanej X zbiega stabo™* do funcjonatu ¢ lub jest stabo* zbiezny do ¢,
jesli zbiega do ¢ w stabej* topologii. Réwnowaznie, dla dowolnego x € X,
lim,, p, () = p(x).
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Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia Banacha-Steinhausa jest na-
stepujacy fakt.

Fakt 5.24. Jesli X jest przestrzenig Banacha, to kazdy cigg stabo* zbiezny
(pn) w X* jest ograniczony w normie, tzn. sup,, ||en| < co.

Przyktad 1. Jak wiemy ¢ = {1 i {7 = {. Ciag e, € {; jest stabo™ zbiezny
do zera, ale nie jest stabo zbiezny do zera.

Przyktad 2 Kazda miare probabilistyczng na R mozna traktowaé jako cia-
gty funkcjonal na Cogr(R). Wtedy staba*-zbieznos¢ miar probabilistycznych
tn, do miary probabilistycznej p, to omawiana podczas wyktadu RP2 sta-
ba (sic!) zbiezno$é rozkladéw. Jak wiemy, jest ona réwnowazna zbieznosci
punktowej dystrybuant u, w punktach ciagtodci dystrybuanty p. Zbieznosé
w topologii o(X™*, X**) jest duzo silniejsza, implikuje w szczegdlnosci, ze
tin(A) — u(A) dla dowolnego zbioru borelowskiego A.

Jedna z kluczowych wlasnosci stabej* topologii jest to, ze kula By« jest
zwarta.

Twierdzenie 5.25 (Banach-Alaoglu). Domknicta kula jednostkowa w prze-
strzeni X*, tzn. 2bior Bx~ = {@ € X*: |lp| < 1} jest stabo*-zwarta.

Dowdéd. Niech I := [[,cx Iy, gdzie I, = [—||z||, ||z||] dla F = R oraz I, =
{z € C: |z] <|z|} dlaF = C. Wéwczas I z topologia przestrzeni produkto-
wej jest zwarta na mocy twierdzenia Tichonowa. Okreslmy przeksztalcenie
T: Bx+ — I wzorem Ty = (p(x))zex, wOwczas przeksztalcenie T' jest
homeomorfizmem Bx- ze staba* topologia na C' = T'(Bx~) z topologia dzie-
dziczona z przestrzeni produktowej I. Wystarczy zatem pokazaé, ze zbiér
C jest zwarty, czyli, ze jest domknietym podzbiorem I. W tym celu weZmy
f = (f(z))zex nalezace do domkniecia C, musimy pokazaé, ze f € C, czyli,
ze f jest ciaglym liniowym przeksztalceniem na X . Oczywiscie | f(z)| < ||z]],
wiec wystarczy pokazaé linowo$é. Ale wynika to stad, ze przeksztalcenia
Isg—glz+y)—g(z)—g(y) €eForaz I > g+ g(Ax) — Ag(z) € F sa, dla
dowolnych x,y € X oraz A € F, ciagle i zeruja sie na C. O

Whniosek 5.26. KaZda przestrzen Banacha wkiada sie izometrycznie w pew-
nq przestrzen C(K), K zwarte.

Dowdd. Wystarczy przyja¢ K = Bx- ze staba* topologia i Tz(¢) = ¢(x)
dla xz € X, ¢ € Bx~. O
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Whniosek 5.27. Jesli przestrzen X jest osrodkowa, to kula Bx+ ze stabg to-
pologiq jest metryzowalna, w szczegolnosci kaida osSrodkowa przestrzen Ba-
nacha wklada sie izometrycznie w C(K), gdzie K jest zwartym zbiorem me-
trycznym.

Dowdd. Jedli (xpn)n>1 jest przeliczalnym, gestym podzbiorem kuli jednost-
kowej {z € X: ||z|| < 1}, to szukana metryka na Bx- jest np.
=01

d(p1,92) Z on lo1(Tn) — p2(zn)].

O]

Uwaga 5.28. Twierdzenie Aleksandrowa-Hausdorffa méwi, ze kazda zwarta
przestrzen metryczna K jest ciagglym obrazem zbioru Cantora A. Wykorzy-
stujac to twierdzenie nietrudno pokazaé, ze C'(K) sie wklada izometrycz-
nie w C'(A), a te¢ ostatnia przestrzen mozna tatwo wlozy¢ izometrycznie w
C[0,1]. W efekcie kazda osrodkowa przestrzen Banacha wklada sie izome-
trycznie w C[0, 1].

Uwaga 5.29. Przestrzenie unormowane z topologia normowsa lub staba to-
pologia, przestrzen X* ze staba™* topologia to przyklady przestrzeni liniowo-
topologicznych, tzn. takich przestrzeni liniowych, ze przeksztalcenia (z,y) —
x+yz X xX w X oraz (\,z) — A\x zFx X w X sa ciagle. Ponadto wszystkie
te przestrzenie sa lokalnie wypuktle (tzn. sa takimi przestrzeniami, w ktérych
istnieje baza topologii zlozona ze zbioréw wypuklych).

6 Twierdzenia Banacha o przeksztalceniu otwar-
tym i wykresie domknietym

Zanim sformutujemy gléwne twierdzenie tego wyktadu, przypomnijmy defi-
nicje przeksztalcenia otwartego.

Definicja 6.1. Przeksztalcenie T' miedzy przestrzeniami topologicznymi X
1Y jest otwarte, jesli T'(U) jest zbiorem otwartym w Y dla dowolnego otwar-
tego zbioru U w X.

Twierdzenie 6.2 (Banacha o przeksztalceniu otwartym). Zalézmy, ze T
jest cigglym operatorem liniowym miedzy przestrzeniami Banacha X 1Y .
Wowczas T jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy T jest otwarty.
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Dowod. W dowodzie ponizej Bx i By beda oznaczaé otwarte kule jednost-
kowe odpowiedniow X i Y.

»<=". Oczywiscie 0 € T(Bx), zatem z otwartosci T, 6By C T(Bx) dla
pewnego 6 > 0indBy C T(nBx), czyli T(X) D U,,»1ndBy =Y.

»=". Wiemy, ze T(X) = U,>1 T(nBx) = Y, zatem na mocy twierdzenia
Baire’a istnieje n takie, ze domkniecie T'(nBx ) ma niepuste wnetrze. Zal6z-
my, ze B(yo,e) = yo + By C T(nBx). Wiemy, ze yo = T'zo dla pewnego
zg € X, zatem

eBy C T(an) —Txy = T(TLBX — 1‘0) C T((n + H:L‘()H)Bx)

Dzielac stronami przez n + ||xo|| dostajemy, ze £1By C T(Bx) dla pewnego
g1 > 0.
Pokazemy teraz, ze

1By C T(BX) C T(QB)(). (12)

Pierwsze zawieranie juz wykazaliSmy, by udowodni¢ drugie ustalmy y €
T(Bx). Istnieje 1 € Bx takie, ze ||y — Tx1| < €1/2, czyli

1 11— 1
y—Tzx € ingY C iT(BX) = T(in).
Mozemy zatem wybraé xo € %B x takie, ze

1 1
Yy — T($1 + .1‘2) € ZngY - T(ZBX)‘

Kontynuujac konstrukcje znajdziemy x1,xo,... € X takie, ze xp € 2,€$_1BX
oraz y — T(x1 + ...+ xx) € %qu. Ciag sy = x1 + ... + x spelnia wa-
runek Cauchy’ego jest wigc zbiezny do pewnego elementu s € X takiego,
ze ||s]| = limg ||sk|| < D02y [|znl| < 2 oraz y = limy T's, = T's € T(2Bx).
Wykazalismy zatem (12).

Wezmy teraz dowolny zbiér otwarty U w X iniech y € T(U), czyli y =
Tz dla pewnego x € U. Z otwartoéci U istnieje § > 0 takie, ze x+6Bx C U,
wtedy

) 0
TU)>T(x+0Bx)=y+ QT@BX) Sy+ 5513%

co pokazuje (wobec dowolnosci wyboru y € T(U)), ze T(U) jest otwarty,
czyli przeksztalcenie T jest otwarte. O

Whniosek 6.3. Zalozmy, Ze T jest roznowartosciowym cigglym operatorem
z przestrzeni Banacha X na przestrzer BanachaY . Wowczas operator T~

jest ciggly.
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Dowdéd. Operator T—! jest oczywiscie dobrze okreslony, poza tym dla do-
wolnego zbioru otwartego U w X, zbiér (T—1)~1(U) = T(U) jest otwarty w
Y na mocy Twierdzenia 6.2, co dowodzi ciagtosci 7. O

Whniosek 6.4. Zaldimy, ze || |1 i || |2 s¢ dwiema normami na przestrzeni
liniowej X oraz przestrzenie (X, || [[1) @ (X, ||2) s¢ zupelne. Wtedy, jesli
istnieje C1 < oo takie, Ze ||z]l1 < Ci||z|2 dla wszystkich v € X, to istnieje
Cy < oo takie, zZe ||z|2 < Collz|1 dla x € X, czyli normy || ||1 i | |l2 s¢
rownowazne.

Dowdd. Operator Id: (X, || [|2) — (X,]| [[1) jest ciagly, réznowartoéciowy i
na, zatem jego odwrotnosé czyli Id: (X, || ||1) — (X, || ||2) tez jest operatorem
cigglym. O

Uwaga 6.5. W powyzszym wniosku kluczowa jest zupetnosé obu przestrzeni.
Np. na L[0, 1] zachodzi nier6wnosé || ||z, < ||f|lL,, a nie zachodzi szacowa-
nie ||f||z, < C|f|lz, na tej przestrzeni.

Definicja 6.6. Wykresem przeksztalcenia T z przestrzeni topologicznej X
w przestrzen topologiczna Y nazywamy zbior I'(T) = {(z,Tz): =z € X} C
X xY.

Zauwazmy, ze kazda funkcja ciaggta ma domkniety wykres. Odwrotna
implikacja na ogél nie jest prawdziwa — funkcja f: R — R dana wzorem
f(z) =1/z dlaz # 01 f(0) = 0 ma domkniety wykres, a nie jest ciagla w
0. Okazuje, ze dla przeksztalcen liniowych miedzy przestrzeniami Banacha
domknietos¢ wykresu jest réwnowazna cigglosci przeksztalcenia.

Twierdzenie 6.7 (Banacha o wykresie domknigtym). Przeksztalcenie li-
niowe T miedzy przestrzeniami Banacha X 1Y jest ciggle wtedy i tylko
wtedy, gdy ma domkniety wykres.

Dowdd. Oczywiscie kazde ciagle przeksztalcenie ma domkniety wykres. Wy-
starczy wiec udowodni¢ przeciwng implikacje. Zalézmy zatem, ze wykres
T jest domkniety, wtedy I'(T") jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni
Banacha X x Y z norma ||(z,v)| = ||z||x + |lylly. Zatem I'(T) z ta nor-
ma jest przestrzenia Banacha. Zauwazmy, ze rzut z I'(T) na X, T'(T) >
(x,Tx) — = € X jest ciagly (bo ma norme nie wigeksza niz jeden) oraz
roznowartosciowy. Zatem z Wniosku 6.3 przeksztalcenie odwrotne, czyli
X 32w (x,Tz) € T(T) jest ciagle, ale to przeksztalcenie po zlozeniu
z rzutem na Y, ktory tez jest ciagly, daje T, czyli T jest ciagle jako zlozenie
przeksztatcen ciaglych. O
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Uwaga 6.8. By udowodnié¢ ciggto$é odwzorowania T miedzy przestrzeniami
metrycznymi X i Y musimy wykazaé, ze

jesli x,, zbiega do x, to T'x, zbiega do T'z.

Twierdzenie o wykresie domknietym pokazuje, ze jesli T' jest liniowe, a X i
Y sa przestrzeniami Banacha, to wystarczy pokazaé stabsza implikacje:

jesli x,, zbiega do x oraz Tz, zbiega do y, to Tx = y.

Przykltad 1. Rozwazmy przeksztalcenie liniowe 7' z przestrzeni Banacha
X w przestrzen £,. Woéwczas Tz = (T),x)n>1, gdzie T;,: X — F. Przeksztal-
cenie T jest ciagte wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie T;, sa ciagte.

Implikacja ,,="” jest oczywista. By wykazaé¢ ,<” skorzystamy z twier-
dzenia o wykresie domknigtym. W tym celu zatézmy, ze x, — x w X oraz
Txy = (Tin(2n))m=1 — y = (y(m))m>1 w €p. Zauwazmy, ze wynika stad
w szczegOlnoséi, ze Tpx, — y(m) dla wszystkich m, czyli z ciaglosci T),,
y(m) = Ty, a zatem y = Tz, czyli T ma domkniety wykres, wiec jest
ciagly.

Przyktad 2. Rozpatrzmy operator rézniczkowania T'f = f' z C1[0,1] z
norma supremum w C10,1]. Latwo sprawdzié¢, ze T ma wykres domkniety,
a oczywiscie T nie jest ciagly (np. fn(z) = 12" spehia || f|| = L oraz
IT fnlloo = 1). Pokazuje to, ze w twierdzeniu o wykresie domknietym istotne
jest zalozenie, ze X jest przestrzenia Banacha. Przestrzenn C'1[0,1] z norma
supremum nie jest zupelna, jesli rozwazymy te przestrzen z norma zupeina,
np. || flleo + | f/lloos to operator rézniczkowania stanie sie ciagly.

7 Operatory zwarte

Definicja 7.1. Zalézmy, ze T jest operatorem liniowym miedzy przestrze-
niami Banacha X i Y. Méwimy, ze T jest zwarty, jesli T(Bx) jest zwar-
tym podzbiorem Y. Przestrzen opertoréow zwartych miedzy X i Y bedziemy
oznaczaé przez K(X,Y), bedziemy tez pisa¢ K (X) zamiast K (X, X).

Fakt 7.2. i) Kazdy operator zwarty jest ciggly

it) Operator liniowy T: X — Y jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy z kaz-
dego ciggu ograniczonego w X mozna wybrac podciqg T, taki, ze Tx,, jest
zbiezny.

Dowdd. 1) Kazdy zbiér zwarty jest ograniczony, zatem T(Bx) C M By dla
pewnego M < oo, ale to oznacza, ze ||T|| < M < oo, czyli T jest ciagly.
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ii) Jedli ciag x, jest ograniczony, to x, € MBx dla pewnego M <
oo, stad Tx, jest ciagiem elementéw zbioru zwartego MT(Bx), czyli ma
podciag zbiezny. Na odwrét, jesli y, € T(Bx), to istnieje ciag x,, € Bx
taki, ze ||y, —T'zp|| < 1/n. Wystarczy zauwazy¢, ze zbieznosé Tz, implikuje
zbiezno$¢ yy, iskorzystac z ciagowej definicji zwartej przestrzeni metrycznej.

O

Fakt 7.3. Jednostkowa kula domknieta w przestrzeni unormowanej X jest
zwarta wtedy 1 tylko wtedy, gdy X jest skoriczenie wymiarowe.

Dowod pozostawiamy jako proste é¢wiczenie. Z faktu natychmiast otrzy-
mujemy:

Whniosek 7.4. Operator identycznosciowy na przestrzeni Banacha X jest
zwarty wtedy 1 tylko wtedy, gdy dimX < oo.

Przyktad 1. Kazdy operator ciagly skonczonego rzedu jest zwarty.
Istotnie, wtedy T'(Bx) jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni skonczenie
wymiarowej T'(X), zatem jest zwarty.

Przyktad 2. Zatézmy, ze k = k(z,y): [0,1]? — F jest funkcja ciagta. Okresl-
my

1
Kf@) = [ k) f@)dy w01, feCp.)
Wéwezas K jest zwartym operatorem na C/[0, 1].
Zauwazmy najpierw, ze
1
K fn) = KF )| < | K(a,y) = ko)l @)ldy

<[ flloo sup [k(21,y) — k(z2,9)]-
y€[0,1]

7 jednostajnej ciaglosci funkcji k wynika zatem, ze K f jest funkcja ciagla,
czyli K jest liniowym operatorem na C10, 1]. Ponadto

1K flloo < [1fllo Sup k(z,y)l,

stad || K|| < sup, , [k(7,y)| < oo, czyli K jest ciagly. By pokazac zwartos¢ K,
czyli prezwartos¢ zbioru A = K(Bcj,1)) w C[0, 1] skorzystamy z twierdzenia
Arzeli-Ascolego. Z powyzszych rachunkéw wynika, ze jesli g € A, to [|g]|oo <
sup, , |k(x,y)| oraz jedli |r1 — xa| < 4, to

lg(x1) — g(z2)| < sup |k(z1,y) — k(z2,9)| <¢,
y6[071]
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dla odpowiednio matego d. Zatem A jest wspolnie ograniczong rodzina funk-
cji réwnociaglych, zatem jest prezwarta w C0, 1].

Przypomnijmy, ze przez B(X,Y') oznacamy przestrzen ciaglych odwzo-
rowan liniowych z X w Y z norma operatorowa.

Twierdzenie 7.5. Zaloimy, ze X +Y sq przestrzeniami Banacha.

i) Przestrzen K(X,Y) jest domknietq podprzestrzenig B(X,Y).

ii) Jesli operator T: X — Y jest zwarty, a operatory Si: X' — X oraz
Sa: Y — Y sq ciggle, to operator SoT'S1: X' — Y’ jest zwarty

Dowdd. i) To, ze K(X,Y') jest przestrzenia liniowa jest latwym ¢wiczeniem.
By wykazaé jej domknietosé w B(X,Y") zalézmy, ze T,, € K(X,Y') zbiega do
T w normie operatorowej. Niech x,, bedzie ciagiem wektoréw z kuli jednost-
kowej X, musimy pokazac, ze ciag T'x,, ma podciag zbiezny. Ze zwartosci
operator6w T,, wynika, ze dla dowolnego n, kazdy podciag (T,,zm)m ma
podciag zbiezny. Metoda przekatniowa mozemy wybraé¢ podciag my taki, ze
dla kazdego n ciag (T, ) jest zbiezny do pewnego y, € Y. Pokazemy, ze
ciag y, jest zbiezny. Dla ustalonych nji i ne oraz odpowiednio duzych my
zachodzi

”ym - memk” + ||Tn1xmk~ - TnzmmkH + HTnzxmk - ynz”
e+ [T, — Tl lzm, || +& < 26 + || Tny — Ty |-

Hym - ynQH

NN

Stad, poniewaz T, jest ciggiem Cauchy’ego w B(X,Y’), wiec y, jest Cau-
chy’ego w Y, czyli jest zbiezny do pewnego y. By zakonczy¢ dowdd pokazemy,
ze Tz, zbiega do y, w tym celu szacujemy dla ustalonego n i odpowiednio
duzego my

T2y, = Do || + [ Tozmy, = ynll + [[yn =yl

[T 2m, —yll <
<T = Toll + llyn = yll + [ Tnem,, = ynll-

|
|
Pierwsze dwa skladniki sa mate dla duzego n, a ostatni zbiega do zera przy
ustalonym n, gdy k dazy do nieskonczono$ci.

ii) Wystarczy zauwazy¢, ze operatory ciagle przeprowadzaja ciagi ogra-
niczone na ograniczone, a zbiezne na zbiezne. ]

Przyktad 3. (Operatory Hilberta-Schmidta)
Zaloézmy, ze Lo(X) = La(X, ) oraz k = k(x,y) € La(X x X, p® p). Okresl-
my operator K na Lo(X) wzorem

Kf(@) = [ ) w)du).
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Zauwazmy, ze na podstawie nieréwnosci Schwarza

K s < Sl [ R putn)

stad natychmiast dostajemy

KA < A3 | [ K@ pdute)an(y)

czyli K: Lo(X) — Lo(X) i || K|| < ||k]l2 < 0o. Pokazemy, ze K jest operato-
rem zwartym. Niech (gq ) bedziem baza o.n. La(X), wtedy (ga(2)95(Y))a,s
jest baza on. Lo(X x X), czyli

k(@,9) = ) da,p90()95(y)-
a8

Poniewaz tylko przeliczalnie wiele wspdélczynnikéw w powyzszej sumie jest
niezerowych, wiec po ich przenumerowaniu mozemy zapisac

k(x,y) = Z a;,;9i(%)9;(y)-
i,j=1
Okreslmy

kn(2,y) == > aijgi(2)g;(y)
ig=1
oraz

n
Knf(x) iz/an(w,y)f(y)du(y) =Y az-,jgi(w)/Xf(y)gj(y)du(y)-

ij=1

Wtedy K, jest operatorem skonczonego rzedu, wiec jest zwarty, ponadto

1/2
K= Kl <[k —Kllo=( > laP?) " =0,

max(%,j)>n+1

czyli K jest zwarty jako granica w normie operatoréw zwartych.

Fakt 7.6. Niech H bedzie nieskonczenie wymiarowg, osrodkowq przestrzeniq
Hilberta z bazq 0.n. (up)n>1 oraz P, oznacza rzut ortogonalny na Lin(uq, . .., uy,).
Wéwczas operator liniowy T € B(X, H) jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
lim, . || P, T — T = 0.
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Dowdd. ,<=”. Operatory P, T maja rzad co najwyzej n, zatem T jest zwarty
jako granica (w normie operatorowej) operatoréw skonczenie wymiarowych.

»=". Zalézmy, ze limsup,,_, ||P.T — T| > 0, wtedy istnieje ciag (ny)
oraz wektory x,, € X o normie 1 takie, ze ||P, Txy,, — Txy,| > € dla
wszystkich k. Przechodzac ewentualnie do podciagu mozemy zakladaé (na
mocy zwartosci T'), ze Txy, — y. Ale wtedy

€< HPnkank - TxnkH < HPnk (Txnk - y)” + HPnky - y” + Hy - Txnk”
<2\ Txp, —yll + [ Poyy — yll — 0,

gdyz P,,y — y i dochodzimy do sprzecznosci. 0

Uwaga 7.7. Powyzszy dowdd pokazuje co$ wiecej. Zalézmy, ze Y jest prze-
strzenia Banacha na ktérej istnieje ciag operatoréw skonczenie wymiarowych
Sy, zbiezny silnie do Idy, tzn. S,y — y dla wszystkich y € Y. Wéwczas ope-
rator T € B(X,Y) jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy [|S,T — T'|| — 0.
W szczegdlnosci kazdy operator z X w Y zwarty na takiej przestrzeni jest
granicg operatoréw skonczenie wymiarowych. Ta ostatnia wlasnosé nazywa
sie wlasnosciqg aproksymacji dla przestrzeni Y. Per Enflo na poczatku lat
70tych jako pierwszy skonstruowal przykiad przestrzeni Banacha bez wla-
snosci aproksymacji, odpowiadajac na pytanie postawione w 1936 roku przez
Stanistawa Mazura.

8 Operator Sprzezony

8.1 Definicja, przyktady, podstawowe wlasnosci

Definicja 8.1. Niech X i Y beda przestrzeniami Banacha, a T: X — Y
ciaglym operatorem liniowym. Definiujemy operator sprzezony T*: Y* —
X* wzorem T*p:=poT dlap € Y*.

Przyktad 1. Zalézmy, ze X = (F™, || ||x), Y = (F™, || ||y) oraz T: X — Y
jest liniowy, wtedy Tx = Ax dla x € F", gdzie A jest macierza m X n.
Wszystkie funkcjonaly liniowe na X i Y sa ciagle (bo topologie sa réw-
nowazne euklidesowym), zatem X* mozna utozsami¢ z F" a Y* z F™ w
naturalny sposéb, tzn. np. dla ¢,y € F™, o(y) = >t pryr. Wtedy dla
peY*=Fm"

m m n n m
T o(z) = o(Tx) = > op(Tx) =D > oramai = Y1 Y Prak,
k=1 1

k=11=1 =1 k=



czyli T*p = AT (zauwazmy, ze w przypadku F = C macierz T* to AT nie
A*).

Przyklad 2. Rozpatrzmy operator ,przesuniecia w lewo” na £, zadany wzo-
rem L(x1,x2,...) = (z2,23,...)dlal < p < co. Wéwezas L* jest operatorem
na 44, % + % =1, i zauwazmy, ze dla y € ¢, i © € £, mamy

L*y(z) = y(Lzx) = Z YnTn+1 = 0z1 + Z Yn—1Zn = Ry(x),

n=1 n=2

gdzie R(y1,vy2,...) = (0,y1,y2,...). Zatem L* = R, gdzie R jest operatorem
»pbrzesuniecia w prawo” na /.

Przyktad 3. Rozpatrzmy T': {1 — ¢o dany wzorem Tx = (302, Tk )n>1-
Wéwezas przy utozsamieniu 7 z {1 ¢ z {1 mamy T™: {1 — l oraz dla
y€eliix €,

00 00 ) 00 k
T*y(z) =y(Tx) =D yn(TT)n =D Yo D Tk = Y Tk D_ Un,
n=1 n=1 k=n k=1 n=1
zatem T™y = (Zi:l Yn)k>1-
Twierdzenie 8.2. Jesli T € B(X,Y), to T* € B(Y™*, X™) i |[T*| = ||T.

Dowdd. Ztozenie przeksztalcen liniowych i ciagltych jest ciagle, zatem T*p €
X* dla ¢ € Y*. Liniowo$¢ T™ jest oczywista, ponadto

|T*[| = sup |[|[T*¢|| = sup sup |¢(Tx)| = sup sup |p(Tz)|

llopll<1 lll<1 fl=I<1 lzl<1llell<1
= sup || Tz|| = ||T]],
ll=l<1
czyli w szczegdlnosci T™ jest ograniczony, a zatem ciagly. O

Oczywiscie ()\1T1—|-)\2T2)* = >\1T1*—|-)\2T2* dlaTy, Ty € B(X, Y) 1A, A €
F. Kolejny fakt pokazuje jak wyglada sprzezenie ztozenia operatoréw linio-
wych.

Fakt 8.3. Jesli T € B(X,Y) i S € B(Y,Z), to ST € B(X,Z) i (ST)* =
T*S* € B(Z*,X*). W szczegdlnosci, jesli T jest izomorfizmem, to T* jest
izomorfizmem i (T*)~! = (T~1)*.
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Dowdd. Mamy dla dowolnego ¢ € Z*,
(ST)'¢=¢po0SoT =T"poS=T"S*p,

czyli istotnie (ST)* = T*S*. Jedli T jest odwracalny to T~ € B(Y, X) zatem
Iy = (Idy)* = (T7'7)* = T*(T~Y)* oraz Idy- = (Idy)* = (TT~1)* =
(T—Y)*T*. O

JesliT € B(X,Y),toT* € B(Y*, X*) oraz T** := (T*)* = B(X**,Y™**).
Przestrzen X jak wiemy mozna traktowac jako podprzestrzen X**. Nastepny
fakt méowi, ze operator T** obciety do X pokrywa sie z T. W szczegdlnoéci
dla przestrzeni refleksywnych T%* = T.

Fakt 8.4. Zaloimy, ze ix i iy sq naturalnymi wioZeniami X w X** 1Y w
Y**. Wtedy dla dowolnego T € B(X,Y), T™(ix(z)) = iy (Tx).

Dowéd. Mamy dla ¢ € Y* oraz x € X,
T (ix () () = ix(x) o T*(p) = T*(p)(x) = ¢(T'x) = iy (Tx)(p),
gdzie kolejno korzystamy z definicji T** = (T™*)*, ix, T oraz iy. O

8.2 Twierdzenie Schaudera

Twierdzenie 8.5 (Schauder). Operator T' € B(X,Y) jest zwarty wtedy 1
tylko wtedy, gdy operator T* € B(Y™*, X™*) jest zwarty.

Dowdd. =" Zalézmy, ze T jest zwarty, niech ¢, bedzie ciagiem funkcjo-
natéw z By-, chcemy pokazac, ze T™py, jest zbiezny dla pewnego podciagu
(ng). Zbiér K = T(Bx) C Y jest zbiorem zwartym, metrycznym (w metryce
indukowanej przez norme Y'). Okreslmy
Fy = (9071)\1(1 K —F.
Funkcje F), sa oczywiscie ciagle, ponadto jesli y1,y2 € K, ||y1 — y2|| < ¢, to
[Fn(y1) = Fa(y2) < llenllllyr — w2l < llyr — vall <,

czyli (F),) jest réwnociaglym ciagiem funkcji z C'(K). Zauwazmy tez, ze

sup [ Fr(y)| < sup [[enllllyl] < llyll dlay € K,
n n
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czyli ciag (F},) jest punktowo ograniczony. Zatem z twierdzenia Arzeli-Ascolego
wynika, Ze ciag F,, ma podciag Fj,, jednostajnie zbiezny. Zauwazmy jednak,
ze

| Fny, — Faylloo = sup [@0n, (¥) — @, (Y)| = sup |on, (Tx) — op, (T2)|

yeK rEBx
= sup |T"¢p, (2) = T (x)] = [[T"Pn, — T @n, |-
r€Bx

Stad wynika, ze (T*¢y,, ) jest ciagiem Cauchy’ego w X*, czyli jest zbiezny.

,<=" Jedli T* jest zwarty, to z udowodnionej juz implikacji wynika, ze
T = (T*)* jest zwarty. Ale T = iy' o T** o iy na podstawie Faktu 8.4,
czyli jest zwarty jako zlozenie operatora zwartego i dwoch izometrii. ]

8.3 Izomorficzne wlozenie, zwigzki z surjektownoscia sprze-
zenia
Definicja 8.6. Méwimy, ze ciggly operator liniowy 1" miedzy przestrzeniami

Banacha X 1Y jest izomorficznym wlozeniem, jesli T jest izomorfizmem X
na 7'(X), tzn. istnieje stala ¢ > 0 taka, ze |[Tz| > c|/z| dla z € X.

Uwaga 8.7. T € B(X,Y) jest izomorficznym wlozeniem wtedy i tylko wtedy,
gdy T jest réznowartosciowy i T'(X) jest domknigte.

Twierdzenie 8.8. Zalozmy, ze T jest cigglym operatorem lintowym miedzy
przestrzentami Banacha X 1 Y. Wowczas

i) T jest izomorficznym wlozZeniem wtedy i tylko wtedy, gdy T™ jest na,

i1) T jest na wtedy i tylko wtedy, gdy T* jest izomorficznym wloZeniem.

Dowdd. i) ,<" Jesli T* jest na, to T™ jest przeksztalceniem otwartym, czyli
T*(Bys) D 6Bx~ dla pewnego § > 0. Ale wtedy

[Tz|| = sup ¢(Tz) = sup T"p(x) > sup (z) =iz,
pEBy pEBy PEOB x*

czyli T jest izomorficznym wlozeniem.

,=". Jedli T jest izomorficznym wlozeniem, to T = i o T, gdzie T jest
izomorfizmem X na Y; = T'(X), a i wlozeniem Y; w Y. Latwo sprawdzié,
z twierdzenia Hahna-Banacha, ze i* jest przeksztalceniem Y™* na Y}*, stad
poniewaz T* jest izomorfizmem Yiri X" wiec T = T*i* jest na.

ii) ,=” Zalézmy, ze T™ jest izomorficznym wlozeniem oraz yo ¢ T(Bx).
7 twierdzenia Mazura o oddzielaniu istnieje funkcjonat p € Y* oddzielajacy

56



zbiér domkniety wypukly T'(Bx) od wypuklego zwartego zbioru {yo}. Po-
niewaz 0 € T'(Bx), wiec (po ewentulanym podzieleniu przez ¢(yo) # 0) mo-
zemy zatozy¢, ze o(yo) = 1 > supyer(py) Re(p(y)). Oczywiscie AT'(Bx) =
T(ABx) =T(Bx) dla |A| = 1, wigc otrzymujemy

1> sup |p(y)| = sup |p(Tz)| = sup [T"p(z)| = [Tl > d]lel,
yET(Bx) x€Bx r€Bx
gdzie w ostatniej nierownoéci wykorzystaliSmy to, ze T jest izomorficznym
wlozeniem. Stad
1= ¢(yo) < [[ellllyoll <6~ woll.

W ten sposéb wykazalidmy, ze By C T(Bx). Jak w dowodzie twierdzenia
Banacha o przeksztalceniu otwartym wnioskujemy, ze § By C T'(2Bx), stad
tatwo wynika, ze T jest na.

,<="JesliT jest na Y, to T jest przeksztalceniem otwartym, czyli T'(Bx) D
0By dla pewnego d > 0. Stad dla ¢ € Y™,

IT¢l = sup |T"p(x)| = sup [p(Tx)[ > sup [o(y)] = oyl
lel<1 Jeli<1 lyll<s

czyli T* jest izomorficznym wlozeniem Y* w X*. O

9 Widmo (spektrum) operatora

9.1 Grupa automorfizméw. Definicja widma operatora

Definicja 9.1. Zalézmy, ze X jest przestrzenig Banacha. Automorfizmem
przestrzeni X nazywamy przeksztalcenie T' € B(X) = B(X, X) takie, ze
T—! € B(X). Zbiér wszystkich automorfizméw X bedziemy oznaczali przez
Aut(X).

Z Twierdzenia Banacha o przeksztalceniu otwartym wynika (zob. Wnio-
sek 6.3), ze T' € B(X) jest automorfizmem X wtedy i tylko wtedy, gdy T
jest réoznowartosciowy i ,na’”.

Fakt 9.2. Zalozmy, ze X jest przestrzeniq Banacha, T € B(X) oraz | T|| <
1. Wowczas Id — T € Aut(X) oraz

1
IId - 7)) < -—re 1Ad =T)7 —1d| <
1|7

17l

1= 7|1
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Dowdd. Idea dowodu polega na uogélnieniu wzoru (1 — )™t = ;54 t",
|t| < 1 na przypadek gdy 1 zastapimy operatorem identycznosciowym, a
liczbe t, operatorem 7. W tym celu zdefiniujmy 70 = Id, 7% = TT* ! dla
k=1,2,... oraz
n
Sn:=»_ TFe B(X).
k=0

Wéwczas dla m > n,

oo T n+1
Isn=sl = | 35 < ¥ a3 k= L

k=n+1 k= n+1 k=n+1

stad (S,,) jest ciagiem Cauchy’ego w B(X), czyli zbiega (w normie operato-
rowej) do pewnego operatora S € B(X). Zauwazmy, ze

(Id = T)S = lim (Id = T)S, = lim (Id — T =1d,

n—o0o

S(d—1T) = lim S,(Id —T) = lim (Id = 7"*") = Id,

co pokazuje, ze

(d-T)"'=8= ZT’f

Stad natychmiast

1(1d = T)"H < D ITH|| < Z ||| = HTH

k=0

oraz ||TH
(1 — 1) —Idn—HZT‘fH ZHTllk T

O

Whniosek 9.3. Jesli T € Aut(X) oraz S € B(X) spelnia [|[T — S| <
1T, to S € Aut(X) oraz

1T~ 21T — S|

St —T71 < - .
L= T YT - S

W szczegdlnosci Aut(X) jest otwartym podzbiorem B(X).
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Dowéd. Mamy S = T—(T—S) = T(Id-T~YT-S)) oraz |T~H(T-S)| < 1,
zatem z Faktu 9.2 wynika, ze S € Aut(X) jako iloczyn operatoréw z Aut(X).
Ponadto

IS7H =T = |(d =TT = §)) 7' =T
ITHPIT - SI
L= 74T = S|

O

<|(1d = 77HT = 8)~ = 1|77 <

Definicja 9.4. Dla operatora liniowego T' € B(X) widmo (spektrum) T
okreslamy wzorem

o(T) = {\€F: T — \ld ¢ Aut(X)}.

Przykltad 1. Jedli X jest skonczenie wymiarowe, to operator liniowy na
X jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy Ker(7T) = {0}, zatem widmo
operatora na X to zbiér jego wartosci wiasnych.

Przyktad 2. Niech X = L,[0,1], 1 < p < oo oraz T'f(z) = xf(x). Woéwczas
(T — N\d)(x) = (x — \) f(x) czyli, jesli S = (T — A\Id) ! istnieje, to Sf(z) =
(z — A) 7' f(2). Latwo sprawdzi¢, ze ||S]| = [[(z — X)L j0,1) < 0o wtedy i
tylko wtedy, gdy A ¢ [0, 1], czyli o(T") = [0, 1]. Ponadto T" nie ma wartosci
wlasnych.

Fakt 9.5. Widmo dowolnego operatora T € B(X) jest zbiorem zwartym w
F.

Dowéd. Jesli \g ¢ o(T) oraz |\ — | < ||(T — AoId) || 71, to z Wniosku 9.3,
T —XNd =T — MId+ (A — X)Id € Aut(X), zatem X ¢ o(T'). Pokazuje to,
ze F\ o(T) jest zbiorem otwartym, czyli o(T') jest domkniete. Ponadto dla
A#0, T —XNd=-XId—-T/X) € Aut(X), jesli ||T/A|| <1, czyli A > || T
Pokazuje to, ze o(T') jest ograniczony, zatem jest zwarty. O

9.2 Rezolwenta i jej podstawowe wtasnoSci

Definicja 9.6. Rezolwentq operatora T' w punkcie A ¢ o(7T) nazywamy
operator Ry := (T — AId)~L.

Fakt 9.7 (Réwnanie rezolwenty). Jesli A\, u ¢ o(T), to
RA(T) = Ru(T) = (A = ) RA(T) R (T),

w szezegolnosci Ry(T)R,(T) = R, (T)Rx(T).
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Dowdd. Mamy

RA(T) — R,(T) = (T — N\Id) ™' — (T — pId)™*
= (T — Xd)™ (T — pld) — (T — A\1d))(T — pld) ™
= A= p)RA(T)R(T).
O

Whniosek 9.8. Przeksztalcenie X\ — RA(T) zF\ o(T) w B(X) jest ciggle i
rézniczkowalne oraz

_ RA(T) — R (T) 2
'/\O(T) = Ali)ﬂ)\lo N 0 = Ry, (T) dla g € F\ o(T),
gdzie powyzsza zbieznosé zachodzi w normie operatorowej.

Dowdd. By wykazaé ciaglos¢ w A9 ¢ o(T') wystarczy zauwazy¢ stosujac
Whiosek 9.3 (z T =T — Xold i S =T — Md), ze dla |A — \o| < || R, (T)| 71,

IR (P
T A= Aol [ By ()]

[BA(T) = B (T) | < [A = Aol

Réwnanie rezolwenty oraz udowodniona ciagto$¢ implikujg zatem, ze

RA(T) — Ry (T)

N = Ry, (T)RA(T) — Ry, (T)?

przy A — 0. 0
Twierdzenie 9.9. Jesli T € B(X) i F=C, to o(T) # 0.

Dowdd. Dla |A| > ||T||, na mocy oszacowania z Faktu 9.2,

RN = I = M)~ = o (1= ) < = = 0

—
= 1177l

przy |\ — oo. Zalézmy, ze o(T) = (), wéwczas Wniosek 9.8 implikuje, ze
dla dowolnego ¢ € X* oraz x € X funkcja A — p(R)x) jest holomorficzna
na C. WykazaliSmy, ze jest zbiezna do zera przy A — oo, czyli stale réwna
zero, skad wynika, ze Ry = 0, co jest oczywiscie niemozliwe. O

Przyktad. Niech X = /5 oraz

Tx = (.%'2, —T1, T4y —X3y .- ')a
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woéwezas latwo sprawdzié, ze dla A € C\ {—1i, 1},

1

R)\x = (T— )\)7137 = m

(=Ax1 — 22,21 — AT2, —AT3 — Tg4, T3 — ATy, . ..).

Stad, jesli £ i operator T rozpatrujemy nad cialem F = R, to o(T) = 0, a

jesli F =C, to o(T) = {—1i,1}.

Fakt 9.10. Dla dowolnego operatoraT € B(X), o(T) = o(T*) oraz R\(T™*) =
RA(T)* dla X ¢ o(T).

Dowdd. Niech S =T — Ald wtedy S* = T — Ald x+. Jesli S jest odwracalny,
to S* jest odwracalny i (S*)~! = (S71)*. Jesli za§ S* jest odwracalny, to S
jest odwracalny na podstawie Twierdzenia 8.8. O

9.3 Widmo operatoréw zwartych

Lemat 9.11. Zalozmy, Ze Xo jest domknietq wlasciwg podprzestrzenig X,

wéwczas istnieje x € X taki, ze ||z| =1 oraz dist(z, Xo) > 1.

Dowdd. Wybierzmy dowolny wektor 1 € X \ Xy oraz zo € Xg taki, ze
|1 — x2|| < 2dist(x1, Xo) = 2dist(x1 — x9, Xo) 1 wystarczy przyja¢ = =
(21 — x2) /(|21 — 2. O
Lemat 9.12. Zaiéimy, Ze T jest operatorem zwartym na przestrzeni Bana-

cha X wtedy, jesli operator S =1d + T jest rozZnowartosciowy, to jest ,na”
(czyli jest automorfizmem).

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze S jest izomorficznym wlozeniem. Zatézmy

przeciwnie, wtedy istnieje ciag x, taki, ze ||z,| = 1 oraz ||Sz,| — 0. Ze
zwartosci T', mamy T'xz,, — y, ale wtedy z,, = Sz, — Tz, — —vy, czy-
i Sy = —limy Sx,, = 0, co przeczy réznowartosciowosci S, gdyz |ly|| =
limy, ||zp, || = 1.

Zatem w szczegdlnodci S przeksztatca zbiory domkniete na zbiory do-
mkniete. Zatézmy, ze X1 = SX # X, wtedy mozemy zdefiniowaé $cisle ma-
lejacy cigg domknietych podprzestrzeni Xj, := S¥X. Wybierzmy z;, € X,
takie, ze [|zy|| = 1 oraz dist(zg, Xg1) > 5. Wtedy dla I > k,

1

|Txy — Ty = || — 2 + (Szp + 20 — Say)|| > 3

bo Sxk,x;, Sx; € Xgy1. Zatem ciag Tx, nie ma podciagu zbieznego, co
przeczy zwartosci 1. O
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Uwaga 9.13. Prawdziwa jest tez odwrotna implikacja — jesli S jest ,na”, to
jest réznowartosciowy.

Twierdzenie 9.14 (Riesz-Schauder). Zaldzmy, ze T jest operatorem zwar-
tym na nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha X. Wowczas

i) 0€a(T),

ii) jesli A € o(T) \ {0}, to X jest wartoscig wlasng skoriczonej krotnosci,
iii) dla r > 0 zbior o(T) N {A: |\ > r} jest skoriczony, czyli tylko 0 moze
byé punktem skupienia o(T).

Dowdd. 1) Gdyby 0 ¢ o(T), to T byloby odwracalne i wtedy T'(Bx) D eBx
dla e = 1/[|T!|| > 0, co by znaczylo, ze T(Bx) nie jest zwarte.

ii) Zauwazmy, ze T — AId = —A(Id— £ T) oraz operator — 7 jest zwarty.
Stad, jesli A # 0 nie jest wartoscia wilasna 7', to, na mocy Lematu 9.12,
T — Ald jest réznowartosciowy i na, zatem jest odwracalny, czyli A ¢ o(T).
Jesli Y = Ker(T — Ald), to T(By) = ABy, czyli Y musi by¢ skoficzenie
wymiarowe dla A # 0.

iii) Zatézmy, ze r > 01 o(T) N{A: |A| > r} jest nieskonczony. Wtedy ze
zwartosci o(T) wynika, ze istnieja A, € o(T') parami rézne, |\,| > r takie,
ze A\ — Ao € o(T). Z punktu ii) wynika, ze A, sa wartoSciami wlasnymi,
czyli istnieja x,, # 0 takie, ze Tx,, = ApTy.

Pokazemy najpierw, ze x1, z9, ... sa liniowo niezalezne. Zalézmy przeciw-
nie i weZzmy najmniejsze m > 1 takie, ze x1,...,x, sg liniowo niezalezne,
a Ti,...,Tm+1 S3 liniowo zalezne. Wtedy istnieja aq,...,a,, € F takie, ze
Tm41 = 2 peq OTg, stad

m m
Amt1Tma1 = Ty = Z aglxy, = Z QR ATk
k=1 k=1

czyli
m
Ak
0=2m+1 — Tmt1 = Z ak( - 1)$k,
k=1 m+tl
co wobec liniowej niezaleznosci x1, ..., T, oznacza, ze @] = ... = Q;, = 0,

czyli x,, = 0. Zatem dostalidémy sprzecznosé i wykazaliémy liniowa niezalez-
nosé (xn)n>1-

Niech X,, := Lin(x1,...,2,), znajdzmy wektory y, € X, takie, ze
lyn|| = 1 oraz dist(yn, Xp—1) > 3. Zauwazmy, ze (T — A\,)(Xn) C X1,
stad dla n > m,

Yn 1

1 1
)\*nTyn - ETym =yn+ (T — )\nId))\*n - ETym =!Yp + Zn,
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gdzie z, € X,_1, zatem

1

HiTy” T

1 ) 1
TymH P dlSt(ynan—l) Z .
An 2
Ale A\, — Ao oraz ||Ty,|| < ||T||, wiec (ﬁ — )%O)Tyn — 0, czylidlan >m >
no,
1 1 1
i - > —
HAOTyn /\OTymH 1
co pokazuje, ze Ty, nie moze mie¢ podciagu zbieznego i przeczy zwartosci

T. O

10 Operatory na przestrzeni Hilberta

10.1 Sprzezenie Hilbertowskie

Definicja 10.1. Zalézmy, ze H jest przestrzenia Hilberta, a T': H — H jest
ciaglym operatorem linowym. Operator T™ okreslamy na H wzorem

(Tz,y) = (z, T"y) dlax,yeH. (13)

Fakt 10.2. Definicja jest poprawna, tzn. dla y € H istnieje dokiadnie jeden
wektor T*y € H spelniajacy (13). Ponadto T* € B(H) oraz | T*| = || T

Dowdd. Dla ustalonego y € H przeksztalcenie x +— (Tx,y) jest liniowe i cig-
gle na H (gdyz [(T'z,y)| < |Tz||ly| < |z|||T]|ly|), zatem z twierdzenia Riesza
istnieje dokladnie jeden wektor Ty taki, ze (Tx,y) = (z, T*y) dla wszyst-
kich x € H. Liniowo$¢ T* jest tatwa konsekwencja definicji, by wykazaé
ciagltos¢ liczymy

IT7[ = sup [T*y| = sup sup [(z, T"y)| = sup sup |(T'z,y)]

ly|<1 lz|<1 |y|<1 ly|<1 |=|<1
= sup |Tz| = ||T|.
lz]<1

Uwaga 10.3. Warunek (13) mozna zastapi¢ rownowaznym

(T*z,y) = (x,Tyy dlax,yecH.
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Uwaga 10.4. Przestrzen Hilberta jest przestrzenig Banacha, dla operatora
T € B(H) mozemy zatem zdefiniowaé sprzezenie hilbertowskie i banachow-
skie, ktore bedziemy przez chwile oznaczaé¢ odpowiednio przez T*H i T*B.
Zalézmy, ze H = l2(A) (jak wiemy kazda przestrzen Hilberta jest izome-
tryczna z pewnym f2(A)), wtedy przestrzen H* tez mozemy utozsamiaé z
l3(A) i mamy

(T*Pz, ) =T (2)(y) = 2(Ty) = Y an(Ty)e = (Ty,T) = (y, T*"z)
keA

= (T*Hz,7),

gdzie dla z = (2;) € l2(A) definiujemy z := (z;). Mamy zatem T*Pz =
T+Hz. W przypadku rzeczywistej przestrzeni Hilberta mozemy zatem utoz-
samiaé sprzezenia hilbertowskie i banachowskie. W przypadku zespolonym
nie mozemy tak robié¢, gdyz np. dla T = iId mamy T*7 = —ild, za$
T*B = iId. Wiaze sie to z tym, ze twierdzenie Riesza definiuje antylinio-
wa izometrie H i H*. W dalszej czesci tego wykladu przez T bedziemy
oznaczaé sprzezenie hilbertowskie.

Przyktad 1. Gdy ‘H = F" z naturalnym iloczynem skalarnym oraz Tx =
Az, to T*x = A*x.

Przyktad 2. Gdy H = Lo(X, p) oraz Tf = hf dla pewnego h € Loo(X, 1),
to T*f = hf.

Fakt 10.5. Dia T, S € B(H), A € F mamy

i) (T7)* =T,

i) (T + S)* =T* 4+ S*, (\T)* = \T*,

iii) 1d* =1d, (T'S)* = S*T*,

i) T jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy T jest odwracalny, ponadto
()t = (1,

0) o(T*) = o(T) i Ry(T*) = Ry(T)",

vi) T jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy T™ jest zwarty.

Dowdd. 1)-iii) latwo wynikaja z definicji, iv) wynika z iii), a v) z iv). Wia-
sno$é¢ vi) byla udowodniona w ogdlniejszym przypadku przestrzeni Bana-
cha. O

10.2 Operatory unitarne i samosprzezone

Definicja 10.6. Operator T € B(H) nazywamy:
i) samosprzezonym (lub hermitowskim), jesli T* =T,
ii) unitarnym, jesli T=1 = T* (czyli T*T = TT* = 1d),
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iii) normalnym, jesli T*T = TT*,
iv) nieujemnym, jesli (Tx,z) > 0 dla z € H.
Przyktad. Operator f — fh na Ly(X,u) jest normalny dla dowolnego

h € Lo, samosprzezony, jesli h(x) € R dla p-p.w. x oraz unitarny, jesli
|h(x)| =1 dla p-p.w. z.

Fakt 10.7. Zalozmy, zZe T jest samosprzeZonym operatorem na przestrzeni
Hiberta H. Wowczas

i) (Tz,z) € R dla wszystkich v € H;

i) | T = supjyj=1 (T, ).

Dowdd. By wykazaé i) wystarczy zauwazy¢, ze
(Tx,z) = (x,T*z) = (x,Tx) = (Tz,x).
ii) Dla dowolnego T' € B(H),

sup [(T'z,z)| < sup [T[[z] <[|T]].
|z|=1 |z|=1

Dla operatora samosprzezonego

<T.%',y> = <.%',Ty> - <Ty,.%'>,

zatem
Re(Tw,y) = 5({T,y) + (T,9)) = 3 (T ) + {Ty, )
= T+ )2+ 3) — (T —y),2~ )
Re(Tz,5)] < {(Ta + ),z +9)| + (T —y),2 — )
< 3+ + 2~ yP) sup (T2, 2)
|z|=1
= 2P +1yP) sup (T2, 2)]
|z|=1
Stad

|T|| = sup |Tz| = sup sup |Re(Tx,y)| < sup |(Tz, z)|.
|lz|<1 lyl<1 |z[<1 |z]=1
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Whiosek 10.8. Dla dowolnego T € B(H), | T*T| = | TT*|| = ||T|*.
Dowdd. Operator T*T jest samosprzezony, wiec

7T = P (T Tz, z)| = sup (T, Tz)| = ||T|*.
Tr|= Tr|=

Zamieniajac T na T* dostajemy | TT*|| = [|[(T*)*T*|| = ||T*||> = |T|>. O
Fakt 10.9. Jesli T jest operatorem samosprzezonym, to o(T) C R.
Dowod. Mamy dla A\, u € R,
Tz — (A +ip)z]* = [Tz — Az|* + 1 |z)? + 2pdm (T — M\d)z, z)
= Tz — Ml + p?|z* > p?| .
Zalézmy, ze p # 0, wtedy S = T — (A +ip)Id jest izomorficznym wlozeniem,
by pokazaé, ze jest odwracalny musimy pokazaé, ze jest ,na”. Wiemy, ze

M = S(H) jest domknieta podprzestrzenia H, jesli y € M=, to dla dowol-
nego x € 'H,

(#,Ty) = (Tx,y) = (Sz,y) + (A +ip)(z,y) = (2, (A —in)y).
Zatem Ty = (A —ip)y, czyli y = 0 (bo u # 0), stad M+ = {0}, a wiec
M ="H. O]
Twierdzenie 10.10. Operator T' € B(H) jest unitarny wtedy i tylko wtedy,
gdy T jest izometrig i T(H) = H.
Dowdd. ,=". T jest odwracalny, wiec T'(H) = H, ponadto
Tx|? = (Tx, Tx) = (T*Tx,x) = (x,2) = |z,

wiec T' jest izometrig.
»<=". Dla x € 'H zachodzi

(x,2) = |z|* = |Tx|? = (Tx,Tx) = (T*Tx, x).
Stad dla z,y € H,

1
Re(z,y) = (jo +y* — o — y[*)

= i((T*T(l‘ +y)xty — (T"'T(x—y),z—1y))
= ST Tay) + (T Ty, ) = (T T, y) + {9, T°Ta)

=Re(T"Tz,y).
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Ponadto
Im(x,y) = —Re(iz,y) = —Re(T"Tiz,y) = Im(T"Tx, y),
stad dla dowolnych z,y € H,
(,y) = (T"Tz,y)
czyli T*T = 1d. Poniewaz z zalozenia T jest ,na”, wiec T" jest odwracalny i
Tl =T" O
10.3 Rozklad spektralny operatoréw zwartych

Fakt 10.11. Jesli T jest zwartym operatorem samosprzezonym, to ||T'|| lub
—||T|| jest wartoscig wlasng T.

Dowdd. Oczywiscie wystarczy rozpatrzeé przypadek ||T|| > 0. Wiemy (Fakt
10.7), ze (T'x,z) € R oraz

IT|| = sup [(Tz,z)],
Jlel=1

zatem istnieje ciagg wektorow x, o normie 1 taki, ze
(Twn, zn) = A e {=|TI, 1T},
pokazemy, ze A jest wartoscig wtasna T'. Mamy
Tz, — Azn|? = |Txp|® + N2n|? — 20Re(Tx,, 2,) < 202 — 2ARe(Tzy, 1),

zatem |Tx, — \x,| — 0. Ze zwartosci T wynika istnienie ciagu ny i y € H
takich, ze T'xz,, — y. Zauwazmy, ze

Ap, = —(Tan, — Aay,) + Tan, — v,
zatem |y| = |A| # 0 oraz
Ty = lim T(Azp,) =X lim Tz,, = Ay.
k—o00 k—o00
O

Fakt 10.12. Zalozmy, ze T jest operatorem samosprzezonym na przestrzens
Hilberta 'H. Wowczas

i) jesli x iy sq wektorami wtasnymi T odpowiadajgcymi réznym warto$ciom
wlasnym, to (x,y) =0,

ii) jesli M jest podprzestrzeniq niezmienniczq T (tzn. T(M) C M), to M+
tez jest podprzestrzeniq niezmienniczg T .
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Dowdd. 1) Zalézmy, ze Tx = Az, Ty = py, A # u, wéwczas

Mz,y) = (Tz,y) = (z,Ty) = w(z,y),

stad (z,y) = 0.
ii) Zalézmy, ze x € M~ wtedy dla dowolnego y € M, (Tx,y) =
(z,Ty) =0, zatem Tz € M*. O

Kolejne twierdzenie mozna traktowaé jako uogdlnienie faktu z algebry
liniowej moéwiacego, ze kazda macierz samosprzezona jest diagonalizowalna
w bazie ortonormalnej.

Twierdzenie 10.13 (Hilbert-Schmidt). Zalézmy, ze T jest zwartym, samo-
sprzezonym operatorem na przestrzeni Hilberta H. Wowczas istnieje uklad
o.n. (up)N_i, N < dimH w przestrzeni H oraz niezerowe liczby \, o nie-
rosngcych modulach takie, ze Tu, = Ayuy, @ Tx = 0, jesli (x,u,) = 0 dla
wszystkich n. Ponadto, jesli N = oo, to limy, ..o Ap = 0.

Dowdd. 7 ogblnej teorii operatoréw zwartych (Twierdzenie 9.14) wiemy, ze
niezerowe wartosci wlasne T sg skonczonej krotnosci oraz istnieje tylko skon-
czenie wiele warto$ci wlasnych o module wigkszym od ustalonej liczby. Za-
tem mozemy niezerowe warto$ci wlasne (wypisane z krotnosciami) ustawié
w ciag (byé moze skoficzony) (A\,)N_; taki, ze [A1| > |Xao| > ... oraz, jesli
N = 00, limy, oo Ay = 0. Z Faktu 10.12i) istnieje uktad o.n. (u,)Y_; taki,
ze Tup = Apuy, niech M := Lin(uy, ug,...). Zauwazmy, ze TM C M, wiec,
na mocy Faktu 10.12ii), T: M+ — M*. Niech T = T|,,., wtedy T jest sa-
mosprzezony 1 nie ma niezerowych wartosci wtasnych, zatem z Faktu 10.11,
T=0. O

Uwaga 10.14. i) Jedli T, wartoéci wlasne (\,)_; i ukltad o.n. (u,)2_; jest
jak w twierdzeniu Hilberta-Schmidta, to

N
T= Z An (5 U Yl
n=1

Nietrudno wykazaé (zob. dowéd Twierdzenia 10.16), ze dla N = oo podany
szereg jest zbiezny w normie operatorowe;.

ii) Oczywidcie uktad (u,)Y_; mozna rozszerzyé¢ do bazy o.n. przestrzeni H
zlozonej z wektoréw wlasnych (z wartos$ciami wlasnymi zero dla dodanych
wektoréw).
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Uwaga 10.15. Twierdzenie Hilberta-Schmidta pozwala zdefiniowaé rachunek
funkcyjny na zwartych operatorach samosprzezonych. Niech (u,,)Y_; bedzie
uktadem o.n. H oraz (\,)Y_; wektorami wlasnymi T takimi jak w Twier-
dzeniu 10.13, wtedy mozemy okresli¢

N
FT) = FOId+ D (F(An) = F(0) (- un)un — dla f € log(a(T)).

(Jesli f jest nieciagla w zerze oraz N = 0o, to zbieznosé szeregu operatoréow
nalezy rozumieé jako punktowa na H, dla f ciagtych w zerze mamy zbiez-
no$¢é w normie operatorowej.) Woéwczas, jesli f = S0, apz®, to f(T) =
aold+YJ, axT*, ponadto (f +9)(T) = F(T)+g(T), (f9)(T) = f(D)g(T) i
ANT) = Af(T), czyli f+— f(T) okresla homeomorfizm miedzy algebrami
(o (T)) § B(H).

Okazuje sie, ze dla operatoréw samosprzezonych mozna okresli¢ podobny ho-
meomorfizm z C(o(T)) w B(H), ale wymaga to rozwiniecia nieco bardziej
zZaawansowanej teorii.

Nastepny rezultat uogdlnia nastepujacy fakt z algebry liniowej — kazda
macierz A € M, «, mozna przedstawi¢ jako A = U|A|, gdzie |A| = VA*A
jest nieujemng macierza samosprzezona, a U jest macierza unitarna (czyli
U przeksztalca uklad o.n. wektoréw wiasnych |A| na inny uktad o.n.).

Twierdzenie 10.16. Zalozmy, Ze T jest zwartym operatorem na przestrzeni
Hilberta H. Wéwczas istniejq uktady ortonormalne (un)N_q i (va)N_q, N <
oo oraz liczby dodatnie (M\,)N_, takie, ze

N
T = Z >\n<'yun>vna
n=1

przy czym powyziszy szereg jest zbieiny (dla N = 0o) w normie operatorowey.

Dowdd. Operator S = T*T jest zwarty, samosprzezony i nieujemny. Z Twier-
dzenia 10.13 wynika, ze istnieje uktad ortonormalny (u,)Y_; taki, ze Su, =
ntiy i S znika na podprzestrzeni Lin(u,: n < N)*. Z nieujemnosci S wy-
nika, ze p, > 0. Niech

. 1
A= 1 Up = )\—Tun,
n

wowcezas

Un
AnAm

(T*Tup, ) =

<Um'Um> = <Umum> = 5n,m7

AnAm
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czyli (vy,)_; jest uktadem o.n.. Wezmy dowolny z € H, wtedy
N
Z .13 un Up + X0,
n=1

gdzie Txzg = 0 oraz szereg S°N_ (&, u,)uy, jest zbiezny w normie. Zatem

N N N
Ty = T( Z(m,unmn) = Z(x, Up )Ty = Z An (T, U YUy
n=1 n=1 n=1

Ponadto dla m < N,

Tr — A, Uup)vn| = An X, up)v )\qu
| Z ol =] S Ml = 3 DI

n=m+1 n=m+1
stad

‘T Z)\ , Up vn‘ < n;ggl])\n\ — 0

przy m — o0. O

10.4 Problem istnienia podprzestrzeni niezmienniczej
Nastepujacy wazny problem pozostaje otwarty:

Problem 10.17. Czy kazdy operator T € B(H) na nieskorniczenie wymiaro-
wej zespolonej przestrzent Hilberta H ma wiasciwg domknietq podprzestrzen
niezmienniczq, tzn. czy musi istnie¢ domknieta podprzestrzen M taka, zZe

TM C M oraz M ¢ {{0}, H}.

Odpowiedz jest twierdzaca dla wielu klas operatoréw (np. operatoréw
normalnych oraz operatoréw zwartych). Podobne pytanie mozna zadaé za-
mieniajac przestrzen Hilberta na nieskonczenie wymiarows przestrzen Ba-
nacha X. Wowczas odpowiedz zalezy od przestrzeni — Charles Read skon-
struowal operator T' € B({1) bez wlasciwej podprzestrzeni niezmienniczej,
z drugiej za$ strony sa przestrzenie Banacha X w ktorych jest na tyle mato
operatoréw ograniczonych, ze mozna wykazaé, ze kazdy z nich ma podprze-
strzen niezmiennicza (np. Spiros Argyros i Richard Haydon rozwiazali w
2009 dtugo otwarty problem i skonstruowali oérodkowa przestrzen Bana-
cha w ktérej kazdy operator ograniczony jest postaci AId + T, gdzie T jest
operatorem zwartym).
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11 Transformata Fouriera

11.1 Transformata Fouriera na L,. Podstawowe wlasnosci

Definicja 11.1. Dla f € L1 (R") okreslamy tranformate Fouriera f, F f = f
wzorem

o~

Fi@) = @)= [ fwe iy

Uwaga 11.2. Jesli X jest n-wymiarowym wektorem losowym z gestoscia g,
to oczywiscie g jest catkowalne oraz funkcja charakterystyczna X, ¢x(t) =

9(=1).

Przyktad 1. Jesli f = 1,4, a <b,todlaz #0
- b ) —iar _ ,—ibx
flx)= / ey = S "

a ir

Przyktad 2. Jeslia > 0 oraz f(z) = e~ 2 € R, to f(z) = \/ge*‘xp/(‘l“).
Istotnie, zmienna losowa G o rozkladzie normalnym ze $rednia zero i

wariancja i ma gestosé \/g f, stad

f) =\ Toal-) = [T

Przyktad 3. Jesli f(z) = [[i—1 fu(wx), gdzie fr, € Li(R), 1 <k <n, toz
twierdzenia Fubiniego, f € Li(R™) i f(x) = [[i—; Frlzr). W szczegolnosm
Przyklad 2 uogdélnia sie na R"™ — jesli a > 0 oraz f(z) = e —alel® 3 e R™, to
flz) = (Z)n/2e e/ (a),

Twierdzenie 11.3 (Riemanna-Lebesgue’a). Jesli f € Li(R"), to F jest
funkejq jednostagnie ciggly, || fllso < ||f|l1 oraz lim 5 oo f(z) =0.

Dowdd. Mamy

Fath=Fal< [ |r (e eto—e i)y = [ |rw)etn—1]ay

1 z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej latwo otrzymujemy
jednostajna ciaglosé f. Nier6wnosé |f(x)| < || f]l1 jest tatwa, stad ||fllco <
111

71



Ustalmy f € Li(R™), wowczas dla e > 0 istnieje g funkcja prosta postaci
g => ey arly,, gdzie Ay sa prostopadloscianami (czyli produktami odcin-
kéw) oraz ||f — glli < e. Z Przyktadéw 11 3 wynika, ze lim|,_ g(x) = 0,
stad R R
lirﬁlsup!f(fv)! <G = flloo <llg = fllh <e
xTr|—0oQ

i z dowolnosci € > 0 mamy lim|;|_,o f(m) =0. O

Definicja 11.4. Splot funkcji f,g € L1(R") definiujemy jako

frg)= [ =y (14)

Fakt 11.5. Jesli f,g € L1(R™), to calka (14) jest dobrze okreslona dla p.w.
. ponadto f+g € Li(R") oraz || f+glly <|[fll1]lgll-

Dowod. Mamy na mocy twierdzenia Fubiniego

L[ re=gwldyde = [ 1ol [ 1f@=yldady = [ lilgls < oo,

co pokazuje w szczegdlnosdci, ze [ |f(x — y)g(y)|dy < oo dla p.w. z € R”,
czyli splot jest dobrze zdefiniowany, oraz, ze || f * g|l1 < ||fll1/lg]1- O

Fakt 11.6. Jesli f,g € Li(R"), to f+g = 4.

Dowéd. Poprzedni dowéd pokazuje, ze f(z — y)g(y)e " ®2) € Li(R™ x R"),
stad na mocy twierdzenia Fubiniego,

f/*\g(g):/ ””Z/ f(z —y)g(y)dydx
:/ /fac— e dady = f(2)3(2).

11.2 Przedluzenie na L,. Transformata odwrotna

Fakt 11.7. Jesl fl,fg S L1<Rn>, to

L @@ = [ f@hed
R» R
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Dowdd. Stosujac twierdzenie Fubiniego dostajemy

| R@n@de= [ [ fi@e iy )
= [ 1) [ h@e ey = [ ARy
Ul
Okreslmy dla f: R" — R iy € R funkcje 7, f wzorem
nf@) = f+y) veR"

Fakt 11.8. Zaloimy, ze 1 <p < oo i f € Ly(R) wtedy

/
It = Sl = ([ 15 +3) = )Paz) ™ — 0 pray y — o

Rownowaznie, przeksztalcenie y — 1, f jest ciggle z R™ w L,(R™).

Dowdd. Jedli f jest funkcja ciaglta o no$niku zwartym, to teza wynika tatwo
z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej. Jesli f jest dowolne,
to dla € > 0 mozemy znalezé funckje ciggla ¢ o nosniku zwartym taka, ze
1f = gllp < €1 whedy

Iy f = Fllp <7y f =7y9llp+ 799 —=3llp+ 9= Fllp = 2llg=Fllp+ 79 —9llp <

dla dostatecznie maltego |y|.
W ten sposéb pokazaliSmy cigglos¢ przeksztalcenia y — 7, f w zerze, by
wykazaé cigglo$¢ w yo # 0 wystarczy zauwazy¢, ze Tyyy, f = TyTy, f- O

Twierdzenie 11.9. Zaldimy, ze f € L1(R") N La(R™), wowczas

L Fwkay = o [ 1)

Dowdd. Zdefiniujmy dodatkowo f(z) := f(—x)ig:= f*f. M

o@) = [ S@—n)Ihdy = [ S+ n)Thy
R R

w szczegbdlnosci
1/2 _ 1/2
s@l < ([ 1f@+wPag)” ([ Fkd) " = 1513 <
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oraz

90 = [ 17()dy.
Szacujemy

l9(x) — g(0)] = )/Rn(f(ﬂy) — F)Fy)dy| < /Rn (@ +y) = W) (y)|dy
< Al f = Fll2ll Fll2;

co na mocy Faktu 11.8 pokazuje ciagtos¢ g w zerze.
Zauwazmy, ze

fy) = / f(a)e 0 dr = /R f@)e eV dz = /]R f@)eiendz = f(y),

zatem g = ff = |]?|2 Dla € > 0 z Faktu 11.7 otrzymujemy,

/ () Pe da :/ g)e P ar = | g(x)e—cloldz
n R"/ R’VL
n/2 o2
= (g) / g(x)efuls dz.
Oczywiscie

[1f@pe s = [if@p praye—o

By zbadaé¢ zbieznos¢ drugiej strony réwnosci skorzystamy z tego, ze funkcja
(4em)~™ 2e—lal?/(4e) jest gestos$cia zmiennej losowej, zatem
T\ "/2 _la? n 1 _la?
()" [ ote 5w = 0 (90) + o [ (0(V220) —g(0))e™ F a)
— (27)"g(0) przy £ —0
na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej (funkcja g jest
ograniczona i ciagla w zerze). O

Whniosek 11.10. Przeksztalcenie Ff = f mozna w jednoznaczny sposob
przediuzyé z L1(R™)N Lo (R™) do cigglego liniowego przeksztalcenia z Lo(R™)
w La(R™). Dla f € La(R™),

L@k = o [ 1@
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oraz ||f — fall2 — 0 pray A — oo, gdzie
fa(z) :/ e~ ") f(z)da.
|z[<A

Ponadto f — (27)""2f jest przeksztalceniem unitarnym na Ly(R™).

Dowdd. Przestrzen Lq(R™) N Ly(R™) zawiera funkcje ciagle o no$niku zwar-
tym, wiec jest gesta w Lo(R™). Twierdzenie 11.9 pokazuje zatem, ze F moz-
na jednoznacznie przedtuzy¢ na przestrzen Lo(R™) oraz || f]j2 = (27)"/2| |2
Dla f € Ly niech fa(z) = f(2)1{jz<ay, Wtedy fa — f w Lo przy A — oo,
skad fa — f w Lo.

Wiemy, ze f — (2m)~"/ 2]? jest liniowa izometria na Lo(R™), musimy
pokazaé, ze jest na, czyli M := F(L2(R"™)) = La(R™). Oczywiscie M jest
domknigta podprzestrzenia Lo, z Faktu 11.7 latwo wynika, ze jesli f € M -
to f =0, czyli f = 0, zatem ML = = {0}, co wobec domknietosci M 1mphkuJe
ze M = Lo. ]
Uwaga 11.11. By unikngé czynnika (27)~"/2 wielu autoréw przeskalowuje
transformate Fouriera tak by byla ona operatorem unitarnym. Mozna to

osiggnaé rozwazajac f (2713:) albo (2m)~"/2 f zamiast f

Twierdzenie 11.12. Dia f € Lao(R™) mamy ;(x) = 2m)"f(—x), czyli
f(z) = (2m) 7" f ().

Dowdd. Operator (2m)~"/2F jest unitarny na Lo, zatem F—' = (21)"F*.
Fakt 11.7 zachodzi przez tatwa aproksymacje dla f1, fo € Lo(R™), co ozna-
cza, ze F* f(x) = Ff(—x). Zatem FF f(x) = FF* f(—z) = 2m)" f(—z). O
Whiosek 11.13. Zaldimy, ze f € L1(R") oraz f € Li(R"). Wowczas

1 = 1
AT

flz) = /n Fy)e™¥dy  dia p.w.

w szczegolnodci f pokrywa sie p.w. z funkcjg jednostajnie cigglq, znikajgcq
w nieskonczonosci.

Dowdd. Niech g, = (%)”/26_““”‘2 dla a > 0, wtedy

1+ gall3 < 11f * galloollf * gallt < I fll1llgallooll fll1llgall < o0

czyli f % g, € Lo. Ponadto
f/*E(x) = f(2)qa(z) = f(x)e e/ (4a)
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zatem z udowodnionego poprzednio wzoru na odwrécenie w Ly dostajemy

1 ~ 2 . 1 ~ .
- —lyl?/(4a) yil@y) g / i) q
f*90(®) = oy /Rn fy)e Iy = o Je S W)y
przy a — oo i wystarczy skorzystaé z ponizszego lematu. O

Lemat 11.14. Dia f € L1(R") i g, = (%)”/26*‘1"42 mamy || f*ga— f|l1 — 0
pray a — oo.

Dowdd. Funkcja g, jest gestoscia, stad
Hf*ga - f”l = /]R” "/R”(f(w — y) — f(x))ga(y)dy‘dm
S /n /n |(f(x —y) = f(2))ga(y)|dydz
:/ 9a<y)/ |(f(z —y) — f(z))|dzdy
Rn R™
= [ 9u®lirsf ~ Flhdy.

By zakonczy¢ dow6d wystarczy zauwazy¢, ze |7y f — flli < |7y flli + | fll1 =
2| fllx dla wszystkich y, z Faktu 11.8, ||7,f — f|i < e dla |y| < § oraz
f‘y|>§ 9a(y) — 0 przy a — oo. O

11.3 Zwiazki z rdézniczkowaniem. Klasa Schwartza funkcji
szybko malejacych

Twierdzenie 11.15. Dia dowolnego multiindeksu o, R

i) jesli 2P f(z) € Li(R") dla 0 < B < a, to D*f istnieje oraz D*f =
((=iz)*f); - ~

it) jesli dla 0 < B < a, D f € Ly(R™), to D*f = (iz)*f.

Dowdd. Przez tatwa indukcje wystarczy udowodnié obie czeéci dla a =
(1,0,...,0).
i) Mamy

~ ~

f(y + he}i) — (y) _ /n f(x)efi@c,y) e_ih: -1

dz,

funkcja podcatkowa dazy punktowo przy h — 0 do —izy f(z)e “@¥) oraz jej
modul jest majoryzowany przez |z1f(z)| € L1, wiec
- - B F
ﬁ(y) i L) — ()

(91‘1 h—0 h

_ / iz f(z)e "V dz = Zizg f(y).
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ii) Calkujac przez czesci dostajemy

/h 9 —iz _— —ix —ih ih
— f(x)e ™ Wdxy = iy th(w)e Widzy 4 f(h)e” "™ — f(—h)e"¥1.

—h 6.%'1

Jedli f € L1, to mozna znalezé ciag hy, — oo taki, ze

lim |f(£hk, z2,...,zp)|dze - -dzy, =0

k—o00 Rn—1

i dostajemy

) = [ e f@)e e =i [ @ e = ign ).

rn 021
O]

Definicja 11.16. Funkcje f € C*°(R") nazywamy funkcjq szybko malejg-
cqg lub funkcjg z klasy Schwarza, jesli dla dowolnego a € N™ i dowolnego
wielomianu n zmiennych P,

sup |P(z)D*f(z)| < oc.
TER?

Przestrzen S(R™) funkcji szybko malejacych nazywamy przestrzenig Schwart-
za.

Przyktady. Funkcje C*° o noéniku zwartym sa oczywiscie szybko ma-
lejace. Funkcja exp(—alz|?) dla dowolnego a > 0 nalezy do przestrzeni
Schwartza.

Uwaga 11.17. Oczywiscie f € S(R™) wtedy i tylko wtedy, gdy f jest klasy
C™ oraz dla dowolnego multiindeksu ai k =0,1,...

lim (14 |z|? )" |D*f(x)| =

|z|—o0

Przetrzen S(R™) jest przestrzenia liniowo-metryczna z metryka

[e.e]

=2 " min{|lf — glls. 1},

gdzie
I£1lx := sup sup (1+ [2[*)*|D* f(2)].

z€R™ |o|<k
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Twierdzenie 11.18. Transformata Fouriera zachowuje przestrzen Schwart-
za, tzn. F(S(R™)) = S(R™).

Dowdd. Jedli f € S(R™), to z*f € S(R") C L1(R™) dla dowolnego multiin-
deksu «, stad, na mocy Twierdzenia 11.151), feC®oraz D°f = ((—ix)™fY
dla dowolnego a.

Ponadto, jesli f € S(R"), to D°f € S(R") C Ly (R™) dla dowolnego 3,
zatem Twierdzenia 11.15ii) implikuje, ze (z’x)a]?: D f jest funkcja ciagla i
ograniczona. Zamieniajac f na g = (—iz)?f dostajemy (iz)®g = (ix)o‘Dﬁf
jest ograniczone, dla dowolnych «, 8, zatem f e S(R™).

WykazaliSmy w ten sposéb, ze F(S(R")) € S(R™) By udowodnié, ze
kazda funkcja z klasy Schwarza jest transformata Fouriera funkcji z klasy
Schwartza wystarczy zastosowaé wzor na transformate odwrotna. O
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