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Вступ

Мета цього вступу полягає в тому, щоб надати короткий iсторичний огляд i описати iнтуiцiйнi пiдхiди,
пов’язанi з формальним визначенням ймовiрностi. Читач, який хоче вiдразу перейти до сутi справи,
може пропустити цей роздiл i перейти до глави 1.

Обчислення ймовiрностей - це сфера, яка супроводжує людство з давнiх часiв (поняття випадко-
востi або ризику природним чином виникає в контекстi азартних iгор). Iсторiя розвитку цiєї галузi
заслуговує на окрему монографiю, тому ми обмежимося лише елементарними вiдомостями щодо цьо-
го питання. Першi спроби формального, математичного пiдходу до цiєї галузi датуються 15 столiт-
тям: у 1494 роцi було надруковано перший пiдручник пiд авторством Л. Пачолi Summa de arithmetica,
geometria, proportioni e proportionalita, певнi частини якого стосуються теорiї ймовiрностей. У 16 сто-
лiттi Дж. Кардано, натхненний цим твором, написав книгу Liber de Ludo Aleae, присвячену азартним
iграм. Подальший розвиток галузi вiдбувався у зв’язку з жвавим листуванням П. Ферма i Б. Паскаля
щодо проблеми справедливего подiлу ставки (перша половина 17 ст). Серед багатьох видатних матема-
тикiв, якi займалися створенням теорiї ймовiрностей та її застосувань, слiд згадати Я. Бернуллi (Ars
Conjectandi, 1713 р.), А. де Муавра (The Doctrine of Changes, 1718 р.), П.-С. Лапласа (Théorie analytique
des probabilités, 1812 р.), слiд згадати також роботи Л. Больцмана i Дж. Ґiббса зi статистичної механiки
(кiнець 19 ст). Цiкаво, що до середини 20 столiття поняття ймовiрностi не було повнiстю визначено
математично. Це призвело до багатьох незручних i несподiваних парадоксiв (серед iнших Парадокс
Дж. Бертрана з кiнця 19 столiття, див. Роздiл 1 нижче), що пiдривало сенс трактування ймовiрностi
як роздiлу математики. Цi проблеми зникли, коли в 1933 роцi А. Колмогоров подав строгу аксiомати-
ку; цей рiк можна вважати початком сучасней теорiї ймовiрностей. Тут варто зазначити, що аксiоми
Колмогорова визначають ймовiрнiсть як мiру, нормалiзовану на вимiрюваному просторi; тому в 1940-х
i 1950-х роках панувала думка, що теорiя ймовiрностей насправдi є окремим випадком теорiї мiри та
статистики. Лише роботи Дж. Л. Дуба цього перiоду, якi запровадили певний iнновацiйний апарат
понять i аргументiв, дозволили сформувати обчислення ймовiрностей як окрему та незалежну галузь
математики.

На цьому ми закiнчуємо короткий iсторичний нарис i переходимо до iлюстрацiї основних проблем,
якi виникають при аналiзi навiть найпростiших питань. Наведенi тут мiркування будуть неточними,
формальнi визначення з’являться в наступному роздiлi. Почнемо з наступного простого завдання. При-
пустiмо, ми пiдкидаємо монету один раз i нас цiкавлять шанси отримати голову (реверс). Ми починаємо
аналiз iз перелiку всiх можливих результатiв, якi ми можемо отримати. У нашому випадку є два резуль-
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тати: голова („O”) або решка („R”); позначимо множину цих результатiв лiтерою Ω. Цим результатам
вiдповiдають шанси їх отримання, pO та pR, якi є числами в дiапазонi [0, 1], що задовольняють умову
pO+pR = 1. Як визначити цi числа? Очевидно, що нам потрiбно знати щось бiльше про монету, яку ми
пiдкидаємо. Легко уявити, що монета настiльки збалансована, що завжди випадає головою вгору; тодi
отримання голови - це певна подiя, а отримання решки - це неможлива подiя. У цiй особливiй ситуацiї
ми кладемо pO = 1, pR = 0. Подiбним чином, якщо результатом пiдкидання монети завжди є решка,
ми повиннi прийняти pO = 0, pR = 1. Отже без додаткової iнформацiї щодо „фiзичних” властивостей
монети ми не можемо нiчого сказати про шанси pO та pR. У багатьох типових прикладах монета вважа-
ється „правильною” (iнодi також використовується термiн „симетрична”), тобто i голова i решка мають
однаковий шанс появи. Тодi pO = pR, i умова pO + pR = 1 означає, що кожен iз цих результатiв має
ймовiрнiсть 1/2.

Щойно отримана вiдповiдь має дуже зручну iнтерпретацiю в „частотному” контекстi. А саме, щоб
визначити ймовiрнiсть отримання голiв, ми могли б дiяти iнакше. Пiдкинемо фiксовану монету бага-
то разiв, скажiмо, 10 000 разiв, i порахуємо, скiльки голiв ми отримаємо. Природно припустити, що
ймовiрнiсть отримання голiв має бути близькою до дрiбу

кiлькiсть пiдкидань, в яких були отриманi голови
10000

.

На практицi виявляється, що кiлькiсть отриманих голiв (отримана в серiї пiдкидань по 10 000 разiв)
коливається близько 5 000, тому наведене вище спiввiдношення є близьким до 1/2. Як зазначалося
ранiше, це пов’язано з частотною iнтерпретацiєю ймовiрностi (а також з так званими законами великих
чисел), ми розглянемо це бiльш детально в подальших роздiлах.

Тепер розглянемо трохи складнiший приклад. Припустимо, ми кидаємо гральну кiсть один раз i нас
цiкавить ймовiрнiсть отримання трiйки на верхнiй гранi. Як i в попередньому прикладi, ми починаємо
зi списку всiх можливих результатiв експерименту. Ми можемо отримати один, два, три, чотири, п’ять
або шiсть, тому ми беремо Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Кожному результатовi j ∈ Ω вiдповiдає свiй шанс pj ;
числа p1, p2, . . ., p6 є невiд’ємними i в сумi дають 1. Очевидно, що ми не можемо сказати нiчого
бiльше про цi числа, якщо нiчого не знаємо про фiзичнi властивостi кубика (наприклад, його можна
збалансувати так, щоб завжди було шiсть, тодi p1 = p2 = . . . = p5 = 0 , p6 = 1). У багатьох прикладах
кубик вважається правильним, тобто p1 = p2 = . . . = p6. Тодi з умови p1 + p2 + . . . + p6 = 1 випливає
рiвнiсть p1 = p2 = . . . = p6 = 1/6. Варто також зазначити, що розглянутий тут експеримент може
призвести до iнших питань. Наприклад, ми можемо запитати, якi шанси отримати число, що дiлиться
на три; отримати число не менше нiж чотири; i т.д... У першому з цих запитань нас цiкавить ймовiрнiсть
того, що результат буде належати множинi {3, 6}; в другiм, множинi {4, 5, 6}; загалом, кожне питання
вiдноситься до деякої пiдмножини множини Ω (ми будемо називати такi пiдмножини подiями). Щоб
надати вiдповiдi, ми складаємо ймовiрностi „одиничних” результатiв у цих множинах. Тож у першому
випадку ми отримуємо шанс 1/6 + 1/6 = 1/3, а в другому 1/6 + 1/6 + 1/6 = 1/2.

У наступному прикладi ми трохи ускладнюємо експеримент i розглядаємо подвiйне кидання граль-
ної костi. Припустiмо, ми хочемо знайти ймовiрнiсть того, що ми отримаємо однакове число в обох пiд-
киданнях. Цього разу одиничним результатом експерименту є пара чисел (i, j), i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} (пер-
ший елемент пари - це кiлькiсть пунктiв, отриманих при першому пiдкиданнi кубика, а другий елемент
пари - кiлькiсть пунктiв при другому пiдкиданнi). Множина Ω усiх таких пар є 36-елементовою, i якщо
кубик є симетричним, кожен результат має однакову ймовiрнiсть 1/36. В тим прикладi нас цiкавить
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ймовiрнiсть того, що отримана пара чисел буде належати множинi {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}.
Ця подiя складається з шести елементiв, кожен з яких має шанс 1/36; отже, вiдповiдь 6 · 1/36 = 1/6.

Переходимо до наступного прикладу. Розглянемо урну, яка мiстить одну бiлу, двi чорнi та три зеленi
кулi. Яка ймовiрнiсть того, що, витягнувши одну кулю з урни, ми витягнемо зелену кулю? Ми наведемо
два мiркування, що ведуть до вiдповiдi. Як i ранiше, почнемо з „технiчного” припущення щодо кульок:
ми припускаємо, що вони однакового розмiру та ретельно перемiшанi (iдея полягає в тому, що кожна
кулька має однаковий шанс бути витягнутою). Є три можливi результати: взяти бiлу („B”), чорну
(„С”) або зелену („Z”) кулю, тому беремо Ω = {B,C,Z}. Зауважимо, що, на вiдмiну вiд попереднiх
прикладiв, ймовiрностi pB , pC , pZ , що вiдповiдають цим результатам, тепер нерiвнi. Оскiльки чорних
куль удвiчi бiльше, нiж бiлих, ми очiкуємо, що ймовiрнiсть витягнути чорну кулю буде вдвiчi бiльшою
нiж ймовiрнiсть витягнути бiлу кулю: pC = 2pB . Аналогiчно отримуємо тотожнiсть pZ = 3pB , що в
поєднаннi з рiвнiстю pB + pC + pZ = 1 дає pB = 1/6, pC = 1/3 та pZ = 1/2. Отже, вiдповiдь 1/2.

Другий шлях розв’язання вищевказаної проблеми - це введення „колiрних вiдтiнкiв”; iншими сло-
вами, ми погоджуємося, що в межах фiксованого кольору кульки трохи вiдрiзняються. Тепер якщо ми
витягнемо одну кулю з урни, у нас буде шiсть можливих результатiв: Ω = {B,C1, C2, Z1, Z2, Z3},
кожен з яких вiдповiдає рiвно однiй кулi, тому iндивiдуальнi результати однаково ймовiрнi. Отже
pB = pC1 = pC2 = pZ1 = pZ2 = pZ3 = 1/6; нас цiкавить шанс, що результат буде належати множи-
нi {Z1, Z2, Z3}, так що отримуємо вiдповiдь 3 · 1/6 = 1/2.

У наступному прикладi множина потенцiйних результатiв експерименту буде нескiнченною (але злi-
ченною). А саме, припустiмо, що ми пiдкидаємо правильну монету, поки не випаде голова („О”). Який
шанс, що ми будемо пiдкидати монету щонайбiльше п’ять разiв? Як i вище, ми починаємо з перелiку
всiх можливих результатiв експерименту. Наш випадковий експеримент передбачає пiдкидання монети
поки не випаде голова, тому поодинчим результатом є послiдовнiсть решок, що закiнчується головою;
наприклад, послiдовнiсть (R,R,R,R,R,O) означає, що ми викинули п’ять разiв решки i тiльки у шо-
стому вiдкиданнi отримали голову. Отже

Ω = {(O), (R,O), (R,R,O), (R,R,R,O), . . .}

i ця множина нескiнченна. Спробуємо визначити ймовiрнiсть p(R,R,...,R,O) результату (R,R, . . . , R,O),
де маємо рiвно k решек (k — фiксоване цiле невiд’ємне число). Досить очевидно, що на вiдмiну вiд пер-
ших трьох прикладiв, рiзнi результати мають рiзнi ймовiрностi: наприклад, p(O) бiльше нiж p(R,R,R,O).
Щоб обчислити p(R,R,...,R,O), розглянемо дещо iнший експеримент: розглянемо k+1-кратне пiдкидання
монети i шанс отримати першу голову пiд час останнього пiдкидання. Цiлком зрозумiло, що ця ймо-
вiрнiсть дорiвнює числу p(R,R,...,R,O), яке ми шукаємо. Перевага цього модифiкованого експерименту
полягає в тому, що вiн має скiнченну кiлькiсть результатiв: ми кидаємо k + 1 разiв, отже

Ω =
{
(a1, a2, . . . , ak+1) : ai ∈ {O,R}, i = 1, 2, . . . , k + 1

}
,

i кожна послiдовнiсть має такий самий шанс бути отриманою. Оскiльки Ω мiстить 2k+1 елементiв, ми
робимо висновок, що ймовiрнiсть, яку ми шукаємо в початковому експериментi, дорiвнює

p(R,R,...,R,O) =
1
2k
.

В задачi нас цiкавить ймовiрнiсть того, що ми кинемо щонайбiльше п’ять разiв, тобто ймовiрнiсть подiї

{(O), (R,O), (R,R,O), (R,R,R,O), (R,R,R,R,O)}.
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Отже, ця ймовiрнiсть дорiвнює

p(O) + p(R,O) + p(R,R,O) + p(R,R,R,O) + p(R,R,R,R,O) =
1
2
+
1
4
+
1
8
+
1
16
+
1
32
=
31
32
.

Останнiй приклад буде трохи складнiшим. Припустiмо, ми вибираємо випадкове число в дiапазонi
[−1, 2] i хочемо знайти ймовiрнiсть того, що вибране число бiльше 1. Як i ранiше, ми починаємо аналiз
iз подання множини всiх можливих результатiв експерименту: Ω = [−1, 2]. Зауважте, що множина Ω
є нескiнченною i навiть незлiченною (це викликає певнi технiчнi ускладнення, див. Роздiл 1 нижче).
Цiкава для нас подiя – витягування числа, бiльшого за 1 – вiдповiдає дiапазону [1, 2]. Як визначити
ймовiрнiсть цiєї подiї?

Як i в попереднiх прикладах, неможливо дати вiдповiдь без додаткових знань про то як виконується
розiграш (вiдповiдь може бути неоднозначною). Наприклад, розiграш може бути таким: ми спочатку
пiдкидаємо правильну монету, потiм вибираємо 0 якщо отримали голову, i 1 якщо отримали решку.
Iнший приклад: ми кидаємо правильний кубик, а потiм дiлимо число на 3. Як бачите, в обох цих
прикладах ми отримуємо число з [−1, 2] (навiть бiльше: у першому випадку ми вибираємо число з
множини {0, 1}, а в другий - iз множини {1/3, 2/3, . . . , 2}). Читач легко поставить iншi, бiльш складнi
експерименти, результати яких належать до множини [−1, 2].

Тому нам необхiдно уточнити питання. Коли ми пишемо „ми вибираємо випадкове число з вiдрiзка
[−1, 2]” (без будь-якої додаткової iнформацiї), ми зазвичай маємо на увазi, що вибране число „має
однаковий шанс з’явитися в кожнiй частинi вiдрiзка”. Больш точно, це означає, що ймовiрнiсть того,
що результат належить данiй пiдмножинi A ⊂ Ω, пропорцiйна мiрi Лебега цiєї пiдмножини: ймовiрнiсть
A дорiвнює c|A| для певної константи c, що залежить лише вiд Ω. Щоб знайти цю константу, ми
пiдставляємо A = Ω. Це певна подiя (кожна вибрана точка, звичайно, належить Ω), тому вона має
iмовiрнiсть 1. Отже, ми отримуємо 1 = ймовiрнiсть Ω = c|Ω|, тобто c = 1/|Ω| i

ймовiрнiсть A =
|A|
|Ω|
.

Отже, повертаючись до нашого конкретного прикладу, ми отримуємо |[1, 2]|/|[−1, 2]| = 1/3.

1 Аксiоми теорiї ймовiрностей

Метою цього роздiлу є формальне введення основних понять теорiї ймовiрностей i дослiдження їх
основних властивостей. Припустимо, ми проводимо якийсь випадковий експеримент. Вiдразу виникає
питання: як це описати математично?

Як ми зуважили у вступi, ми можемо говорити про потенцiйнi „найдрiбнiшi” результати, якi ми
називатимемо елементарними подiями i позначатимемо ω. Множину всiх елементарних подiй ми по-
значаємо буквою Ω.

Приклади:
1. Пiдкидання однiєї монети. Можливi два результати: Ω = {O,R}.
2. Пiдкидання гральної костi. Можливi шiсть результатiв: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Як ми бачили в попередньому роздiлi, ми часто зацiкавленi не стiльки в конкретному результатi ω,
скiльки в тому чи належить вiн до визначеної пiдмножини Ω. Такi пiдмножини називаються подiями i
позначаються лiтерами A, B, C, . . ..
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Приклади:
3. Кидаємо кубик двiчi, A – загальна сума дорiвнює 4. Маємо

Ω =
{
(i, j) : i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}

}
та A = {(1, 3), (2, 2), (3, 1)}.

4. Пiдкидаємо монету доки не отримуємо голову, A – потребуємо для цього максимум три пiдкидан-
ня. Один досвiд зводиться до серiї пiдкидань монети, що закiнчується головою. Як поодинчий результат
можемо взяти послiдовнiсть результатiв, отриманих у послiдовних вiдкидуваннях:

Ω =
{
(O), (R,O), (R,R,O), (R,R,R,O), . . .

}
.

Подiя, що нас цiкавить, вiдповiдає пiдмножинi

A =
{
(O), (R,O), (R,R,O)

}
.

5. Обертання колеса рулетки, A – стрiлка зупиняється в другiй чвертi. Тодi Ω = [0, 2π) i A = [π/2, π].

Szczególne zdarzenia, interpretacje dzia lań i relacji na zdarzeniach:

· Ω – певна подiя,

· ∅ – неможлива подiя,

· A ∩B – вiдбулися обидвi подiї A, B,

· A ∩B = ∅ – подiї несумiснi,

· A ∪B – вiдбулося A або B,

· A′ – заперечення A (A′ – доповненням множини A),

· A \B = A ∩B′ – A вiдбулося, а B – нi,

· A ⊆ B – A спричиняє B.

Перейдемо до iншого важливого питання. Припустимо, що Ω є фiксованою множиною, i спробуємо
подумати про те, якi пiдмножини Ω будуть/можуть зацiкавити нас у подальших мiркуваннях, позна-
чимо клас цих „допустимих” пiдмножин через F . На перший погляд, здається, що ця проблема не
має сенсу: чому ми не можемо просто перевiрити всi можливi пiдмножини, тобто чому б не поставити
F = 2Ω? Що ж, виявляється, що цей вибiр добре працює, коли Ω не бiльше нiж лiчильна. З iншого боку,
для |Ω| > ℵ0 клас 2Ω загалом занадто великий – у багатьох випадках виникають проблеми з визначе-
нням ймовiрностей для нього. Це, як наслiдок, змушує вибрати конкретну пiдродину 2Ω. Як вибрати
таку пiдродину? Розумний клас F повинен бути замкнений вiдносно взяття лiчильних сум, добуткiв та
протилежних подiй, щоб мати можливiсть виконувати основнi операцiї над подiями (див. список опера-
цiй вище). Це, у свою чергу, призводить до постулату, що F є деякою видiленою σ-алгеброю пiдмножин
Ω. Нагадаємо вiдповiдне визначення.
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Визначення 1.1. Родина F пiдмножин Ω називається σ-алгеброю, якщо

(i) ∅ ∈ F ,

(ii) A ∈ F ⇒ A′ ∈ F ,

(iii) A1, A2, . . . ∈ F ⇒
∞⋃
n=1

An ∈ F .

Пару (Ω,F) ми називаємо вимiрюваним простiром.

Переходимо тепер до визначення ймовiрностi: цей об’єкт буде заданий рядом властивостей i посту-
латiв. Щоб отримати деяку iнтуїцiю щодо цiєї концепцiї, а також зрозумiти, звiдки беруться вiдповiднi
припущення, зручно спочатку розглянути т.зв. частоту подiй (див. попереднiй роздiл). Припустимо, що
в експериментi нас цiкавить ймовiрнiсть певної подiї A. Повторимо цей експеримент n разiв i визначимо

ρn(A) =
кiлькiсть експериментiв, в яких вiдбулася A

n
.

Це вiдносна частота A в серiї n експериментiв. Ми очiкуємо, що для великих n число ρn(A) має бути
близьким до шансу отримати A в одному експериментi. Як легко перевiрити, ρn приймає значення в
дiапазонi [0, 1] i має такi властивостi:

(i) ρn(Ω) = 1,

(ii) якщо A1, A2, . . . попарно несумiснi, то ρn

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=
∞∑
k=1

ρn(Ak).

Це призводить до наступного визначення.

Визначення 1.2 (Аксiоматика Колмогорова). Нехай (Ω,F) – фiксований вимiрний простiр. P : F →
[0, 1] називається iмовiрнiстю, якщо

(i) P(Ω) = 1,

(ii) для будь-яких подiй A1, A2, . . . ∈ F несумiсних парами, маємо

P

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=
∞∑
k=1

P(Ak).

Трiйка (Ω,F ,P) називається iмовiрнiсним простором.

Зауваження:
1. Таким чином, ймовiрнiсть є нормалiзованою невiд’ємною мiрою на (Ω,F). Iнодi ми говоримо, що

P є iмовiрнiсною мiрою.
2. Слiд пам’ятати, що при моделюваннi конкретного випадкового експерименту вибiр iмовiрнiсного

простору залежить тiльки вiд нас. У багатьох ситуацiях з умов експерименту випливають певнi посту-
лати, якi бiльш-менш однозначно дають трiйку (Ω,F ,P); однак iнодi це не так (пор. парадокс Бертрана
нижче).

Теорема 1.1 (Властивостi ймовiрнiстi). Нехай (Ω,F ,P) — iмовiрнiсний простiр, A, B, A1, A2, . . . ∈ F .
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Тодi

(i) P(∅) = 0.

(ii) Якщо A1, A2, . . . , An попарно несумiснi, то P

(
n⋃
i=1

Ai

)
=
n∑
i=1

P(Ai).

(iii) P(A′) = 1− P(A).

(iv) Якщо A ⊆ B, то P(B \A) = P(B)− P(A) та P(A) ¬ P(B).

(v) P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

(vi) P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
¬
∞∑
i=1

P(Ai).

Властивiсть (v) iз наведеної вище теореми можна узагальнити на випадок скiнченної кiлькостi мно-
жин. Справедливим є наступний факт.

Теорема 1.2 (Формула включення-виключення). Якщо A1, A2, . . . , An ∈ F , то

P(A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) =
n∑
i=1

P(Ai)−
∑
i<j

P(Ai ∩Aj) +
∑
i<j<k

P(Ai ∩Aj ∩Ak)− . . .

+ (−1)n+1P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An).

Докази двох наведених вище теорем дуже простi й базуються на аксiомах Колмогорова. Деталi
залишаємо Читачевi.

Теорема 1.3 (Теорема неперервностi). Нехай (Ω,F ,P) – iмовiрнiсний простiр, а (An)∞n=1 – послiдов-
нiсть подiй.

(i) Якщо подiї An не спадають (тобто A1 ⊆ A2 ⊆ . . .), то

P

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim
n→∞

P(An).

(ii) Якщо подiї An не зростають (тобто A1 ⊇ A2 ⊇ . . .), то

P

( ∞⋂
n=1

An

)
= lim
n→∞

P(An).

Доведення: (i) Розглянемо послiдовнiсть (Bn)n1 подiй, задану як

B1 = A1, B2 = A2 \A1, B3 = A3 \A2, . . . .

Легко перевiрити, що подiї B1, B2, . . . несумiснi,
⋃k
n=1Bn = Ak для будь-кого k  1 та

⋃∞
n=1Bn =⋃∞

n=1An. Тодi

P

( ∞⋃
n=1

An

)
= P

( ∞⋃
n=1

Bn

)

=
∞∑
n=1

P(Bn) = lim
k→∞

k∑
n=1

P(Bn) = lim
k→∞

P

(
k⋃
n=1

Bn

)
= lim
k→∞

P(Ak),
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де в другому переходi ми використали лiчильну адитивнiсть мiри P, а в четвертому переходi ми вико-
ристали Теорему 1(ii).

(ii) Додаткова послiдовнiсть (A′n)n1 є зростаючою, тому, використовуючи (i) i закони де Моргана,
ми маємо

P

( ∞⋂
n=1

An

)
= 1− P

(( ∞⋂
n=1

An

)′)

= 1− P

( ∞⋃
n=1

A′n

)
= 1− lim

n→∞
P(A′n) = lim

n→∞
P(An).

Представимо деякi базовi приклади, якi зустрiчаються в багатьох природних i поширених пробле-
мах.

Приклади:
1. (Класична схема, класична ймовiрнiсть). Припустимо, Ω — скiнченна множина, F = 2Ω i всi

одноелементнi подiї однаково ймовiрнi. Тодi, як легко перевiрити, для будь-яких A ∈ F ,

P(A) =
|A|
|Ω|
.

2. Припустимо, що Ω = {ω1, ω2, . . .} не бiльше нiж злiченна множина, а p1, p2, . . . - невiд’ємнi числа,
що сумi дають 1. Тодi вибiр F = 2Ω i P({ωi}) = pi, i = 1, 2, . . . однозначно встановлює ймовiрнiсний
простiр (Ω,F ,P): для кожного A ∈ F ми маємо

P(A) =
∑
i

1A(ωi)pi,

де 1A – iндикатор множини A:

1A(ω) =

1 якщо ω ∈ A,

0 якщо ω /∈ A.

3. (Геометрична ймовiрнiсть). Припустимо, що Ω ∈ B(Rd), тобто Ω є борелiвською пiдмножиною Rd

i 0 < |Ω| < ∞ (тут | · | – мiра Лебега в Rd). Нехай F = B(Ω) – σ-алгебра борелiвських пiдмножин Ω, а
P визначається як

P(A) =
|A|
|Ω|
.

Тодi трiйка (Ω,F ,P) є ймовiрнiсним простором. Ми використовуємо цей простiр для моделювання екс-
перименту, що вiдповiдає вибору навмання точки з множини Ω.

4. (Парадокс Бертрана) В колi радiуса 1 проведено навмання хорду AB. Яка ймовiрнiсть того, що
вона буде довшою за сторону рiвностороннього трикутника, вписаного в це коло?

Ми представимо три рiшення.
I) Через iнварiантнiсть кола до поворотiв ми можемо прирiвняти вибiр навмання хорди AB до

вибору навмання центрального кута α = ∠AOB ∈ [0, 2π) . Отже, Ω = [0, 2π), F = B(Ω), i P є геоме-
тричною ймовiрностю. Хорда задовольняє умовам задачi тодi i тiльки тодi, коли α ∈ (2π/3, 4π/3), тому
ймовiрнiсть, яку ми шукаємо, дорiвнює

P((2π/3, 4π/3)) =
|(2π/3, 4π/3)|
|[0, 2π)|

=
1
3
.
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II) Вибiр хорди можна ототожнити з вибором її центра. Отже, ми маємо Ω = B(0, 1), F = B(Ω), а P
– це вiдповiдня геометрична ймовiрнiсть. Хорда задовольнятиме бажану умову тодi i тiльки тодi, коли
її центр лежить всерединi кола радiуса 1/2, концентричного до даного кола, тому ймовiрнiсть, яку ми
шукаємо, дорiвнює

P([0, 1/2)) =
|B(0, 1/2)|
B(0, 1)

=
1
4
.

III) Як i в попередньому розв’язаннi, ми розглядаємо вибiр центру хорди, але цього разу дивимося
на його вiдстань вiд центру кола. Отже, Ω = [0, 1], F = B(Ω) i P – це геометрична ймовiрнiсть. Хорда
задовольнятиме умови задачi, якщо її центр знаходиться на вiдстанi менше 1/2 вiд центру кола. Отже,
ймовiрнiсть, яку ми шукаємо, дорiвнює

P([0, 1/2)) =
|[0, 1/2)|
|[0, 1]|

=
1
2
.

Отже, ми отримали три рiзнi результати, звiдси слово „парадокс” у назвi вище. Однак тут немає
жодного протирiччя – ми використовували три рiзнi ймовiрнiснi простори для опису одного випадкового
експерименту. Загалом, теорiя ймовiрностi не диктує, яку модель вибрати; вона дозволяє обчислювати
ймовiрностi подiй лише тодi, коли конкретна трiйка (Ω,F ,P) вже вказана.
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2 Завдання

1. Скiлькома способами можна розташувати шiсть одиниць, п’ять двiйок i чотири трiйки?

2. Знайти кiлькiсть розв’язкiв рiвняння x1 + x2 + x3 + x4 = 50

a) у невiд’ємних цiлих числах x1, x2, x3, x4,

b) в натуральних числах x1, x2, x3, x4.

3. Скiльки можно вибрати шiсток (рiзних) чисел з 1, . . . , 49, в яких немає послiдовних чисел?

4. З колоди в 52 карти витягується 13 карт. Яка ймовiрнiсть того, що а) рiвно сiм; б) рiвно шiсть
карток мають той самий колiр?

5. У класi 15 учнiв. На кожному уроцi вчитель вибирає навмання одного учня, щоб опросити.
Обчислити ймовiрнiсть того, що кожен учень буде опитаний протягом 16 урокiв.

6. У шафi n пар взуття. Виймаємо навмання k черевикiв (k ¬ n). Обчислiть ймовiрнiсть того, що

a) серед вибраних черевикiв є принаймнi одна пара,

b) серед вибраних черевикiв є рiвно одна пара.

7. (Ω,F , P ) є ймовiрнiсним простором, A, B, C ∈ F .

a) Припустимо, що P (A∪B) = 1/2, P (A∩B) = 1/4, P (A\B) = P (B\A). Обчислити P (A) i P (B\A).

b) Припустимо, що A∪B ∪C = Ω, P (B) = 2P (A), P (C) = 3P (A), P (A∩B) = P (A∩C) = P (B ∩C).
Доведiть, що 1/6 ¬ P (A) ¬ 1/4.

c) Припустимо, що P (A)  2/3, P (B)  2/3, P (C)  2/3, P (A ∩B ∩ C) = 0. Обчислити P (A).

8. 52 карти роздаються чотирьом гравцям, по 13 карт кожному. Яка ймовiрнiсть того, що кожен
гравець має принаймнi одну пiку?

9. Є N листiв i N конвертiв з рiзними адресами. Кожен лист вiдповiдає точно однiй адресi i навпаки.
Листи складали в конверти навмання, по одному в кожен конверт. Обчислiть ймовiрнiсть того, що
жоден лист не попаде в правильний конверт.

10. Доведiть, що кожна нескiнченна σ-алгебра незлiченна.

11. Паличка випадково ламається в двох точках. Яка ймовiрнiсть того, що три вiдрiзки можуть
утворити трикутник?

12. Монету дiаметром 2
3 кидають на нескiнченну шахову дошку зi стороною клiтинок 1. Яка ймо-

вiрнiсть того, що (а) монета повнiстю опиниться всерединi одної з клiтин; б) перетинатиметься з двома
сторонами клiтини?

13. Голка довжиною ℓ (ℓ < d) навмання кинута на площину, подiлену на нескiнченнi смуги шириною
d. Знайти ймовiрнiсть того, що голка перетне край якоїсь смужки.
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3 Умовна ймовiрнiсть i незалежнiсть подiй

3.1 Умовна ймовiрнiсть

У попередньому роздiлi ми бачили, як визначити ймовiрностi подiй, якщо дано ймовiрнiсний простiр.
Тепер ми переходимо до наступного моменту: iнодi, дослiджуючи ймовiрностi певної подiї, ми маємо
додаткову iнформацiю, яка суттєво змiнює умови. Найкраще це можна проiлюструвати на прикладi.

Приклад 3.1. Урна мiстить п’ять бiлих куль з номерами 1, 2, 3, 4, 5 i три чорнi кулi з номерами 1, 2,
3. Витягується навмання одна куля.

а) Яка ймовiрнiсть того, що число на нiй парне?
б) Вiдомо, що витягнута куля бiла. Яка ймовiрнiсть того, що число на нiй парне?
У (а) вiдповiдь 3/8: у нас є вiсiм куль, три з яких парнi. В б) мами додаткову iнформацiю: витягнута

куля бiла. Звичайно, ця iнформацiя змiнює вiдповiдь: є п’ять бiлих куль, двi з яких парнi, з чього ми
отримуємо 2/5. Формально ми маємо справу з класичною ймовiрнiстю на

Ω = {(1, b), (2, b), . . . , (5, b), (1, c), (2, c), (3, c)}.

Визначимо подiї: А – витягнута куля парна, Б – витягнута куля бiла; тому

A = {(2, b), (4, b), (2, c)}, B = {(1, b), (2, b), . . . , (5, )}

i ми маємо
2
5
=
|A ∩B|
|B|

=
|A ∩B|/|Ω|
|B|/|Ω|

=
P(A ∩B)
P(B)

.

З наведених мiркувань випливає наступне визначення.

Визначення 3.1. Нехай (Ω,F ,P) є ймовiрнiсним простором, A, B ∈ F , P(B) > 0. Умовною ймовiрнi-
стю A за умови B називається число

P (A|B) = P(A ∩B)
P(B)

.

Зауваження: Легко перевiрити, що для довольної подiї B такої що P(B) > 0, умовна ймовiрнiсть
P(·|B) є новою iмовiрнiсною мiрою на (Ω,F).

Теорема 3.1 (Iмовiрнiсть перерiзу подiй). Нехай (Ω,F ,P) — ймовiрнiсний простiр, а A1, A2, . . ., An
— подiї, що задовольняють умову P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) > 0. Тодi

P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An)

= P(An|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1)P(An−1|A1 ∩A2 ∩ . . . An−2) . . .P(A2|A1)P(A1).

Доведення. Застосуйте визначення умовної ймовiрностi.

Приклад 3.2. Урна мiстить n−1 бiлих кульок i одну чорну кульку. Витягуємо навмання одну кульку
за раз, поки не витягнемо чорну кульку. Яка ймовiрнiсть того, що ми витягнемо k кульок, якщо а)
витягуємо без повернення, б) вiтягуємо з поверненням?
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Позначимо бiлi кульки b1, b2, . . ., bn−1, а чорну кульку – c. Маємо

Ω = {(c), (b1, c), (b2, c), . . . , (bn−1, c), (b1, b1, c), . . .},

F = 2Ω, а ймовiрнiсть задана шляхом визначення мас окремих одноелементних подiй (пор. приклад 2
iз попередньої лекцiї).

Розглянемо подiю Ai – i-та куля бiла, i = 1, 2, . . .. З наведеної вище теореми випливає

P(A′k ∩Ak−1 ∩Ak−2 ∩ . . . ∩A1)

= P(A′k|Ak−1 ∩ . . . ∩A1)P(Ak−1|Ak−2 ∩ . . . ∩A1) . . .P(A2|A1)P(A1).

a) З умов задачi випливає, що

P(Ai|Ai−1 ∩ . . . ∩A1) =
n− i
n− i+ 1

, P(A′k|Ak−1 ∩ . . . ∩A1) =
1

n− k + 1
,

тому ймовiрнiсть, яку ми шукаємо, дорiвнює

1
n− k + 1

· n− k + 1
n− k + 2

· n− k + 2
n− k + 3

· . . . · n− 2
n− 1

· n− 1
n
=
1
n
.

b) Цього разу маємо

P(Ai|Ai−1 ∩Ai−2 ∩ . . . ∩A1) =
n− 1
n
,

тому шукана ймовiрнiсть дорiвнює(
1− n− 1

n

)
· n− 1
n
· n− 1
n
· . . . · n− 1

n
=
1
n

(
n− 1
n

)k−1
.

Тепер ми звернемося до аналiзу „багатоетапних” експериментiв, у яких ми маємо справу з рандо-
мiзацiєю в кiлька крокiв, а ймовiрнiсний простiр задається шляхом визначення умовних ймовiрностей,
пов’язаних з окремими кроками (див. приклад нижче). Почнемо з визначення.

Визначення 3.2. Ми кажемо, що родина подiй (Bk)nk=1 є повною групою подiй або розбиттям (скiн-
ченної) множини Ω, якщо B1 ∪ B2 ∪ . . . ∪ Bn = Ω i подiї B1, B2, . . . , Bn несумiснi парами. Подiбним
чином ми визначаємо злiченне розбиття Ω.

Теорема 3.2 (Формула повної ймовiрностi). Нехай (Ω,F ,P) – iмовiрнiсний простiр, а (Bk)k – розби-
ття Ω (скiнченне або злiченне), таке що P(Bk) > 0 для всiх k. Для кожної подiї A ∈ F виконується
рiвнiсть

P(A) =
∑
k

P(A|Bk)P(Bk).

Доведення. Подiї A ∩B1, A ∩B2, . . . несумiснi парами i в сумi дають A, тому

P(A) =
∑
k

P(A ∩Bk) =
∑
k

P(A|Bk)P(Bk).

Теорема 3.3 (Формула Байєса). З припущеннями, як вище, якщо P(A) > 0, то для кожного k,

P(Bk|A) =
P(A|Bk)P(Bk)∑
n P(A|Bn)P(Bn)

(
=

P(A|Bk)P(Bk)
P(A)

)
.
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Доведення. Формула безпосередньо випливає з визначення умовної ймовiрностi та формули для повної
ймовiрностi.

Приклад 3.3. Дано урни I та II. В урнi I є b1 бiлих куль i c1 чорних куль, а в урнi II – b2 бiлих куль i
c2 чорних куль. Ми вибираємо урну, а потiм кулю з цiєї урни.

а) Яка ймовiрнiсть того, що куля бiла?
б) Припустимо, що витягнута куля бiла. Яка ймовiрнiсть того, що її було витягнуто з першої урни?

Мами два етапи експерименту: вибiр урни i вибiр кулi з обраної урни. Введемо подiї A – витягнуто
бiлу кулю, B1 – обрано урну I, B2 – обрано урну II. Маємо B1 ∩ B2 = ∅, B1 ∪ B2 = Ω, тому сiмейство
(Bi)2i=1 є розбиттям Ω. З умов задачi випливає, що

P(B1) = P(B2) =
1
2
> 0, P(A|B1) =

b1
b1 + c1

, P(A|B2) =
b2
b2 + c2

.

a) Використовуючи формулу повної ймовiрностi, маємо

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) =
1
2

(
b1
b1 + c1

+
b2
b2 + c2

)
.

b) За формулою Байєса

P(B1|A) =
P(A|B1)P(B1)

P(A)
=

b1/(b1 + c1)
b1/(b1 + c1) + b2/(b2 + c2)

.

3.2 Незалежнiсть подiй

Почнемо з iнтуїтивних мiркувань. Нехай A, B ∈ F , P(B) > 0. Тодi подiї A, B незалежнi, якщо iнфор-
мацiя про те, що подiя B сталася, не впливає на ймовiрнiсть подiї A; тобто незалежнiсть еквiвалентна
рiвностi P(A|B) = P(A), або P(A ∩B) = P(A)P(B). Ми приймаємо це як визначення.

Визначення 3.3. Нехай (Ω,F ,P) – iмовiрнiсний простiр. Подiї A, B незалежнi, якщо

P(A ∩B) = P(A)P(B).

Зауваження: Якщо P(A) = 0, то для будь-якої B ∈ F подiї A i B незалежнi. Така сама теза
справедлива, коли P(A) = 1.

Визначимо тепер незалежнiсть бiльшого числа подiй. Почнемо зi скiнченного випадку. Iнтуїтивно
зрозумiло, що подiї A1, A2, . . ., An незалежнi, якщо кожна пiдмножина цих подiй незалежна, i подiї
An, A1 ∩A2 ∩ . . . An−1 незалежнi. Легко побачити, що наведенi вище умови забезпечують рiвнiсть

P(Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik)

для будь-яких k = 2, 3, . . . , n i будь-якої зростаючої послiдовностi 1 ¬ i1 < i2 < . . . < ik ¬ n. Ми беремо
це як визначення.

Визначення 3.4. Кажемо, що подiї A1, A2, . . ., An незалежнi у сукупностi, якщо для всiх 2 ¬ k ¬ n i
будь-якої послiдовностi 1 ¬ i1 < i2 < . . . < ik ¬ n виконується рiвнiсть

P(Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik).
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Визначення 3.5. Кажемо, що подiї A1, A2, . . ., An є попарно незалежними, якщо для будь-яких рiзних
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, подiї Ai i Aj незалежнi.

Звичайно, незалежнiсть у сукупностi подiй A1, A2, . . ., An тягне за собою їх незалежнiсть у парах.
Зворотна iмплiкацiя невiрна, як показано в наступному прикладi.

Приклад 3.4. Кидаємо кубик двiчi. Нехай A – перше число парне, B – друге число парне, C – сума
парна. Безпосередньо розраховуємо

P(A) = P(B) = P(C) =
1
2
, P(A ∩B) = P(B ∩ C) = P(C ∩A) = 1

4
,

тому подiї A, B, C є попарно незалежними. Але вони залежнi у сукупностi: маємо A ∩ B ⊂ C, тому
P(A ∩B ∩ C) = P(A ∩B) = 1/4 ̸= P(A)P(B)P(C).

Для будь-якої (можливо, нескiнченної) кiлькостi подiй ми визначаємо незалежнiсть наступним чи-
ном.

Визначення 3.6. Нехай {Ai}i∈I є деяким набором подiй. Кажемо, що цi подiї незалежнi, якщо для
кожного n i рiзних i1, i2, . . ., in ∈ I подiї Ai1 , Ai2 , . . ., Ain є незалежними.

Тепер ми визначимо незалежнiсть σ-алгебр.

Визначення 3.7. Нехай (Ω,F ,P) – ймовiрнiсний простiр та F1, F2, . . . , Fn – σ-алгебри, що мiстяться
в F . Кажемо, що σ-алгебри незалежнi, якщо для будь-яких A1 ∈ F1, A2 ∈ F2, . . ., An ∈ Fn виконується
умова

P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) = P(A1)P(A2) . . .P(An).

Теорема 3.4. σ-алгебри F1, F2, . . ., Fn є незалежними тодi i тiльки тодi, коли будь-якi A1 ∈ F1,
A2 ∈ F2, . . ., An ∈ Fn є незалежними.

Доведення. ⇐ очевидно.
⇒ Ми повиннi довести, що для будь-яких 2 ¬ k ¬ n i будь-якої послiдовностi 1 ¬ i1 < i2 < . . . <

ik ¬ n виконується рiвнiсть

(∗) P(Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik).

Розглянемо подiї B1, B2, . . ., Bn, заданi наступним чином

Bi =

Ai якщо i = iℓ для певного ℓ,

Ω iнакше.

Тодi B1 ∈ F1, B2 ∈ F2, . . ., Bn ∈ Fn, значить

P(B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bn) = P(B1)P(B2) . . .P(Bn),

що еквiвалентно (*).
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Приклад 3.5. Кидаємо кубик двiчi. Введемо стандартний iмовiрнiсний простiр, що описує цей експе-
римент (див. попередню лекцiю). Розглянемо σ-алгебри

F1 = {A× {1, 2, 3, 4, 5, 6} : A ⊆ {1, 2, 3, 4, 5, 6}},

F2 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6} ×B : B ⊆ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}.

Тодi F1, F2 ⊂ F i F1, F2 є незалежними: справдi, для будь-яких подiй A × {1, 2, 3, 4, 5, 6} ∈ F1, B ×
{1, 2, 3, 4, 5, 6} F2 маємо

P(A× {1, 2, 3, 4, 5, 6}) = |A| · 6
36
=
|A|
6
, P({1, 2, 3, 4, 5, 6} ×B) = 6 · |B|

36
=
|B|
6

та
P((A× {1, 2, 3, 4, 5, 6}) ∩ ({1, 2, 3, 4, 5, 6} ×B)) = P(A×B) = |A| · |B|

36
.

Приклад 3.6. Нехай σ(A1), σ(A2), . . ., σ(An) будуть σ-алгебрами, породженими подiями A1, A2, . . .,
An вiдповiдно (нагадаємо, σ(A) = {A,A′, ∅,Ω}). Тодi, якщо A1, A2, . . ., An незалежнi, то σ(A1), σ(A2),
. . ., σ(An) також незалежнi. Щоб довести це, нам потрiбно перевiрити, що для будь-якого Bi ∈ Fi,
i = 1, 2, . . . , n, виконується рiвнiсть

P(B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bn) = P(B1)P(B2) . . .P(Bn).

Якщо принаймнi одна з подiй Bi є порожньою множиною, то наведена вище рiвнiсть виконується: обидвi
сторони дорiвнюють 0. Якщо для деякого j ми маємо Bj = Ω, то ми можемо пропустити цю подiю з
обох сторiн. Таким чином, достатньо довести, що для будь-якої послiдовностi 1 ¬ i1 < i2 < . . . < ik ¬ n
маємо

P(Bi1 ∩Bi2 ∩ . . . ∩Bik) = P(Bi1)P(Bi2)) . . .P(Bik),

де для кожного j подiя Bij дорiвнює Aij або A′ij . Для цього достатньо показати, що

P(A′i1 ∩Ai2 ∩Ai3 ∩ . . . ∩Aik) = P(A′i1)P(Ai2)P(Ai3) . . .P(Aik),

i застосувати просту iндукцiю. Остатня рiвнiсть випливає з незалежностi подiй A1, A2, . . ., An: справдi,

P(A′i1 ∩Ai2 ∩Ai3 ∩ . . . ∩Aik)

= P(Ai2 ∩Ai3 ∩ . . . ∩Aik)− P(Ai1 ∩Ai2 ∩Ai3 ∩ . . . ∩Aik)

= P(Ai2)P(Ai3) . . .P(Aik)− P(Ai1)P(Ai2)P(Ai3) . . .P(Aik)

= P(A′i1)P(Ai2)P(Ai3) . . .P(Aik).

Тепер розглянемо наступну проблему. Припустимо, що ми маємо N досвiдiв, де i-й досвiд описується
iмовiрнiсним простором (Ωi,Fi,Pi). Як ми можемо створити простiр (Ω,F ,P) для досвiду незалежного
проведення цих N експериментiв?

Звичайно, ми беремо Ω1 × Ω2 × . . .ΩN як Ω. Щоб визначити F , зауважимо, що σ-алгебра Fi пред-
ставлена, у контекстi множини Ω вище, класом

F ′i = {Ω1 × Ω2 × . . .× Ωi−1 ×Ai × Ωi+1 × . . .× ΩN : Ai Fi}.

Звiдси природна iдея взяти F = σ(F ′1,F ′2, . . . ,F ′N ), σ-алгебру, згенеровану на подставi F ′1, F ′2, , . . . , F ′N .
Iншими словами, для F ми беремо σ-алгебру F1⊗F2⊗ . . .⊗FN . Переходимо до визначення ймовiрнiсної
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мiри P. З наведених вище постулатiв, σ-алгебри F ′1, F ′2, . . ., F ′N мають бути незалежними, тому ми
шукаємо таку ймовiрнiсть P, що для будь-яких Ai ∈ Fi, i = 1, 2, . . . , N ,

P(A1 ×A2 × . . .×AN ) =

P
(
(A1 × Ω2 × . . .× ΩN ) ∩ (Ω1 ×A2 × . . .× ΩN ) ∩ . . . ∩ (Ω1 × . . .× ΩN−1 ×AN )

)
=
N∏
i=1

P(Ω1 × . . .×Ai × . . .× ΩN ).

Крiм того, ми хочемо аби P(Ω1 × . . . × Ai × . . . × ΩN ) = Pi(Ai) для кожного i. Отже шукаємо P таку,
що для будь-яких подiй A1, A2, . . . , AN виконується рiвнiсть, як зазначено вище

P(A1 ×A2 × . . .×AN ) = P1(A1)P2(A2) . . .PN (AN ).

З теорiї мiри ми знаємо, що iснує рiвно одна така мiра P на F1 ⊗ F2 ⊗ . . . ⊗ FN , i вона дорiвнює
P1 ⊗ P2 ⊗ . . .⊗ PN – добутковi мiр P1, P2, . . ., PN .

Аналогiчнi мiркування можна провести у випадку нескiнченної кiлькостi експериментiв, змодельо-
ваних iмовiрнiсними просторами (Ωi,Fi,Pi).

Приклад 3.7 (Схема випробувань Бернуллi). Припустимо, що для кожного i = 1, 2, . . . , N ми маємо
Ωi = {0, 1}, F i = 2Ωi i Pi({1}) = p, де p ∈ [0, 1] – фiксований параметр. Ми бачимо, що кожен окремий
простiр (Ωi,Fi,Pi) моделює експеримент (випробування Бернуллi), у якому є два можливi результати:
0 i 1, iнтерпретованi як невдача i успiх (пiдкреслимо: ймовiрнiсть успiху дорiвнює p i не залежить вiд
номера випробування). За наведеною вище конструкцiєю ймовiрнiсний простiр

({0, 1}N , 2Ω,P) = (Ω1 × Ω2 × . . .× ΩN ,F1 ⊗F2 ⊗ . . .⊗FN ,P1 ⊗ P2 ⊗ . . .⊗ PN )

моделює послiдовнiсть N незалежних випробувань Бернуллi. Ми називаємо цю послiдовнiсть схемою
випробувань Бернуллi.

Звернiмо увагу, що для будь-якого ω = (ω1, ω2, . . . , ωN ) ∈ Ω ми маємо P({ω}) = pk(1− p)N−k, де k
— кiлькiсть одиниць у ω. Звiдси випливає, що якщо Ak = {кiлькiсть успiхiв дорiвнює k}, то

P(Ak) =
∑
ω∈Ak

P({ω}) = |Ak|pk(1− p)N−k =
(
N

k

)
pk(1− p)N−k.

Нехай A1, A2, . . . довiльна послiдовнiсть випадкових подiй. Тодi
⋂∞
n=1

⋃∞
m=nAm можна iнтерпре-

тувати як „вiдбулося нескiнченно багато подiй A1, A2, . . .”. Виявляється, що за певних припущень ця
подiя має ймовiрнiсть 0 або 1. А точнiше, має мiсце такий факт.

Лема 3.1 (Бореля-Кантеллi). Нехай (Ω,F ,P) – ймовiрнiсний простiр, A1, A2, . . . ∈ F .
(i) Якщо

∑∞
n=1 P(An) <∞, то

P
( ∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am

)
= 0

(тому з iмовiрнiстю 1 вiдбулося скiнченно багато подiй Ai).
(ii) Якщо A1, A2, . . . незалежнi в сукупностi i

∑∞
n=1 P(An) =∞, то

P
( ∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am

)
= 1.
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Доведення. (i) Маємо

P
( ∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am

)
¬ P

( ∞⋃
m=n

Am

)
¬
∞∑
m=n

P(Am)
n→∞−−−−→ 0.

(ii) Доведемо, що протилежна подiя
⋃∞
n=1

⋂∞
m=nA

′
m має ймовiрнiсть 0. Достатньо показати, що

P(
⋂∞
m=nA

′
m) = 0 для всiх n (тодi розглядувана протилежна подiя буде лiчильною сумою множин мiри

0, а тому також матиме мiру 0). Використовуючи теорему неперервностi, для будь-яких n отримуємо

P
( ∞⋂
m=n

A′m

)
= P

( ∞⋂
k=n

k⋂
m=n

A′m Big) = lim
k→∞

P
( k⋂
m=n

A′m

)
,

що укупi з незалежнiстю подiй A1, A2, . . . дає

lim
k→∞

k∏
m=n

P(A′m) = lim
k→∞

k∏
m=n

(1− P(Am)) ¬ lim sup
k→∞

e−
∑k

m=n
P(Am) = 0.

Насамкiнець наведемо корисний факт, т. зв Лему про π − λ системи. Щоб дати певну мотивацiю,
припустiмо, що µ, ν є iмовiрнiсними мiрами в деякому вимiрному просторi (Ω,F). Припустiмо, ми
хочемо показати, що цi мiри рiвнi: хочемо перевiрити, що для будь-якого A ∈ F виконується рiвнiсть

µ(A) = ν(A).

Виникає цiлком природне запитання: чи достатньо перевiрити цю тотожнiсть для якогось конкретного
класу подiй A, наприклад, для генераторiв σ-алгебри F? Виявляється, що набiр генераторiв взагалi не
є добрим вибором: а саме, ми повиннi припустити, що цей клас додатково є π-системою.

Визначення 3.8. Припустимо, K є непорожнiм класом пiдмножин Ω. Ми кажемо, що K є π-системою,
якщо цей клас замкнуто вiдносно скiнченних добуткiв: iз A, B ∈ K випливає, що A ∩B ∈ K.

Визначення 3.9. Припустимо, L є деяким класом пiдмножин Ω. Ми кажемо, що L є λ-системою, якщо
виконуються такi умови:

(i) Ω ∈ L,

(ii) якщо A, B ∈ L i A ⊆ B, то B \A ∈ L,

(iii) якщо подiї A1, A2, . . . ∈ L не спадають, то
⋃∞
n=1An ∈ L.

Лема 3.2 (о π-λ системах). Якщо L є λ-системою, що мiстить π-систему K, то L також мiстить
σ-алгебру, породжену K.

Доведення. Роздiлимо доведення на три частини.
1) Зауважимо, що якщо L є λ-системою i A, B ∈ L несумiснi, то як випливає з (i) i (ii)

A ∪B = (A′ \B)′ ∈ L.

2) Якщо L є i π-системою i λ-системою, то це σ-алгебра. Щоб довести це, зауважимо, що якщо
A, B ∈ L, то

A ∪B = A ∪ (B \ (A ∩B)) ∈ L,
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що випливає з 1) та визначень π-системи та λ-системи. Таким чином, за простою iндукцiєю, L буде
замкнуто через взяття скiнченних сум. Тому якщо A1, A2, . . . є будь-якою послiдовнiстю елементiв з
L, то

∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

(
n⋃
k=1

Ak

)
∈ L.

На останньому кроцi ми використовували те, що подiї A1, A2, . . . ∈ L не спадають.
3) Нехай Λ — клас усiх λ-систем, що мiстять K. Покладемо L0 =

⋂
L∈Λ L. Тодi L0 ∈ Λ i K ⊆ L0 ⊆ L.

Отже, достатньо довести, що L0 є σ-алгеброю: на пiдставi 2), достатньо показати, що L0 є π-системою.
Вiзьмемо будь-яке A ∈ K i розглянемо клас

K1 = {B : A ∩B ∈ L0}.

Звичайно, K1 ⊇ K, оскiльки K є π-системою. Крiм того, K1 є λ-системою:

(i) Ω ∈ K1, тому що A ∩ Ω = A ∈ K ⊆ L0;

(ii) якщо B1, B2 ∈ K1, B1 ⊆ B2, то

A ∩ (B2 \B1) = (A ∩B2) \ (A ∩B1) ∈ L0,

i тому B2 \B1 ∈ K1;

(iii) якщо B1 ⊆ B2 ⊆ . . . ∈ K1, то

A ∩

( ∞⋃
n=1

Bn

)
=
∞⋃
n=1

(A ∩Bn) ∈ L0,

з чого випливає, що
⋃∞
n=1Bn ∈ K1.

Таким чином, K1 мiстить L0, оскiльки L0 є найменшою λ-системою, що мiстить K. Отже, ми показали,
що для будь-яких A ∈ K i будь-яких B ∈ L0, A ∩ B ∈ L0. Далi ми повторюємо мiркування: ми
встановлюємо B ∈ L0 i визначаємо K2 = {A : A ∩ B ∈ L0}. Маємо K2 ⊇ K i K2 є λ-системою, тому
K2 ⊇ L0, одже для будь-яких A, B ∈ L0 виконується A ∩B ∈ L0. Доведення завершено.

У якостi прикладу використання ми доведемо наступний факт.

Теорема 3.5. Нехай (Ω,F ,P) є ймовiрнiсним простором. Припустимо, що родина {Fγ}∈Γ незале-
жних σ-алгебр подiлено на n пiдродин {Fγi}γi∈Γi , i = 1, 2, . . . , n. Тодi σ-алгебри

σ
(
{Fγ1}γ1∈Γ1

)
, σ
(
{Fγ2}γ2∈Γ2

)
, . . . , σ ({Fγn}γn∈Γn) ,

породженi окремими пiдродинами також незалежнi.

Доведення. Доведемо для n = 2, для бiльших n мiркування аналогiчнi. Отже, ми маємо два сiмейства
{Fγ}γ∈Γ, {Gδ}δ∈∆ незалежних пiд-σ-алгебр F , i ми повиннi показати, що для будь-якого A ∈ σ({Fγ}γ∈Γ),
B ∈ σ({Gδ}δ∈∆) виконується

(∗) P(A ∩B) = P(A)P(B).
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Завдяки незалежностi σ-алгебр формула (*) справедлива для множин виду

A = Aγ1 ∩Aγ2 ∩ . . . ∩Aγk , Aγi ∈ Fγi , i = 1, 2, . . . , k,

B = Bδ1 ∩Bδ2 ∩ . . . ∩Bδℓ , Bδj ∈ Gδj , j = 1, 2, . . . , ℓ.

Встановимо A, як описано вище, i розглянемо клас K = {B : виконується (*)}. Отже, ми маємо K ⊇
{Bδ1 ∩Bδ2 ∩ . . .∩Bδℓ : Bδj ∈ Gδj}, а останнiй клас, звичайно, є π-системою, що генерує σ({Gδ}δ∈∆). Крiм
того, K є λ-системою:

(i) Ω ∈ K, тому що P(A ∩ Ω) = P(A)P(Ω).

(ii) якщо B1, B2 ∈ K i B1 ⊆ B2, то B2 \B1 ∈ K:

P(A ∩ (B2 \B1)) = P
(
(A ∩B2) \ (A ∩B1)

)
= P(A ∩B2)− P(A ∩B1)

= P(A)
(
P(B2)− P(B1)

)
= P(A)P(B2 \B1).

(iii) Якщо B1 ⊆ B2 ⊆ . . . ∈ K, то
⋃∞
n=1Bn ∈ K, оскiльки за теоремою неперервностi,

P

(
A ∩

( ∞⋃
n=1

Bn

))
= P

( ∞⋃
n=1

(A ∩Bn)

)
= lim
n→∞

P(A ∩Bn)

= lim
n→∞

P(A)P(Bn) = P(A)P

( ∞⋃
n=1

Bn

)
.

Таким чином, як випливає з Леми π-λ, K мiстить σ({Gδ}δ∈∆), тобто (*) виконується для будь-якої
множини A у виглядi Aγ1 ∩ Aγ2 ∩ . . . ∩ Aγk i B ∈ σ({Gδ}δ∈∆). Потiм ми повторюємо мiркування: ми
встановлюємо B ∈ σ({Gδ}δ∈∆) i визначаємо L = {A : виконується (*)}. Клас L мiстить усi множини виду
Aγ1∩Aγ2∩. . .∩Aγk , якi складають π-систему, що генерує σ({Fγ}γ∈Γ). Як i вище, ми перевiряємо, що L є
λ-системою, тому з Леми π-λ випливає L ⊇ σ({Fγ}γ∈Γ). Отже (*) виконується для всiх A ∈ σ({Fγ}γ∈Γ)
i B ∈ σ({Gδ}δ∈∆), звiдки ми отримуємо бажану незалежнiсть σ-алгебр.
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4 Завдання

1. Група з n осiб (n  3), яка включає осiб X, Y i Z, випадково ставлять у чергу. Яка ймовiрнiсть
того, що

a) X стоїть безпосередньо перед Y , якщо Y стоїть безпосередньо перед Z?
б) X стоїть перед Y , якщо Y стоїть перед Z?

2. З колоди з 52 карт витягується 5 карт без замiни. Обчислiть ймовiрнiсть того, що у нас рiвно 3
тузiв, якщо ми знаємо, що

а) у нас є хоча б один туз;
б) маємо туза чорної мастi;
в) маємо пiкового туза;
г) перша витягнута карта – туз;
д) перша витягнута карта – чорний туз;
е) перша витягнута карта — пiковий туз.

3. В урнi три бiлi та чотири чорнi кульки. Витягуємо кульку навмання, викидаємо її, не дивлячись
на неї, а потiм витягуємо з урни ще одну кульку.

а) Яка ймовiрнiсть того, що друга кулька бiла?
б) Припустимо, друга кулька бiла. Яка ймовiрнiсть того, що перша кулька чорна?

4. У популяцiї є 15% осiб хворих на дислексiю. Якщо учень робить 6 i бiльше помилок на дiагности-
чному тестi, вiн або вона вважається особою хворою на дислексiю. Кожна людина з дислексiєю напевно
зробить щонайменше 6 помилок у цьому тестi, але навiть людина без дислексiї може зробити бiльше
5 помилок - це вiдбувається з iмовiрнiстю 0,1. Ян зробив 6 помилок у тестi. Яка ймовiрнiсть того, що
вiн має дислексiю? Яка ймовiрнiсть того, що вiн також зробить принаймнi 6 помилок на наступному
тестi?

5. На певнiй фабрицi з вироблення телевiзорiв кожен телевiзор може мати дефект з iмовiрнiстю p. На
фабрицi є три контрольнi станцiї, i вироблений телевiзор потрапляє на кожну зi станцiй з однаковою
ймовiрнiстю. i-та станцiя виявляє несправний телевiзор з iмовiрнiстю pi (i = 1, 2, 3). Телевiзори, не
вiдбракованi на заводi, надходять до оптовика i там проходять додатковий контроль, який виявляє
бракований телевiзор з iмовiрнiстю p0.

а) Обчислити ймовiрнiсть того, що даний телевiзор нового виробництва буде у продажу (тобто
пройде обидвi перевiрки).

б) Припустимо, телевiзор вже є в магазинi. Яка ймовiрнiсть того, що вiн несправний?

6. Кидаємо кубик двiчi. Розглянемо подiї: A – перше число дiлиться на 3; B – сума кинутих кубикiв
парна; C – отримано два рiвних числа. Чи є подiї A, B незалежними? A, B, C незалежнi?

7. n карток мiстить n рiзних дiйсних чисел. Картки помiщали в коробку, ретельно перемiшували, а
потiм випадковим чином витягували без замiни. Нехай Ak – k-те витягнуте число бiльше за попереднi.

a) Доведiть, що P(Ak) = 1/k, k = 1, 2, . . . , n.
b) Доведiть, що подiї A1, A2, . . . , An незалежнi.

8. Дано натуральнi числа m, n i числа p, q ∈ (0, 1), що задовольняють умову p+ q = 1. Доведiть, що

(1− pn)m + (1− qm)n  1.
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9. Знайдiть найбiльш ймовiрну кiлькiсть успiхiв у схемi n випробувань Бернуллi з iмовiрнiстю успiху
p.

10. Гральний кубик кинули 10 разiв. Яка ймовiрнiсть того, що шiстка випаде пiд час першого кидка,
якщо вiдомо, що

а) викинуто три шiстки?
б) у наступних дев’яти випробуваннях було викинуто тiльки шiстки?

11. Кидаємо кубик, поки не викинемо п’ятiрку або тричi шiстку (всього, не обов’язково поспiль).
Яка ймовiрнiсть того, що ми пiдкинемо рiвно n разiв?

12. Iмовiрнiсть того, що в урнi k кубiв, становить 2k

k! e
−2, k = 0, 1, 2, . . .. Ми випадковим чином

витягуємо по колiї всi кубики до останнього, i кидаємо кожен кубик. Яка ймовiрнiсть отримати I
шiсток?

13. Яка ймовiрнiсть того, що кiлькiсть успiхiв у n випробуваннях Бернуллi з p = 12 дiлиться
а) на 3?
б) на 4?

14. Нехай (Ω,F ,P) — iмовiрнiсний простiр схеми n випробувань Бернуллi з iмовiрнiстю успiху p.
Для будь-якого 0 ¬ k ¬ n нехай Ak одначає подiю „мами рiвно k успiхiв”. Доведiть, що для будь-яких
B ∈ F i будь-яких k умовна ймовiрнiсть P(B|Ak) не залежить вiд p.

15. Кидаємо нескiнченну кiлькiсть разiв монету, для якої iмовiрнiсть отримати голову становить
p ̸= 1/2. Для n = 2, 4, . . . розглянемо подiю An - до n-го пiдкидання включно число голiв дорiвнює
числу решек. Доведiть, що з iмовiрнiстю 1 вiдбудеться скiнченна кiлькiсть подiй A1, A2, . . ..

16. Кидаємо нескiнченну кiлькiсть разiв монету, для якої iмовiрнiсть отримати голову становить
p ∈ (0, 1]. Доведiть, що з iмовiрнiстю 1 iснує нескiнченна кiлькiсть серiй що складаються зi 100 голiв
поспiль.

17. Дано двi ймовiрнiснi мiри µ, ν на (R,B(R)).
a) Припустимо, що для будь-якого числа t > 0 маємо ν([−t, t]) = µ([−t, t]). Доведiть, що якщо

A ∈ B(R) є симетричним вiдносно 0, то µ(A) = ν(A).
b) Припустимо, що K є деяким класом, який породжує B(R) (тобто задовольняє σ(K) = B(R)) . Чи

з того що µ(A) = ν(A) для кожного A ∈ K, випливає рiвнiсть µ = ν?
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5 Випадковi величини та їх розподiли

Ми пiдiйшли до ключової концепцiї теорiї ймовiрностей.

Визначення 5.1. Нехай (Ω,F ,P) є ймовiрнiсним простором. d-вимiрна випадкова величина (або d-
вимiрна випадкова змiнна) — це будь-яка вимiрна функцiя X : Ω → Rd (тобто X задовольняє умову:
для будь-якого B ∈ B(Rd) маємо {X ∈ B} := X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ F). Зокрема, для d = 1
ми просто скажемо „випадкова змiнна”.

Теорема 5.1. Якщо (Ω,F ,P) є iмовiрнiсним простором, X є d-вимiрною випадковою змiнною, а
f : Rd → Rk є борелiвською функцiєю, то f(X) є k-вимiрною випадковою змiнною. Зокрема, теза
справедлива для неперервних функцiй f .

Зокрема, ми бачимо, що якщо X = (X1, X2, . . . , Xd) – d-вимiрна випадкова величина, то X1, X2, . . .,
Xd є одновимiрними випадковими величинами.

Ще одна важлива концепцiя – розподiл випадкової величини. Нехай (Ω,F ,P)— iмовiрнiсний простiр,
а X — d-вимiрна випадкова величина. Для будь-якого B ∈ B(Rd) визначимо

PX(B) = P(X ∈ B) := P({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B})

(тобто PX є образом мiри P при перетвореннi X). Легко перевiрити, що (Rd,B(Rd), PX) є новим ймо-
вiрнiсним простором.

Визначення 5.2. Мiра PX називається розподiлом X.

Визначення 5.3. Нехай (Ω,F ,P) — iмовiрнiсний простiр, а X — d-вимiрна випадкова величина. Фун-
кцiєю розподiлу ймовiрностей цiєї випадкової величини є функцiя FX : Rd → [0, 1], визначена форму-
лою

FX(x1, x2, . . . , xd) = P(X1 ¬ x1, X2 ¬ x2, . . . , Xd ¬ xd)

= PX((−∞, x1]× (−∞, x2]× . . .× (−∞, xd]).

Приклади:

1. Один раз пiдкидаємо симетричну монету; Ω = {O,R}. Нехай X(O) = 1, X(R) = −1. Тодi

FX(t) = P(X ¬ t) =


0 якщо t < −1,

1/2 якщо − 1 ¬ t < 1,

1 якщо t  1.

2. Вибираємо випадковим чином точку з кола радiусомR: маємо (Ω,F ,P) =
(
K(0, R),B(K(0, R))), |·|πR2

)
.

Нехай X(ω) = ρ(ω, 0) буде вiдстанню випадкової точки вiд центру. Маємо

FX(t) = P(X ¬ t) =


0 якщо t < 0,

t2/R2 якщо 0 ¬ t < R,

1 якщо t  R.
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Теорема 5.2 (Властивостi функцiї розподiлу). Нехай X є (одновимiрною) випадковою величиною. Тодi
а) FX – неспадна.
б) limt→∞ FX(t) = 1, limt→−∞ FX(t) = 0.
в) FX – неперервна зправа.
г) для будь-якого t ∈ R iснує границя злiва FX(t−) = lims↑t FX(s) i

FX(t−) = P(X < t) = P(X ∈ (−∞, t)).

д) FX розривна в t0 тодi i тiльки тодi, коли P(X = t0) > 0 (це число t0 тодi називається атомом
розподiлу). Точнiше, для будь-якого t0 ∈ R ми маємо P(X = t0) = FX(t0)− FX(t0−).

е) для будь-яких a < b, маємо

P(a ¬ X ¬ b) = P(X ∈ [a, b]) = FX(b)− FX(a−),

P(a < X ¬ b) = P(X ∈ (a, b]) = FX(b)− FX(a),

P(a ¬ X < b) = P(X ∈ [a, b)) = FX(b−)− FX(a−),

P(a < X < b) = P(X ∈ (a, b)) = FX(b−)− FX(a).

Доведення. а) Якщо t1 < t2, то (−∞, t1] ⊂ (−∞, t2], a więc FX(t1) = PX((−∞, t1]) ¬ PX((−∞, t2]) =
FX(t2).

б) Для будь-якої послiдовностi (tn)n1, що прямує до нескiнченностi, R =
⋃
n(−∞, tn], а iнтервали

пiд сумою є зростаючими. Отже, використовуючи теорему неперервностi,

1 = PX(R) = lim
n→∞
PX((−∞, tn]) = lim

n→∞
FX(tn).

Другу частину доводимо аналогiчно.
в) Вiзьмемо t ∈ R i послiдовнiсть (tn)n1, що збiгається до t. Послiдовнiсть iнтервалiв (t, tn] спадає

i
⋂
n(t, tn] = ∅, тому

0 = PX

(⋂
n

(t, tn]

)
= lim
n→∞
PX((t, tn]) = lim

n→∞
PX((−∞, tn] \ (−∞, t])

= lim
n→∞

[
PX((−∞, tn])− PX((−∞, t])

]
= lim
n→∞
(FX(tn)− FX(t)).

г) Доведення подiбне до в).
д) Безпосередньо випливає з г) i рiвностi P(X = t0) = P(X ¬ t0)− P(X < t0).
е) Доведемо лише першу рiвнiсть, iншi перевiряємо аналогiчно:

P(a ¬ X ¬ b) = PX([a, b]) = PX((−∞, b])− PX((−∞, a)) = FX(b)− FX(a−).

Зауваження: Якщо функцiя F задовольняє умовам а), б) i в) наведеної вище теореми, то вона є
функцiєю розподiлу (доведення залишаємо як вправу).

Теорема 5.3 (Теорема єдиностi). Функцiя розподiлу d-вимiрної випадкової величини однозначно ви-
значає розподiл.

Доведення. Припустимо, що X, Y — випадковi величини з однаковою функцiєю розподiлу. Ми хочемо
показати, що PX = PY , тобто

(∗) PX(B) = PY (B)

23



для будь-якої борелiвської пiдмножини Rd. Клас усiх множин B, що задовольняють (*), утворює λ-
систему. З iншого боку, рiвнiсть функцiй розподiлу дає

PX((−∞, x1]× (−∞, x2]× . . .× (−∞, xd]) = FX(x) = FY (x)

= PY ((−∞, x1]× (−∞, x2]× . . .× (−∞, xd]),

таким чином (*) виконується для множин виду (−∞, x1] × (−∞, x2] × . . . (−∞, xd], якi складають π-
систему, що генерує B(Rd). Отже, теорема випливає безпосередньо з Леми π-λ.

Визначення 5.4. Припустимо, X = (X1, X2, . . . , Xd) є d-вимiрною випадковою величиною i 1 ¬ i1 <
i2 < . . . < ik ¬ d (k < d). Тодi (Xi1 , Xi2 , . . . , Xik) також є випадковою величиною, i її розподiл називає-
ться k-вимiрним граничним розподiлом розподiлу X.

Зауваження: Граничнi розподiли зазвичай не визначають спiльний розподiл. Розглянемо такий
приклад:

I - ми пiдкидаємо монету тричi i нехай X1 буде кiлькiстю решек до появи перших голiв, а X2 —
загальна кiлькiсть голiв.

II - ми робимо двi серiї пiдкидань монет по три рази i нехай X ′1 - кiлькiсть решек до появи перших
голiв в першiй серiї, а X ′2 - загальна кiлькiсть голiв у другiй серiї.

Очевидно, що X1 i X ′1 мають однаковий розподiл; так само X2 i X ′2 мають однаковий розподiл. З
iншого боку, змiннi (X1, X2) i (X ′1, X ′2) не мають однаковий розподiл: дiйсно,

P(X1,X2)({(3, 3)}) = 0 oraz P(X′1,X′2)({(3, 3)}) = 2
−6.

Таким чином, граничнi розподiли (X1, X2) i (X ′1, X ′2) iдентичнi, але спiльнi розподiли рiзнi.

У рештi лекцiї ми будемо використовувати наступне позначення: якщо X є d-вимiрною випадковою
величиною, то

σ(X) := {{X ∈ B} : B ∈ B(Rd)}

це σ-алгебра подiй, що генерує X.

Визначення 5.5. Нехай (Ω,F ,P) — iмовiрнiсний простiр, а {Xi}i∈I — родина випадкових величин, де
Xi приймає значення в Rdi . Ми говоримо, що цi змiннi незалежнi, якщо σ-алгебри, породженi цими
змiнними, незалежнi. Iншими словами, {Xi}i∈I незалежнi тодi i тiльки тодi коли для кожного n та
будь-яких попарно рiзних i1, i2, . . . , in ∈ I i будь-яких B1 ∈ B(Rdi1 ), . . ., Bn ∈ B(Rdin ),

P(Xi1 ∈ B1, Xi2 ∈ B2, . . . , Xin ∈ Bn) = P(Xi1 ∈ B1)P(Xi2 ∈ B2) . . .P(Xin ∈ Bn).

Приклади:
1. Подiї A1, A2, . . ., An незалежнi тодi i тiльки тодi, коли 1A1 , 1A2 , . . ., 1An вони незалежнi. Дiйсно,

це безпосередньо випливає з того факту, що для будь-якої подiї A i будь-якої борелiвської пiдмножини
прямої маємо

{1A ∈ B} =



A якщо 0 /∈ B, 1 ∈ B,

A′ якщо 0 ∈ B, 1 /∈ B,

∅ якщо 0, 1 /∈ B,

Ω якщо 0, 1 ∈ B.
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2. У схемi n випробувань Бернуллi визначимо

Xi(ω) = Xi(ω1, ω2, . . . , ωn)

:= ωi =

1 якщо в i-му випробуваннi був успiх,

0 якщо в i-му випробуваннi була невдача.

Тодi X1, X2, . . ., Xn є незалежними випадковими величинами. Це буде зрозумiло з фактiв, якi ми
наведемо пiзнiше в лекцiї.

Обговоримо тепер деякi умови, якi еквiвалентнi незалежностi випадкових величин. Заради простоти
ми зосередимося на одновимiрному випадку, але наступна теорема також справедлива, коли змiннi
приймають векторнi значення.

Теорема 5.4. Припустимо, X1, X2, . . ., Xn є випадковими величинами. Наступнi умови еквiвален-
тнi.

1) X1, X2, . . ., Xn незалежнi.
2) Для будь-яких B1, B2, . . ., Bn ∈ B(R) {X1 ∈ B1}, {X2 ∈ B2}, . . ., {Xn ∈ Bn} незалежнi.
3) P(X1,X2,...,Xn) = PX1 ⊗ PX2 ⊗ . . .⊗ PXn ,
4) Для будь-якого x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn,

F(X1,X2,...,Xn)(x1, x2, . . . , xn) = FX1(x1)FX2(x2) . . . FXn(xn).

Доведення. Ми вже знаємо, що умови 1) i 2) еквiвалентнi.
2)⇒4). Маємо

F(X1,X2,...,Xn)(x1, x2, . . . , xn) = P(X1 ¬ x1, X2 ¬ x2, . . . , Xn ¬ xn)

= P(X1 ¬ x1)P(X2 ¬ x2) . . .P(Xn ¬ xn) = FX1(x1)FX2(x2) . . . FXn(xn).

4)⇒3) Нехай X ′ — n-вимiрна випадкова величина, PX1 ⊗ PX2 ⊗ . . . ⊗ PXn . Для будь-якого x =
(x1, x2, . . . , xn) маємо

FX′(x1, x2, . . . , xn) = PX1 ⊗ . . .⊗ PXn
(
(−∞, x1]× (−∞, x2]× . . .× (−∞, xn]

)
= FX1(x1)FX2(x2) . . . FXn(xn) = F(X1,X2,...,Xn)(x1, x2, . . . , xn).

За теоремою єдиностi з цього випливає PX′ = P(X1,X2,...,Xn).
3)⇒1) Для будь-яких борелiвських пiдмножин B1, B2, . . ., Bn дiйсної прямої маємо

P(X1 ∈ B1, X2 ∈ B2, . . . , Xn ∈ Bn) = P(X1,X2,...,Xn)(B1 ×B2 × . . .×Bn)

= PX1(B1)PX2(B2) . . . PXn(Bn) = P(X1 ∈ B1)P(X2 ∈ B2) . . .P(Xn ∈ Bn).

Доведення завершено.

Перейдемо до бiльш детального обговорення типiв i прикладiв розподiлiв ймовiрностей у Rd.

Визначення 5.6. Ми кажемо, що d-вимiрна випадкова величина X має дискретний (ступiнчастий,
атомарний) розподiл, якщо P(X ∈ SX) = 1, де

SX = {x ∈ Rd : P(X = x) > 0}

це набiр атомiв розподiлу.
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Примiтки:
1) Для будь-якої d-вимiрної змiнної X множина SX не бiльше нiж злiченна, оскiльки

SX =
⋃
n1

{x ∈ Rd : P(X = x) > 1/n},

i кожна з множин, що фiгурують пiд сумою, є скiнченною.
2) Дискретний розподiл однозначно визначається щонайбiльше злiченною множиною S ⊂ Rd i фун-

кцiєю p : S → [0, 1] такою, що
∑
x∈S p(x) = 1. Дiйсно, тодi

P (B) =
∑
x∈S∩B

p(x).

Вiдзначимо дуже простий факт.

Теорема 5.5. Випадковi величини X1, X2, . . ., Xn мають дискретний розподiл тодi i тiльки тодi,
коли змiнна (X1, X2, . . . , Xn) має дискретний розподiл.

У випадку скiнченної родини дискретних змiнних умова незалежностi може бути перевiрена насту-
пним простим критерiєм.

latwo Теорема 5.6. Випадковi величини X1, X2, . . ., Xn з дискретними розподiлами незалежнi тодi i тiль-
ки тодi, коли для будь-яких x1 ∈ SX1 , x2 ∈ SX2 , . . ., xn ∈ SXn виконується

P(X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn) = P(X1 = x1)P(X2 = x2) . . .P(Xn = xn).

Доведення. ⇒ Очевидно: постульована рiвнiсть є окремим випадком умови у визначеннi незалежностi.
⇐ Для зручностi позначення ми доведемо лише для n = 2; випадок n  3 розглядається аналогiчно.

Маємо

P(X1 ∈ B1, X2 ∈ B2) = P(X1 ∈ SX1 ∩B1, X2 ∈ SX2 ∩B2)

=
∑

x1∈SX1∩B1,x2∈SX2∩B2

P(X1 = x1, X2 = x2)

=
∑

x1∈SX1∩B1

∑
x2∈SX2∩B2

P(X1 = x1)P(X2 = x2) = P(X1 ∈ B1)P(X2 ∈ B2).

Приклади:
1) Розподiл зосереджений в a ∈ Rd, позначається δa. Змiнна X має розподiл зосереджений в a, якщо

P(X = a) = 1; SX = {a}.

2) Двоточковий розподiл зосереджений в a, b ∈ Rd, a ̸= b.X має двоточковий розподiл зосереджений
в {a, b}, якщо P(X = a) = p i P(X = b) = 1− p для деякого p ∈ (0, 1).

3) Розподiл Бернуллi (бiномiальний розподiл) з параметрами n, p (n = 1, 2, . . ., p ∈ (0, 1)), позна-
чається B(n, p). X ма розподiл B(n, p), якщо P(X = k) =

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k, k ∈ SX = {0, 1, 2, . . . , n}.

Iншими словами, якщо задана схема n випробувань Бернуллi з iмовiрнiстю успiху p, то загальна кiль-
кiсть успiхiв має розподiлу Бернуллi B(n, p).

Вiдступ. Припустимо, що змiннi X1, X2, . . ., Xn задано формулою

(∗) Xi =

1 якщо в i-тому випробуваннi бул успiх,

0 iнакше.
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Тодi, як це легко перевiрити за допомогою Теореми
latwo
5.6, змiннi X1, X2, . . ., Xn є незалежними. З iншого

боку, X1 +X2 + . . .+Xn — це загальна кiлькiсть успiхiв. Отже, ми отримали такий факт:

НехайX1,X2, . . .,Xn – незалежнi випадковi величини з однаковим розподiлом (iнодi цi двi властиво-
стi будуть скорочено називатися i.i.d.), заданими як P(Xi = 1) = p = 1−P(Xi = 0). ТодiX1+X2+. . .+Xn
має розподiл B(n, p).

Ми використали тут просте спостереження:

Теорема 5.7. Якщо d-вимiрнi змiннi X, Y мають однаковий розподiл, а f : Rd → Rk є функцiєю
Бореля, то f(X) i f(Y ) теж мають однаковий розподiл.

4) Геометричний розподiл iз параметром p (0 < p < 1), позначається Geom(p). Змiнна X має
розподiл Geom(p), якщо

P(X = k) = (1− p)kp, k ∈ SX = {0, 1, 2, . . .}.

Iнтерпретацiя: припустимо, нам дано схему Бернуллi з нескiнченною кiлькiстю випробувань i ймовiрнi-
стю успiху p. Нехай X буде кiлькiстю невдач перед першим успiхом. Тодi X має геометричний розподiл
з параметром p. Дiйсно, ввiвши змiннi X1, X2, . . ., як у попередньому прикладi, ми можемо написати

P(X = k) = P(X1 = 0, X2 = 0, . . . , Xk = 0, Xk+1 = 1)

= P(X1 = 0)P(X2 = 0) . . .P(Xk = 0)P(Xk+1 = 1) = (1− p)kp.

Iнодi в лiтературi геометричний розподiл визначається трохи iнакше: а саме Y ∼Geom(p), якщо для
будь-якого k ∈ SY = {1, 2, . . .}, ми маємо P(Y = k) = (1−p)k−1p. Тодi ця змiнна iнтерпретується як час
очiкування першого успiху в нескiнченнiй схемi Бернуллi з iмовiрнiстю p. Це пов’язано з попередньою
змiнною таким чином: Y = X + 1.

5) Розподiл Пуассона з параметром λ (λ > 0), позначається Pois(λ). Змiнна X має такий розподiл,
якщо

P(X = k) =
λk

k!
e−λ, k ∈ SX = {0, 1, 2, . . .}.

Розподiл Пуассона виникає через вiдповiдний перехiв до границi для розподiлiв Бернуллi. Точнiше,
справедливий такий факт (без доведення).

Теорема 5.8 (Теорема Пуассон). Нехай (pn)n1 є послiдовнiстю чисел в iнтервалi (0, 1), що задоволь-
няє умову limn→∞ npn = λ > 0. Тодi для будь-якого числа k ∈ {0, 1, 2, . . .},

lim
n→∞

(
n

k

)
pkn(1− pn)n−k =

λk

k!
e−λ.

Iншими словами, якщо Xn має розподiл B(n, p), X має розподiл Pois(λ) i np ≈ λ, то розподiли Xn i
X близькi.

Переходимо до наступного важливого роздiлу розподiлiв.

Визначення 5.7. Ми кажемо, що d-вимiрна випадкова величина X є неперервною, якщо iснує боре-
лiвська функцiя g : Rd → [0,∞) така, що для будь-якої борелiвської пiдмножини B ⊆ Rd,

P(X ∈ B) = PX(B) =
∫
B

g(x)dx.

Функцiя g називається щiльнiстю розподiлу.
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Зауваження:
1. Якщо розподiл PX неперервний, то SX = ∅, але не навпаки (необхiдною i достатньою умовою є

P(X ∈ B) = 0 для будь-якого B ⊂ Rd з нульовою мiрою Лебега).
2. Якщо g : Rd → [0,∞) — щiльнiсть деякого розподiлу µ i g̃ : Rd → [0,∞) є борелiвською функцiєю,

тодi g̃ є щiльнiстю µ тодi i тiльки тодi, коли g = g̃ м.в. Дiйсно, iмплiкацiя ⇐ очевидна:

µ(A) =
∫
A

g(x)dx =
∫
A

g̃(x)dx.

Переходимо до iмплiкацiї ⇒: маємо
∫
B
g =

∫
B
g̃ для будь-якої борелiвської множини B. Припустимо,

що теза не виконується; тодi одна з множин {g > g̃}, {g < g̃} має додатну мiру. Без втрати загальностi
припустимо, що це перша множина, i позначимо її через B. Це борелiвська множина, i

∫
B
g >

∫
B
g̃,

отримуємо суперечнiсть.
3. Кожна борелiвська функцiя g : Rd → [0,∞) така, що

∫
Rd g(x)dx = 1 є щiльнiстю деякого розподiлу,

що задано наступним чином: µ(B) =
∫
B
g(x)dx для B ∈ B(Rd).

4. Величина X неперервно розподiлена тодi i тiльки тодi, коли iснує борелiвська функцiя g : Rd →
[0,∞) така, що

FX(x1, x2, . . . , xd) =
∫ x1
−∞

∫ x2
−∞
. . .

∫ xd
−∞
g(y1, y2, . . . , yd)dyddyd−1 . . . dy1.

Справдi:
⇒ Маємо F (x1, . . . , xd) = P((X1, . . . , Xd) ∈ (−∞, x1] × . . . × (−∞, xd]) i далi достатньо використати

визначення щiльностi.
⇐ Легко перевiрити, що

∫
Rd g(x)dx = 1. Нехай µ — розподiл ймовiрностей в Rd, що задано щiльнiстю

g (див. Примiтку 3 вище). Тодi, за попередньою iмплiкацiєю, ми маємо FX = Fµ, а отже, за теоремою
єдиностi, PX = µ.

5. Як висновок iз попереднього зауваження отримуємо наступний факт.

Теорема 5.9. Нехай X є d-вимiрною випадковою величиною з функцiєю розподiлу F , i нехай

g(x1, x2, . . . , xd) =
∂dF

∂x1∂x2 . . . ∂xd
(x1, x2, . . . , xd) м.в.

Тодi, якщо
∫
Rd g = 1, то X має неперервний розподiл i його щiльнiсть дорiвнює g.

Приклад 5.1. Вибираємо навмання точку з кола радiуса R. Нехай X є вiдстанню точки вiд центра
кола. Тодi, як ми вже знаємо,

FX(t) =


0 для t < 0,

t2/R2 для 0 ¬ t < R,

1 для t  R.

Диференцiюючи, отримуємо

g(t) =

0 для t < 0 lub t  R,

2t/R2 для 0 ¬ t < R.

Легко перевiрити, що
∫
R g = 1, тому g є щiльнiстю розподiлу X.
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Теорема 5.10. Якщо розподiл X = (X1, X2, . . . , Xd) неперервний, то його граничнi розподiли також
неперервнi. Крiм того

gXi(x) =
∫
Rd−1
g(x1, x2, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xd)dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxd.

Загалом, щоб отримати щiльнiсть вектора (Xi1 , Xi2 , . . . , Xik), нам потрiбно проiнтегрувати щiль-
нiсть X за всiма xi для i /∈ {i1, i2, . . . , ik}.

Доведення. Маємо

P(Xi ∈ B) = P((X1, X2, . . . , Xd) ∈ Ri−1 ×B × Rd−i) =
∫
Ri−1×B×Rd−i

g

=
∫
B

(∫
Ri−1×Rd−i

g(x)dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxn
)

dxi.

У випадку, коли граничний розподiл є багатовимiрним, мiркування аналогiчнi.

Зауваження: Зворотна iмплiкацiя не виконується: достатньо взяти будь-яку неперервну однови-
мiрну випадкову величину X i розглянути вектор (X,X) (який вже не є неперервним, оскiльки вiн
зосереджений на множинi {(x, x) : x ∈ R}, яка має нульову мiру Лебега).

Важливi приклади неперервних розподiлiв
1) Рiвномiрний розподiл на множинi D, що позначається як U(D). Припустимо, що D ∈ B(Rd)

задовольняє умову 0 < |D| < ∞. Випадкова величина X рiвномiрно розподiлена на D, якщо вона має
щiльнiсть

g(x) =
1
|D|
1D(x) =

1/|D| для x ∈ D,

0 для x /∈ D.

Для будь-якого B ∈ B(Rd) ми маємо P(X ∈ B) =
∫
B
g(x)dx = |B∩D||D| .

Зокрема, якщо d = 1 i D = [a, b], ми отримуємо розподiл о щiльностi g(x) = 1
b−a1[a,b](x) i функцiї

розподiлу

FX(x) =
∫ x
−∞
g(s)ds =


0 для x < a,

(x− a)/(b− a) для a ¬ x < b,

1 для x  b.

2) Експоненцiальний розподiл iз параметром λ (λ > 0), позначається Exp(λ). Випадкова величина
X має такий розподiл, якщо вона має щiльнiсть

g(x) = λe−λx1[0,∞)(x) =

0 для x < 0,

λe−λx для x  0.

Як легко тодi порахувати

FX(x) =

0 для x < 0,

1− e−λx для x  0.

Експоненцiальний розподiл використовується для моделювання часу очiкування абсолютно випад-
кової подiї. Припустимо, що невiд’ємна випадкова змiнна X є таким часом очiкування, i ми запишемо
загальну випадковiсть як властивiсть вiдсутностi пам’ятi :

P(X > t+ s|X > s) = P(X > t) для всiх s, t  0.

29



Позначаючи f(t) = P(X > t), ми бачимо, що наведене вище рiвняння еквiвалентно f(t+ s) = f(t)f(s).
Крiм того, f не зростає, неперервна справа i задовольняє f(0) = 1, limt→∞ f(t) = 0, з чого вже випливає,
що f(t) = e−λx для деякого λ > 0, тому X має експоненцiальний розподiл.

3) Розподiл Гауса (нормальний розподiл). Припустимо, m є фiксований вектор у Rd, а A — си-
метрична позитивно визначена матриця d × d. Випадкова величина X є нормально розподiленою (з
параметрами m i A), якщо її щiльнiсть дорiвнює

g(x) =

√
detA
(2π)d/2

exp
(
−1
2
⟨A(x−m), x−m⟩

)
(⟨·, ·⟩ означає скалярний добуток у Rd). Перевiримо, що iнтеграл вiд g справдi дорiвнює 1. З лiнiйної
алгебри ми знаємо, що iснує iзометрiя (ортогональна матриця) B : Rd → Rd така, що BtAB дiагональна:

BtAB =


a1 0 . . . 0

0 a2 . . . 0

. . .

0 0 . . . ad

 .
Пiдставляючи x−m = By, отримуємо∫

Rd
g(x)dx =

√
detA
(2π)d/2

∫
Rd
exp

(
−1
2
⟨ABy,By⟩

)
|detB|dy

=

√
detA
(2π)d/2

∫
Rd
exp

(
−1
2
⟨B−1ABy, y⟩

)
dy

=

√
detA
(2π)d/2

∫
Rd
exp

(
−1
2

d∑
k=1

aky
2
k

)
dy

=

√
detA
(2π)d/2

d∏
k=1

∫
R
e−aky

2
k/2dyk

=

√
detA

√
a1a2 . . . ad

d∏
k=1

(
1√
2π

∫
R
e−z

2
k/2dzk

)
= 1,

де на передостанньому кроцi ми зробили замiну zk =
√
akyk, а в останньому використано рiвнiсть

detA = a1a2 . . . ad та
1√
2π

∫
R
e−x

2/2dx = 1.

В особливому випадку d = 1, якщо m ∈ R i σ > 0 (i [σ−2] для матрицi A), ми отримуємо щiльнiсть

g(x) =
1√
2πσ
exp

(
− (x−m)

2

2σ2

)
, x ∈ R.

Цей розподiл позначається N (m,σ2). Зокрема, розподiл N (0, 1) називається стандартним нормальним
розподiлом (стандартним розподiлом Гауса).

Для безперервно розподiлених змiнних ми маємо наступний критерiй незалежностi.

Теорема 5.11. Припустимо, що g1, g2, . . ., gn є щiльностями. Тодi випадковi величини X1, X2,
. . ., Xn iз розподiлами з щiльностями g1, g2, . . ., gn незалежнi тодi i тiльки тодi, коли змiнна
(X1, X2, . . . , Xn) має щiльнiсть g(x1, x2, . . . , xn) = g1(x1)g2(x2) . . . gn(xn).
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Доведення. ⇒ З незалежностi змiнних випливає

F(X1,X2,...,Xn)(x1, x2, . . . , xn)

= FX1(x1)FX2(x2) . . . FXn(xn)

=
∫ x1
−∞
g1(y1)dy1

∫ x2
−∞
g2(y2)dy2 . . .

∫ xn
−∞
gn(yn)dyn

=
∫
(−∞,x1]×...×(−∞,xn]

g1(y1)g2(y2) . . . gn(yn)dy1dy2 . . . dyn,

з чого вiдразу випливає теза.
⇐ Записуємо таку ж послiдовнiсть рiвностей, починаючи з кiнця.

Приклад 5.2. Змiннi X1, X2, . . ., Xn, рiвномiрно розподiленi на D1, D2, . . ., Dn, незалежнi тодi i тiльки
тодi, коли (X1, X2, . . . , Xn) рiвномiрно розподiлено на D1 ×D2 × . . .×Dn. Це безпосередньо випливає з
того факту, що щiльнiсть рiвномiрного розподiлу при D1 ×D2 × . . .×Dn дорiвнює

1D1×D2×...×Dn(x1, x2, . . . , xn)
|D1 ×D2 × . . .×Dn|

=
1D1(x1)
|D1|

· 1D2(x2)
|D2|

· . . . · 1Dn(xn)
|Dn|

,

а множники праворуч — щiльностi рiвномiрного розподiлу на D1, D2, . . ., Dn вiдповiдно.

Коли випадковi величини є незалежними та мають безперервний розподiл, iснує ефективний метод
обчислення розподiлу їх суми. Справедливим є наступний факт.

Теорема 5.12. Нехай X1, X2 незалежнi одновимiрнi випадкових величин iз розподiлами з щiльнi-
стями g1 та g2 вiдповiдно. Тодi розподiл X1 +X2 має щiльнiсть

g1 ∗ g2(x) =
∫
R
g1(x− y)g2(y)dy.

Отже, ми бачимо, що g1 ∗ g2 є згорткою щiльностей g1 i g2.

Доведення. Для будь-якого B ∈ B(R) маємо

P(X1 +X2 ∈ B) = P(X1,X2)({(x, y) : x+ y ∈ B})

=
∫∫
{(x,y):x+y∈B}

g(X1,X2)(x, y)dxdy

=
∫∫
{(x,y):x+y∈B}

g1(x)g2(y)dxdy

=
∫∫

R2
1B(x+ y)g1(x)g2(y)dxdy

=
∫
R

(∫
R
1B(x+ y)g1(x)dx

)
g2(y)dy

=
∫
R

(∫
R
1B(z)g1(z − y)dz

)
g2(y)dy

=
∫
B

(∫
R
g1(z − y)g2(y)dy

)
dz

=
∫
B

g1 ∗ g2(z)dz.
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Приклади:
1) Якщо X1, X2 є незалежними випадковими величинами рiвномiрно розподiленi на [0, 1], тодi

g1(x) = g2(x) = 1[0,1](x), тому X1 +X2 має щiльнiсть

g1 ∗ g2(x) =
∫
R
1[0,1](x− y)1[0,1](y)dy

=
∫
R
1[x−1,x](y)1[0,1](y)dy

=
∣∣[x− 1, x] ∩ [0, 1]∣∣ =



0 для x < 0,

x для 0 ¬ x < 1,

2− x для 1 ¬ x < 2,

0 для x  2.

2) Припустимо, X1, X2 — незалежнi випадковi величини з розподiлами N(m1, σ21), N(m2, σ22): тодi

gi(x) =
1√
2πσi

exp
(
− (x−mi)

2

2σ2i

)
, i = 1, 2.

X1 +X2 має щiльнiсть

g1 ∗ g2(x) =
1

2πσ1σ2

∫
R
exp

(
− (x− y −m1)

2

2σ21
− (y −m2)

2

2σ22

)
dy

=
1√

2π(σ21 + σ
2
2)
exp

(
− (x−m1 −m2)

2

2(σ21 + σ
2
2)

)
(Доведення останньої рiвностi залишаємо як вправу). Отже, X1+X2 ∼ N(m1+m2, σ21 +σ22). I загалом,
за iндукцiєю: якщо X1, X2, . . ., Xn є незалежними випадковими величинами з розподiлами N(m1, σ21),
N(m2, σ2)2), . . ., N(mn, σ2n), то X1+X2+ . . .+Xn має розподiл N(m1+m2+ . . .+mn, σ21+σ22+ . . .+σ2n).
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6 Завдання

1. Кидаємо монету, для якої ймовiрнiсть випадiння голови становить p ∈ (0, 1], поки не випаде k
голiв (загалом, не обов’язково поспiль). Нехай X — це кiлькiсть пiдкидань. Знайдiть розподiл X.

2. Кидаємо кубик двiчi. Нехай X, Y позначають мiнiмальне та максимальне з отриманих чисел
вiдповiдно. Визначте розподiл X, Y i переконайтеся, що X i 7− Y мають однаковий розподiл.

3. На перехрестi вулиць певного напрямку на хвилину горить червоне свiтло, а на пiвхвилини зелене
(вважаємо, що жовтого немає). Автомобiль прибуває на перехрестя (у заданому напрямку) у випадко-
вий час. Нехай X — час перебування на перехрестi; припускаємо, що пробки немає.

a) Визначте розподiл X.
б) Припустимо, що за 20 секунд автомобiль ще не проїхав перехрестя; яка ймовiрнiсть того, що вiн

проїде протягом наступних 10 секунд?

4. Розподiл випадкової величини X задано формулою

FX(t) =



0 для t < −1,
1
2 (t+ 1) для − 1 ¬ t < 0,
3
4 для 0 ¬ t < 4,

1 для t  4.

Обчислити P(X = −5), P(2 < X ¬ 5), P(X = 4), P(−1 < X < 0).

5. Випадкова величина X має функцiю розподiлу

F (t) =


0 для t < 0,

t/2 для 0 ¬ t < 2,

1 для t  2.

.

Визначити функцiю розподiлу змiнних Y = max(X, 1) i Z = min(X,X2).

6. Нехай F : R→ [0, 1] – неперервна справа неспадна функцiя така, що limt→∞ F (t) = 1 i limt→−∞ F (t) =
0. Доведiть, що F є функцiєю розподiлу деякої випадкової величини в деякому iмовiрнiсному просторi.

7. З колоди 52 карт п’ять разiв випадковим чином беремо по однiй картi i кладемо назад. Нехай X
— кiлькiсть витягнутих пiк, Y — кiлькiсть витягнутих черв, а Z — кiлькiсть витягнутих валетiв. Чи
змiннi X, Y є незалежними? Чи змiннi X, Z є незалежними?

8. Випадковi величини X1, X2, . . ., Xn (n  6) є незалежними та мають однаковий розподiл, визна-
чений формулою P(Xi = −1) = P(Xi = 1) = 1/2, i = 1, 2, . . . , n.

а) Чи змiннi X1 +X2, X1X2 є незалежними?
б) Чи змiннi X1 +X2, X3, X4 +X5X6 є незалежними?
в) Чи змiннi X1, X1X2, . . ., X1X2 . . . Xn є незалежними?

9. Випадковi величини X, Y незалежнi, крiм того для n = 1, 2, . . . маємо P(X = n) = (1− p)n−1p i
P(Y = n) = (1− q)n−1q. Обчислити P(X ¬ Y ).
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10. Для будь-якого числа ω ∈ [0, 1] нехай Xn(ω) буде n-м розрядом двiйкового розкладання ω,
n = 1, 2, , . . . (якщо ω має два рiзних розкладання, ми беремо те, яке мiстить скiнченну кiлькiсть
одиниць). Доведiть, що X1, X2, . . . є незалежними випадковими величинами на ймовiрнiсному просторi
([0, 1],B([0, 1]), | · |).

11.X, Y незалежнi, та X не має атомiв. Доведiть, що P(X = Y ) = 0.

12. Випадковi величини X1, X2, . . ., Xn є незалежними i мають розподiли Пуассона з параметрами
λ1, λ2, . . ., λn. Доведiть, що X1+X2+ . . .+Xn має розподiл Пуассона з параметром λ1+λ2+ . . .+λn.

13. Випадкова величина X не залежить вiд себе. Доведiть, що iснує таке число c, що P(X = c) = 1.

14. Випадкова величина X має експоненцiальний розподiл з параметром 1.
a) Визначте розподiли [X] i {X}.
b) Чи незалежнi цi змiннi?

Зауваження: [x], {x} позначають цiлу частину та дробову частину числа x ∈ R вiдповiдно.

15. Випадкова величина X рiвномiрно розподiлена на iнтервалi [0, 1]. Визначити розподiл змiнної
Y = − lnX.

16. Випадкова величина X має нормальний розподiл N (0, 1). Визначити щiльностi змiнних Y = eX ,
Z = X2.

17. Текст брошури мiстить n = 100000 символiв. Пiд час введення (на комп’ютерi) кожен символ
може бути написаний з помилкою з ймовiрнiстю 0, 001. У свою чергу редактор знаходить кожну з
помилок з iмовiрнiстю 0, 9, а потiм текст повертається автору, який знаходить кожну з помилок, що
залишилися, з iмовiрнiстю 0, 5. Оцiнiть ймовiрнiсть того, що брошура мiститиме не бiльше 3 помилок
пiсля обох редакцiй.

18. Випадковi величини X1, X2, . . ., Xn є незалежними та мають експоненцiальний розподiл з
параметрами λ1, λ2, . . ., λn вiдповiдно. Визначити розподiл змiнної Y = max(X1, X2, . . . , Xn).

19. Випадкова величина (X,Y ) має щiльнiсть розподiлу

g(x, y) = Cxy1{0¬x¬y¬1}.

а) Обчислити C.
b) Обчислити P(X + Y ¬ 1).
c) Визначити розподiл змiнної X/Y .
г) Чи X, Y незалежнi?
e) Чи X/Y , Y незалежнi?

20. Змiннi X, Y є незалежними та рiвномiрно розподiленими в iнтервалi [−1, 1]. Обчислити P(X2 +
Y 2 ¬ 1).

21. Випадкова величина X має розподiл Кошi, тобто ма щiльнiсть розподiлу

g(x) =
1
π

1
1 + x2

.

Доведiть, що змiннi X, 1/X мають однаковий розподiл.

22. Нехай Γ(r) =
∫∞
0 x

r−1e−xdx, r > 0. Ми кажемо, що X має розподiл гамма з параметрами λ, r
(позначається Γ(λ, r)), якщо вiн має щiльнiсть

gλ,r(x) =
1
Γ(r)
λrxr−1e−λx1[0,∞)(x).
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а) Доведiть, що якщо X, Y є незалежними змiнними X ∼ Γ(λ, r), Y ∼ Γ(λ, s), то X+Y ∼ Γ(λ, r+s).
б) Доведiть, що якщо X1, X2, . . ., Xn є незалежними випадковими величинами з розподiлом Exp(λ),

то X1 +X2 + . . .+Xn має розподiл Gamma(λ, n).
в) Доведiть, що якщо X1, X2, . . ., Xn є незалежними випадковими величинами з розподiлом N (0, 1),

то X21 + X22 + . . . + X2n має розподiл Γ(1/2, n/2) (це називається розподiл хi-квадрат iз n ступенями
свободи).

23. Випадковi величини X, Y незалежнi та експоненцiально розподiленi з параметром 1. Доведiть,
що X/Y i X + Y незалежнi.
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7 Параметри розподiлу випадкової величини (математичне

сподiвання та дисперсiя)

Визначення 7.1. (i) Припустимо, що X є одновимiрною випадковою величиною в iмовiрнiсному про-
сторi (Ω,F ,P). Ми кажемо, що X має математичне сподiвання, якщо iнтеграл

∫
ΩX(ω)dP(ω) є збiжним.

Цей iнтеграл i називається математичним сподiвання X i позначається EX.
(ii) Якщо E|X| <∞, то ми кажемо, що X iнтегровна, i пишемо X ∈ L1(Ω,F ,P).
(iii) Аналогiчно, якщо E|X|p < ∞ для деякого p > 0, то ми говоримо, що X iнтегровна до p-го

степеня, i пишемо X ∈ Lp(Ω,F ,P).
(iv) Ми кажемо, що випадкова величинаX є обмеженою, якщо iснує таке число u, що P(|X|  u) = 0.

Позначення: X ∈ L∞(Ω,F ,P).

Зауваження: Наведенi вище визначення також мають сенс, коли X є багатовимiрною змiнною, це
буде обговорено пiзнiше в лекцiї.

Звернемо увагу на двi важливi нерiвностi:

1) Нерiвнiсть Мiнковського. Якщо X, Y є випадковими величинами i 1 ¬ p <∞, то

ess sup |X + Y | ¬ ess sup |X|+ ess sup |Y |,

де ess sup ξ = inf{u : P(ξ  u) = 0} — т.зв. iстотний супремум ξ.
2) Hерiвнiсть Гельдера. Припустимо, що X, Y є випадковими величинами i p, q ∈ (1,∞) є гармонiчно

спряженими числами, тобто 1p +
1
q = 1. Тодi

E|XY | ¬ (E|X|p)1/p(E|Y |q)1/q.

Зауваження: Безпосередньо з визначення ми бачимо, що сподiвання є лiнiйним оператором: то-
чнiше, якщо X1, X2, . . . , Xn є iнтегровними випадковими величинами, а a1, a2, . . . , an R, то a1X1 +
a2X2 + . . .+ anXn є iнтегровною, i

E(a1X1 + a2X2 + . . .+ anXn) = a1EX1 + a2EX2 + . . .+ anEXn.

З аналiзу випливають наступнi три теореми про перехiд до границi пiд знаком iнтеграла.

Теорема 7.1 (Теорема Левi про монотонну збiжнiсть). Припустимо, що X1, X2, . . . є невiд’ємними
iнтегровними випадковими величинами i Xn(ω) ¬ Xn+1(ω), n = 1, 2, . . .. Тодi

E
(
lim
n→∞
Xn
)
= lim
n→∞

EXn.

Зокрема, змiнна limn→∞Xn iнтегровна тодi i тiльки тодi, коли limn→∞ EXn <∞.

Теорема 7.2 (Теорема Лебега про мажоровану збiжнiсть). Припустимо, X1, X2, . . . є випадковими
величинами, мажорованими деякою iнтегровною змiнною η: |Xn| ¬ η для n = 1, 2, . . .. Якщо iснує
границя X(ω) = limn→∞Xn(ω) для майже всiх ω (майже всiх в сенсi P), то limn→∞ EXn = EX.

Теорема 7.3 (Лема Фату). Припустимо, що X1, X2, . . . є невiд’ємними випадковими величинами.
Тодi E lim infn→∞Xn ¬ lim infn→∞ EXn.
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Вiдступ: Припустимо, що X, Y є випадковими величинами. Ми кажемо, що X i Y рiвнi майже
напевно (м.н.), якщо виконується P(X ̸= Y ) = 0. Для p ∈ [1,∞] визначимо

||X||p =

(E|X|p)1/p для 1 ¬ p <∞,

ess sup |X| для p =∞.

Якщо ми ототожнюємо випадковi величини, що рiвнi м.н., то || · ||p є нормою на Lp(Ω,F ,P). Крiм того,
простiр Lp(Ω,F ,P) з цiєю нормою є лiнiйним i повним (тобто є Банаховим простором).

Зауваження: Згiдно зi старою нерiвнiстю Гельдера ми маємо ||X||p ¬ ||X||p′ , якщо p < p′. Звiдси
ми отримуємо включення Lp

′
(Ω,F ,P) ⊂ Lp(Ω,F ,P).

Визначення 7.2. Для p ∈ (0,∞) число E|X|p називається p-м моментом змiнної X.

Теорема 7.4 (Нерiвнiсть Чебишева). Припустимо, X — випадкова величина, а f : [0,∞) → [0,∞) —
неспадна функцiя, така що f(x) > 0 для x > 0. Тодi для будь-якого числа λ > 0

P(|X|  λ) ¬ Ef(|X|)
f(λ)

.

Зокрема, приймаючи f(x) = xp, p > 0, отримуємо

P(|X|  λ) ¬ E|X|p

λp
.

Доведення. Маємо

Ef(|X|)  Ef(|X|)1{|X|λ}  Ef(λ)1{|X|λ} = f(λ)P(|X|  λ).

Визначення 7.3. Припустiмо, що X є одновимiрною iнтегровною з квадратом випадковою величиною
(тобто X ∈ L2). Число VarX = E(X − EX)2 називається дисперсiєю X.

Легко перевiрити, що дисперсiя має такi властивостi. Припустивши X ∈ L2, ми маємо:

(a) VarX = EX2 − (EX)2,

(b) VarX  0, з VarX = 0 тодi i тiльки тодi, коли X має одноточковий розподiл.

(c) Var(aX + b) = a2VarX для будь-яких дiйсних чисел a, b.

(d) З нерiвностi Чебишева для будь-якого числаλ > 0, отримуємо

P(|X − EX|  λ) ¬ VarX
λ2
.

Вiдзначимо ще один загальний факт.

Теорема 7.5 (Про замiну змiнних). Припустiмо, що X є d-вимiрною випадковою змiнною на (Ω,F ,P)
i f : Rd → R є борелiвською функцiєю. Тодi

Ef(X) =
∫
Rd
f(x)PX(dx),

якщо один iз цих iнтегралiв iснує.
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Доведення. Використовуємо метод ускладнення функцiї.
(i) Спочатку припустимо, що f є характеристичною функцiєю деякої множини B: f = 1B . Тодi

доведена тотожнiсть набуває вигляду P(X ∈ B) = PX(B), що, звичайно, вiрно.
(ii) Якщо f є простою функцiєю, тобто лiнiйною комбiнацiєю характеристичних функцiй, тодi до-

слiджувана рiвнiсть виконується, оскiльки обидвi сторони залежать вiд f лiнiйним чином.
(iii) Припустимо f  0. Тодi f є поточковою границею деякої невiд’ємної послiдовностi (fn)n0

невiд’ємних простих функцiй. На пiдставi (ii) ми маємо

Efn(X) =
∫
Rd
fn(x)PX(dx), n = 1, 2, . . . ,

тому достатньо взяти n→∞ i скористатися теоремою Лебега про монотонний перехiд до границi.
(iv) Якщо f є довiльною, ми розбиваємо її на рiзницю двох невiд’ємних борелiвських функцiй:

f = f+ − f− = f1{f0} + f1{f<0}, застосовуємо (iii) до функцiй f+ i f−, i потiм ми вiднiмаємо двi
отриманi тотожностi.

З наведеного факту випливають наступнi

Висновки:
1) Якщо X є випадковою величиною, то EX =

∫
R xPX(dx) i

VarX =
∫
R
(x− EX)2PX(dx) =

∫
R
x2PX(dx)− (EX)2

(якщо цi iнтеграли iснують).
2) Математичне сподiвання та дисперсiя залежать лише вiд розподiлу.

Як видно з наведеної вище теореми, якщо X є d-вимiрною дискретною змiнною, а f : Rd → R —
борелiвською функцiєю, то

Ef(X) =
∫
Rd
f(x)PX(dx) =

∑
x∈SX

f(x)PX({x}) =
∑
x∈SX

f(x)P(X = x),

якщо iснує математичне сподiвання. Так, зокрема, для d = 1 маємо

EX =
∑
x∈SX

xPX({x}) =
∑
x∈SX

xP(X = x),

VarX = EX2 − (EX)2 =
∑
x∈SX

x2PX({x})− (EX)2 =
∑
x∈SX

x2P(X = x)− (EX)2.

Якщо змiнна має неперервний розподiл, ми визначаємо її параметри, використовуючи такий факт.

Теорема 7.6. Припустимо, що d-вимiрна випадкова величина X розподiлена з щiльнiстю g. Тодi для
будь-якої борелiвської функцiї f : Rd → R маємо

Ef(X) =
∫
Rd
f(x)PX(dx) =

∫
Rd
f(x)g(x)dx,

якщо iснує математичне сподiвання.

Dowód. Як i вище, ми використовуємо метод ускладнення функцiї.
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Отже, якщо X є одновимiрною випадковою величиною з щiльнiстю g, то

EX =
∫
R
xg(x)dx, VarX =

∫
R
x2g(x)dx− (EX)2.

Приклади:
1) Нехай PX = δa, a ∈ R. Тодi EX = a · 1 = a, VarX = EX2 − (EX)2 = a2 − a2 = 0.

2) Припустимо, що PX має двоточковий розподiл зосереджений в {a, b}, такий що PX({a}) = p,
PX({b}) = 1− p , 0 < p < 1. Тодi

EX = a · p+ b · (1− p),

VarX = a2 · p+ b2 · (1− p)− (ap+ b(1− p))2 = (a− b)2p(1− p).

3) Тепер припустiмо, що PX = B(n, p): PX({k}) =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n. Тодi, як вище

EX = np i VarX = np(1− p).

Рахувати прямо за визначенням незручно: наприклад, маємо

EX =
n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

i цю суму треба „згорнути”. Щоб уникнути рахункiв, розглянемо незалежнi випадковi величини X1,
X2, . . ., Xn з однаковим двоточковим розподiлом, заданим P(Xi = 1) = p = 1− P(Xi = 0). Тодi, як ми
вже знаємо, X1 + X2 + . . . + Xn має розподiл B(n, p), а отже, з лiнiйностi математичного сподiвання
випливає

EX = E(X1 +X2 + . . .+Xn) = EX1 + EX2 + . . .+ EXn = np.

Крiм того,

EX2 = E(X1 +X2 + . . .+Xn)2 =
n∑
k=1

EX2k + 2
∑
k<ℓ

EXkXℓ.

Для будь-яких рiзних k, ℓ XkXℓ має двоточковий розподiл зосереджений у {0, 1}, i як випливає з
незалежнiстi Xk i Xℓ,

P(XkXℓ = 1) = P(Xk = 1, Xℓ = 1) = P(Xk = 1)P(Xℓ = 1) = p2.

Тому

EX2 = n · p+ 2
(
n

2

)
p2 = np+ n(n− 1)p2

i як наслiдок,
VarX = EX2 − (EX)2 = np− np2 = np(1− p).

4) Нехай X має розподiл Пуассона з параметром λ > 0: PX({k}) = e−λ λ
k

k! , k = 0, 1, 2, . . .. Тодi

EX =
∞∑
k=0

k · e−λλ
k

k!
= λe−λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= λ.

Так само обчислюємо

VarX =
∞∑
k=0

k2 · e−λλ
k

k!
− (EX)2 = λ.
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5) Нехай PX = U([a, b]): g(x) = 1
b−a1[a,b](x). Тодi

EX =
∫
R
xg(x)dx =

1
b− a

∫ b
a

xdx =
a+ b
2

та

VarX =
1
b− a

∫ b
a

x2dx−
(
a+ b
2

)2
=
(b− a)2

12
.

6) Далi припустимо, що X ∼Exp(λ), λ > 0, тобто X має розподiл з щiльностю g(x) = λe−λx1[0,∞)(x).
Iнтегруючи частинами, отримуємо

EX =
∫ ∞
0
x · λe−λxdx = −xe−λx

∣∣∣∞
0
+
∫ ∞
0
e−λxdx =

1
λ

i, виконавши аналогiчнi обчислення, отримуємо VarX = 1
λ2 .

7) Нарештi, припустимо що PX = N(m,σ2), де m ∈ R i σ > 0. Тодi щiльнiсть X визначається
формулою

g(x) =
1√
2πσ
exp

[
− (x−m)

2

2σ2

]
.

Пiдставляючи y = (x−m)/σ, ми отримуємо

EX =
1√
2πσ

∫
R
x · exp

[
− (x−m)

2

2σ2

]
dx

=
1√
2π

∫
R
(σy +m)e−y

2/2dy

=
σ√
2π

∫
R
ye−y

2/2dy +
m√
2π

∫
R
e−y

2/2dy = m.

Далi, знову застосовуючи наведену вище замiну, отримуємо

VarX =
1√
2πσ

∫
R
(x−m)2e−(x−m)

2/(2σ2)dx

=
σ2√
2π

∫
R
y2e−y

2/2dy

=
σ2√
2π

(
− ye−y

2/2)∣∣∣∞
−∞
+
σ2√
2π

∫
R
e−y

2/2dy = σ2.

Пiдкреслимо: отже, параметри m i σ2, що входять до запису нормального розподiлу, є його середнiм i
дисперсiєю вiдповiдно.

8) Тут варто згадати ще один приклад. Припустимо, X має розподiл Кошi, тобто розподiл з щiль-
ностю

g(x) =
1
π

1
1 + x2

, x ∈ R.

Тодi X не є iнтегровною:
E|X| =

∫
R
|x| · 1
π

1
1 + x2

dx =∞.

Крiм того, очiкування X не iснує:

EX+ =
∫
R
x+g(x)dx =

∫ ∞
0

1
π

x

1 + x2
dx =∞

i аналогiчно EX− =∞.

Тепер ми повернемося до зв’язкiв сподiвання та дисперсiї з незалежнiстю змiнних.
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Теорема 7.7. Припустимо, X1, X2, . . ., Xn iнтегровнi та незалежнi випадковi величини. Тодi X1X2 . . . Xn
є iнтегровними i виконується рiвнiсть

EX1X2 . . . Xn = EX1EX2 . . .EXn.

Доведення. Знаємо, що P(X1,X2,...,Xn) = PX1⊗PX2⊗. . .⊗PXn . Тому, використовуючи теорему про замiну
змiнних, отримуємо

E|X1X2 . . . Xn| =
∫
Rn
|x1x2 . . . xn|P(X1,...,Xn)(dx1 . . . dxn)

=
n∏
i=1

∫
R
|xi|PXi(dxi) <∞,

тому X1X2 . . . Xn ∈ L1(Ω,F ,P). Тепер достатньо повторити наведену вище послiдовнiсть рiвнянь без
модуля (що має сенс, оскiльки, як ми щойно довели, усi сподiвання iснують).

Зауваження: Зворотне не вiрне. Для прикладу вiзьмемо iнтегровнi з квадратом змiннi η1, η2 з
однаковим розподiлом, i покладемо X1 = η1 + η2, X2 = η1 − η2. Тодi EX2 = 0, тому EX1EX2 = 0; крiм
того, EX1X2 = Eη21 − Eη22 = 0, в силу рiвностi розподiлiв. Однак загалом X1 i X2 не є незалежними:
наприклад, розглянемо двiчi кидання кубика i нехай ηi буде кiлькiстю кубикiв у i-му кидку, i = 1, 2.
Тодi X1, X2 є залежними – вони мають однакову парнiсть.

Переходимо до багатовимiрної ситуацiї.

Визначення 7.4. Припустимо, що X = (X1, X2, . . . , Xd) — це d-вимiрна випадкова величина з iнте-
гровними координатами (тобто E|Xi| <∞ для i = 1, 2, , l, n). Математичним сподiвннямX називається
вектор (EX1, EX2, . . . , EXd).

Зауваження: 1) Якщо X, Y є d-вимiрними iнтегровними випадковими величинами i α, β ∈ R, то
αX + βY також iнтегровна.

2) d-вимiрна змiнна X iнтегровна тодi i тiльки тодi, коли E|X| <∞ (де | · | тут — евклiдова норма).
Це вiдразу випливає з оцiнки

|Xj | ¬ |X| ¬
d∑
i=1

|Xi|, j = 1, 2, . . . , d.

3) Якщо d-вимiрна змiнна X iнтегровна, то |EX| ¬ E|X|. Дiйсно, для будь-якого вектора a ∈ Rd

довжини 1 маємо

⟨EX, a⟩ =
d∑
j=1

EXj · aj = E⟨X, a⟩ ¬ E|X||a| = E|X|

i беручи верхню суму по a (або, альтернативно, поклавши a = EX/|EX|), ми отримуємо бажану нерiв-
нiсть.

Визначення 7.5. Припустимо, що X1, X2 — iнтегровнi з квадратом випадковi величини. Число

Cov (X,Y ) = E
[
(X − EX)(Y − EY )

]
ми називаємо коварiацiєю X i Y . Якщо Cov (X,Y ) = 0, ми кажемо, що X, Y некорельованi.
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Як легко перевiрити, коварiацiя має такi властивостi:
(а) З нерiвнiстi Шварца вмпливає, що коварiацiя добре визначена.
(б) Cov (X,Y ) = EXY − EXEY .
(в) Для будь-якої змiнної X ∈ L2 Cov (X,X) =VarX.
(г) Cov (X,Y ) =Cov (Y,X).
(д) Коварiацiя є бiлiнiйним оператором: якщо X, Y, Z ∈ L2, то

Cov (X + Y,Z) = Cov (X,Z) + Cov (Y,Z).

Крiм того, якщо X ∈ L2 i a ∈ R, тодi Cov (X, a) = 0.

Зауваження: Наведенi вище мiркування показують, що якщо X, Y ∈ L2 незалежнi, то вони неко-
рельованi, але в другу сторону це невiрно.

Теорема 7.8. Нехай змiннi X1, X2, . . ., Xn э iнтегровними з квадратом. Тодi

Var (X1 +X2 + . . .+Xn) =
n∑
k=1

VarXk + 2
∑
k<ℓ

Cov (Xk, Xℓ).

Зокрема, якщо X1, X2, . . ., Xn некорельованi, то

Var (X1 +X2 + . . .+Xn) = VarX1 + VarX2 + . . .+ VarXn.

Доведення. Перетворюємо:

Var (X1 +X2 + . . .+Xn) = E

 n∑
j=1

Xj − E

 n∑
j=1

Xj

2

= E

 n∑
j=1

(Xj − EXj)

2

=
n∑
j=1

E(Xj − EXj)2 + 2
∑
i<j

E(Xi − EXi)(Xj − EXj)

=
n∑
j=1

VarXj + 2
∑
i<j

Cov (Xi, Xj).

Це доводить першу частину теореми. Якщо змiннi тепер некорельованi, тодi всi коварiацiї, що з’являються
у другiй сумi, дорiвнюють нулю.

Порiвнюючи одно- та багатовимiрний випадки, ми бачимо, що сподiвання одновимiрної випадкової
величини є числом, а сподiвання багатовимiрної змiнної є вектором. Виникає закономiрне питання про
узагальнення дисперсiї на багатовимiрний випадок. Таким узагальнення є т. зв коварiацiйна матриця.

Визначення 7.6. Припустимо, що X = (X1, X2, . . . , Xd) є d-вимiрною випадковою змiнною, що iнте-
грується з квадратом. Матриця

Λ =


Cov (X1, X1) Cov (X1, X2) . . . Cov (X1, Xd)
Cov (X2, X1) Cov (X2, X2) . . . Cov (X2, Xd)

. . .

Cov (Xd, X1) Cov (Xd, X2) . . . Cov (Xd, Xd)


називається матрицею коварiацiй змiнної X.
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Зауваження: Сподiвання та матриця коварiацiй d-вимiрної випадкової величини залежать лише
вiд розподiлу.

Теорема 7.9 (Властивостi матрицi коварiацiй). Матриця коварiацiй змiнної X = (X1, X2, . . . , Xd)
симетрична i невiд’ємно визначена.

Доведення. Симетрiя випливає безпосередньо з властивостi (г) коварiацiї. Щоб довести невiд’ємну ви-
значенiсть, вiзьмемо будь-яку послiдовнiсть дiйсних чисел t1, t2, . . ., td. Розглянемо одновимiрну ви-
падкову величину η = t1X1 + t2X2 + . . . + tdXd, яка є iнтегровною з квадратом (оскiльки X1, X2, . . .,
Xd також мають цю властивiсть). Ми маємо

0 ¬ Var η

= E

 d∑
j=1

tj(Xj − EXj)

2

=
d∑
i,j=1

E
[
ti(Xi − EXi) · tj(Xj − EXj)

]
=

d∑
i,j=1

titjCov (Xi, Xj),

звiдки отримуємо невiд’ємну визначенiсть.
Зробимо ще одне корисне спостереження. Припустимо, що коварiацiйна матриця є позитивно ви-

значеною, тобто для деяких t1, t2, . . ., td маємо∑
i,j

titj Cov (Xi, Xj) = 0.

Це означає, що η = t1X1 + t2X2 + . . .+ tdXd має одноточковий розподiл, тобто iснує c ∈ R такий, що

P (t1X1 + t2X2 + . . .+ tdXd = c) = 1,

тому з iмовiрнiстю 1 X приймає значення в деякому d− 1-вимiрному афiнному пiдпросторi.

Вiдзначимо корисний

Наслiдок: Змiнна X = (X1, X2, . . . , Xd) має попарно некорельованi координати тодi i тiльки тодi,
коли коварiацiйна матриця є дiагональною. Зокрема, якщо координати X1, X2, . . ., Xd незалежнi, то
X має дiагональну коварiацiйну матрицю (але не навпаки!).

Приклад 7.1. Розглянемо багатовимiрний нормальний розподiл. Нехайm ∈ Rd, нехай A— симетрична
позитивно визначена матриця d× d, i припустимо, що розподiл X = (X1, X2, . . . , Xd) має щiльность

g(x) =

√
detA
(2π)d/2

exp
[
−1
2
⟨A(x−m), (x−m)⟩

]
.

Теорема 7.10. Маємо EX = m, а коварiацiйна матриця X дорiвнює A−1.

Залишимо доведення цiєї теореми як вправу.
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Теорема 7.11. Припустимо, X = (X1, X2, . . . , Xd) має d-вимiрний нормальний розподiл. Тодi змiннi
X1, X2, . . ., Xd незалежнi тодi i тiльки тодi, коли вони некорельованi.

Доведення. ⇒ В цю сторонну iмплiкацiя виконується для будь-яких випадкових величин.
⇐ Якщо координати некорельованi, то, як вiдомо, коварiацiйна матриця дiагональна:

Λ =


σ21 0 . . . 0

0 σ22 . . . 0

. . .

0 0 . . . σ2d

 .

Отже, A = Λ−1 також є дiагональною, i її елементи на головнiй дiагоналi дорiвнюють 1/σ21 , 1/σ22 , . . .,
1/σ2d, тому

g(x) =

√
σ−21 σ

−2
2 . . . σ

−2
d

(2π)d/2
exp

−1
2

d∑
j=1

(xj −mj) · σ−2j


=
d∏
j=1

(
1√
2πσj
e−(xj−mj)

2/(2σ2j )

)
= g1(x1)g2(x2) . . . gd(xd),

де gj — щiльнiсть розподiлу N (mj , σ2j ). Звiдси – незалежнiсть.

Розглянемо зараз т. зв проблему лiнiйної регресiї, яка вiдiграє важливу роль у статистицi. Задачу
можна сформулювати так. Припустимо, що у нас є випадковi величини X, Y i ми знаємо їх спiльний
розподiл. Крiм того, припустiмо, що ми спостерiгаємо значення X, а Y складнiше або неможливо
вимiряти. Це породжує цiкаву проблему оптимального наближення Y на подставi X. Звичайно, ми
повиннi правильно поставити проблему; ми шукатимемо оптимальне лiнiйне наближення, тобто aX+b,
a, b ∈ R, i вимiрюємо похибку в середньоквадратичному сенсi. Iншими словами, ми шукаємо константи
a, b ∈ R, для яких f(a, b) = E(Y − aX − b)2 приймає найменше значення.

Щоб розв’язати цю задачу, зауважимо, що при фiксованим a функцiя b 7→ f(a, b) є квадратним
тричленом, який приймає найменше значення в E(Y − aX). Отже, достатньо визначити найменше
значення функцiї

h(a) = f(a,E(Y − aX)) = E(Y − EY − a(X − E)X))2 = a2VarX − 2aCov(X,Y ) +VarY.

Якщо X є константою м.н. (тобто VarX=0), то h є постiйною функцiєю, i можна побачити, що опти-
мальна лiнiйна оцiнка Y є її середнiм: aX + b = aX + (EY − aEX) = EY . Якщо VarX ̸= 0, то h є
квадратичним тричленом вiдносно a, що приймає найменше значення в

a =
Cov(X,Y )

Var X

i тому

b = EY − EX · Cov(X,Y )
VarX

.

Зауваження:
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1) Можна побачити, що для наведених вище розрахункiв нам не потрiбнi були всi знання про спiль-
ний розподiл змiнних (X,Y ). Нам потрiбно лише знати середнi значення та дисперсiї X, Y та їхнi
коварiацiї.

2) Припустимо, що дисперсiї X i Y вiдмiннi вiд нуля. Для наведених вище (оптимальних) a, b маємо

f(a, b) = VarX(1− ρ2(X,Y )),

де

ρ(X,Y ) =
Cov (X,Y )√
VarX VarY

є т. зв коефiцiєнт кореляцiї. Цей коефiцiєнт має такi властивостi:

(а) −1 ¬ ρ(X,Y ) ¬ 1,

(б) ρ(X,Y ) = ρ(Y,X) i, для будь-яких a, b ∈ R, ρ(aX + b, Y ) = ρ(X,Y ).

(в) Якщо |ρ(X,Y )| = 1, то X = αY + β для деяких α, β ∈ R; iншими словами, мiж X i Y iснує
лiнiйна залежнiсть.

(г) Рiвнiсть ρ(X,Y ) = 0 виконується тодi i тiльки тодi, коли X, Y некорельованi. Тодi найкращим
наближенням Y є EY .
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8 Завдання

1. Дано випадкову величину X таку, що P(X = 0) = P(X = 1) = 14 , P(X = −3) =
1
2 . Обчислiть EX,

E 1
X+2 , E cos(πX) i VarX.

2. Випадкова величина X ма розподiл Пуассона з параметром 2. Обчислити E6X .

3. Випадкова величина X має щiльнiсть розподiлу

g(x) =
3
8
x21[0,2].

Обчислити EX, E 1
1+x3 та VarX2.

4. Випадкова величина X має функцiю розподiлу

F (t) =



0 jeśli t < 0,

t/2 jeśli 0 ¬ t < 1,

3/4 jeśli 1 ¬ t < 5,

1 jeśli t  5.

Обчислити E(2X + 1).

5. В урнi 50 бiлих куль. Витягуємо i повертаємо по однiй кулi, витягнуту кулю фарбуємо в червоний
колiр, якщо вона бiла. Нехай X буде кiлькiстю червоних кульок в урнi пiсля 20 розiграшiв. Обчислити
EX та VarX.

6. Кожна сторона та кожна дiагональ правильного шестикутника розфарбовано випадковим чи-
ном одним з трьох кольорiв. Вибiр кожного кольору однаково ймовiрний, забарвлення рiзних роздiлiв
незалежнi. Нехай X позначає кiлькiсть одноколiрних трикутникiв, вершини яких є вершинами шести-
кутника. Обчислити EX.

7. Ми кидаємо кубики, поки не отримаємо всi числа на гранях. Обчислiть математичне сподiвання
та дисперсiю кiлькостi пiдкидань.

8. Доведiть, що для будь-якої невiд’ємної випадкової величини X i p > 0 справедлива формула

EXp = p
∫ ∞
0
tp−1P(X  t)dt = p

∫ ∞
0
tp−1P(X > t)dt.

Зробiть з цього висновок, що якщо X має дискретний розподiл зосереджений на невiд’ємних цiлих
числах, то

EX =
∞∑
k=1

P(X  k) =
∞∑
k=0

P(X > k).

9. Числа 1, 2, . . . , n розставлено навмання в рядок (a1, a2, . . . , an). Нехай N — найбiльше число
таке, що ak > ak−1 для k ¬ N . Обчислити EN .

10. Дано послiдовнiсть незалежних випадкових величин X0, X1, X2, . . . з однаковим розподiлом i
неперервною функцiєю розподiлу. Нехай η = inf{n : Xn > X0}. Визначити розподiл η i обчислити Eη.

11. Паличку довжиною 1 ламають у навмання обранiй точцi з рiвномiрно розподiленою ймовiрнiстю.
Обчислiть сподiвання вiдношення

а) довжини лiвого шматка до довжини правого шматка.
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б) довжини коротшого шматка до довжини довшого шматка.

12. Випадковi величини X, Y задовольняють умовам VarX = 3, Cov(X,Y ) = −1, VarY = 2. Обчи-
слiть Var(4X − 3Y ) i Cov(5X − Y, 2X + Y ).

13. Випадкова величина X має дисперсiю σ2 <∞. Доведiть, що

P(|X − EX| > 3σ) ¬ 1
9
.

14. Випадковi величини ε1, ε2, . . . , εn є незалежними та мають однаковий розподiл P(εk = 1) =
P(εk = −1) = 1/2, k = 1, 2, . . . , n. Нехай a1, a2, . . . , an — послiдовнiсть дiйсних чисел iA = (

∑n
k=1 a

2
k)
1/2.

Доведiть, що

P

(∣∣∣∣∣
n∑
k=1

akεk

∣∣∣∣∣ > t
)
¬ 2 exp(−t2/2A2).

15. Змiннi ε1, ε2, . . . є незалежними та мають однаковий розподiл P(εk = 1) = P(εk = −1) = 1/2,
k = 1, 2, . . . . Нехай Sn = ε1 + ε2 + . . .+ εn, n = 1, 2, . . .. Доведiть, що

P
(
lim sup
n→∞

Sn√
2n log n

¬ 1
)
= 1

та
P
(
lim inf
n→∞

Sn√
2n log n

 −1
)
= 1.

16. Випадкова величина X має таку властивiсть: для n = 1, 2, . . . маємо

E|X|n ¬
(
2n
n

)
.

Доведiть, що X ∈ L∞ (тобто iснує таке число M , що P(|X| ¬M) = 1).

17. Випадкова величина X має нормальний розподiл в Rd iз середнiм m i коварiацiйною матрицею
Λ. Нехай T — афiнне перетворення Rd на Rk, k ¬ d. Доведiть, що TX має нормальний розподiл в Rk.
Знайдiть її сподiвання та коварiацiйну матрицю.

18. Випадкова величина X має d-вимiрний нормальний розподiл iз щiльнiстю

g(x) =

√
detA
(2π)d/2

exp
[
−1
2
⟨A(x−m), (x−m)⟩

]
.

Доведiть, що EX = m та Λ = A−1 (Λ є коварiацiйною матрицею X).

19. Випадкова величина (X,Y ) має двовимiрний нормальний розподiл iз середнiм значенням (0, 0)
i коварiацiйною матрицею

Λ =

[
2 1

1 1

]
.

a) Визначте щiльнiсть (X,Y ).
b) Визначте розподiл X + 3Y .
в) Знайдiть таке число a ∈ R, щоб змiннi X + Y , X + aY були незалежними.

20. Передавач надсилає ξ, а приймач отримує η = aξ + ζ, де a ∈ R+ — коефiцiєнт пiдсилення, а
ζ - змiнна перешкод. Ми припускаємо, що ξ i ζ є незалежними випадковими величинами, де Eξ = m,
Var ξ = 1, Eζ = 0, Var , ζ = σ2. Визначте коефiцiєнт кореляцiї ξ i η i лiнiйну регресiю ξ вiдносно η (тобто
найкраще лiнiйне наближення ξ за допомогою η).
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9 Рiзнi види збiжностi випадкових величин

Тепер перейдемо до граничної поведiнки послiдовностей випадкових величин. Почнемо з корисного
факту.

Визначення 9.1. Припустимо, що (Ω,F ,P) — iмовiрнiсний простiр, а F1, F2, . . . ⊆ F — послiдовнiсть
σ-алгебр. Тодi σ-алгебру

∞⋂
n=1

σ(Fn,Fn+1,Fn+2, . . .)

називаємо залишковою σ-алгеброю.

Приклад 9.1. Припустимо, що X1, X2, . . . — послiдовнiсть випадкових величин, а Fn = σ(Xn) —
σ-алгебра, породжена змiнною Xn, n = 1, 2, . . .. Тодi кожна подiя

{(Xn)n1 сходиться}, {sup
n
|Xn| <∞},

{ ∞∑
n=1

Xn сходиться

}
належить до залишкової σ-алгебри.

Теорема 9.1 (0 − 1 закон Колмогорова). Припустимо, що (Ω,F ,P) є ймовiрнiсним простором i σ-
алгебри F1, F2, . . . ⊆ F незалежнi. Тодi для кожного A ∈

⋂∞
n=1 σ(Fn,Fn+1, . . .) маємо P(A) = 0 або

P(A) = 1.

Лема 9.1. Припустимо, G1 ⊆ G2 ⊆ . . . ⊆ F є зростаючою послiдовнiстю σ-алгебр, i нехай G =
σ(G1,G2, . . .). Тодi для будь-якого A ∈ G iснує послiдовнiсть (An)n1 така, що An ∈ Gn для кожного n
i limn→∞P(A∆An) = 0 (∆ тут означає симетричну рiзницю множин).

Доведення. Введемо клас множини

K = {A ∈ G : є послiдовнiсть (An)n1що задовольняє умови леми}.

Очевидно, що
⋃
n1 Gn ⊂ K, i в лiвiй частинi мами π-систему. Отже, достатньо показати, що K є λ-

системою. Перевiряємо:
(i) Ω ∈ K - це очевидно.
(ii) Припустимо, що A, B ∈ K задовольняють умову A ⊆ B i нехай (An)n1, (Bn)n1 є вiдповiдними

наближеннями. Ми покажемо, що послiдовнiсть (Bn \An)n1 апроксимує B \A. Очевидно Bn \An ∈ Gn
для кожного n. Крiм того, використовуючи тотожнiсть P(A∆B) = E|1A − 1B |, маємо

P
(
(Bn \An)∆(B \A)

)
= E

∣∣1Bn\An − 1B\A∣∣
= E

∣∣1Bn − 1An∩Bn − 1B + 1A∣∣
¬ E|1Bn − 1B |+ E|1A − 1An1Bn |.

Перший член дорiвнює P(Bn∆B), тому вiн збiгається до 0, коли n→∞. Крiм того,

E|1A − 1An1Bn | = E
∣∣1A − (1An − 1A + 1A)(1Bn − 1B + 1B)∣∣

¬ E|1A − 1A1B |+ E1A|1Bn − 1B |

+ E1B |1An − 1A|+ E|1An − 1A||1Bn − 1B |

¬ 0 + P(B∆Bn) + P(A∆An) + 2P(A∆An)
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також прямує до нуля, коли n прямує до нескiнченностi. Отже ми довели, що B \A ∈ K.
(iii) Якщо A1, A2, . . . є зростаючою послiдовнiстю елементiв iз K, то

⋃∞
n=1An також лежи в K .

Дiйсно, сума
⋃∞
n=1An може бути як завгодно точно апроксимована

⋃N
n=1An = AN , i тодi множина AN

апроксимується за допомогою вiдповiдної послiдовнiстi подiй з σ-алгебр Gn.

Доведення теореми Колмогорова. Розглянемо висхiдну послiдовнiсть σ-алгебр

Gn = σ(F1,F2, . . . ,Fn), n = 1, 2, . . . .

Вiзьмемо подiю A, що належить залишковiй σ-алгебрi. Звичайно, вона також належить до σ-алгебри

σ(F1,F2, . . .) = σ(G1,G2, . . .),

отже, за наведеною вище лемою ми можемо вказати послiдовнiсть (An)n1 таку, щоAn ∈ Gn i P(A∆An)→
0, коли n→∞. Оскiльки P(A∆An) = P(A \ An) + P(An \ A), то кожна з цих двох ймовiрностей також
збiгається до 0. Але

P(A \An) = P(A)− P(A ∩An),

тому P(A ∩An)→ P(A). На додаток,

P(An \A) = P(An)− P(A ∩An),

тому в поєднаннi з попередньою збiжнiстю P(An)→ P(A). Нарештi, для будь-яких n маємо

A ∈ σ(Fn+1,Fn+2, . . .), An ∈ Gn,

i цi σ-алгебри незалежнi. Отже, A i An також незалежнi, P(A ∩ An) = P(A)P(An), лiва сторона йде до
P(A), а права сторона до P(A)2. Отже, P(A) ∈ {0, 1}.

Тепер перейдемо до збiжностi випадкових величин.

Визначення 9.2. Нехай (Xn)n1 є послiдовнiстю випадкових величин зi значеннями в Rd. Ми гово-
римо, що

(i) Xn збiгається до X майже напевно, якщо P(limn→∞Xn = X) = 1. Позначення: Xn → X п.н.
(ii) (p  1, d = 1) Xn збiгається до X в Lp, якщо X1, X2, . . . ∈ Lp i limn→∞ ||Xn−X||p = 0 (нагадаємо:

||ξ||p = (E|ξ|p)1/p для p <∞, ||ξ||∞ = esssup |ξ|). Позначення: Xn → X в Lp.
(iii) Xn збiгається до X за ймовiрнiстю, якщо для кожного ε > 0 limn→∞ P(|Xn − X| > ε) = 0.

Позначення: Xn
P−→ X.

Теорема 9.2. Якщо Xn → X п.н., то Xn
P−→ X. Протилежна iмплiкацiя не виконується.

Доведення. За визначенням, послiдовнiсть (Xn)n1 майже напевно сходиться до X, якщо

P

⋂
ε>0

∞⋃
N=1

⋂
nN

{ω : |Xn(ω)−X(ω)| < ε}

 = 1.
Це еквiвалентно умовi, що для кожного ε > 0

P

 ∞⋃
N=1

⋂
nN

{ω : |Xn(ω)−X(ω)| < ε}

 = 1.
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Але послiдовнiсть подiй
(⋂
nN{|Xn −X| < ε}

)
N1

є зростаючою; згiдно з теоремою про неперервнiсть
вищенаведена рiвнiсть означає, що для будь-якого ε > 0,

lim
N→∞

P

 ⋂
nN

{ω : |Xn(ω)−X(ω)| < ε}

 = 1.
Тому тим бiльше

lim
N→∞

P ({ω : |XN (ω)−X(ω)| < ε}) = 1,

тобто пiсля перемикання на протилежну подiю P(|XN −X|  ε)→ 0.
Щоб довести, що протилежна iмплiкацiя не виконується, розглянемо наступний приклад. Припусти-

мо, що ймовiрнiсний простiр — це iнтервал [0, 1] з його борелiвськими пiдмножинами та мiрою Лебега.
Нехай

X1 = 1[0,1),

X2 = 1[0,1/2), X3 = 1[1/2,1),

X4 = 1[0,1/4), X5 = 1[1/4,1/2), X6 = 1[1/2,3/4), X7 = 1[3/4,1),

. . .

Тодi послiдовнiсть (Xn)n0 збiгається до 0 за ймовiрнiстю: для будь-якого ε P(|Xn − 0| > ε) є степенем
двiйки, що має за кожним разом менший цiлий показник. З iншого боку, для будь-якого ω ∈ [0, 1)
числова послiдовнiсть (Xn(ω))n1 не збiжна; це послiдовнiсть, що мiстить нескiнченну кiлькiсть нулiв
i нескiнченну кiлькiсть одиниць.

Теорема 9.3. Якщо Xn → X в Lp, то Xn
P−→ X. Протилежна iмплiкацiя не виконується.

Доведення. Згiдно з нерiвнiстю Чебишева, для будь-якого ε маємо

P(|Xn −X|  ε) ¬
E|Xn −X|p

εp
n→∞−−−−→ 0.

Покажемо, що iмплiкацiя в iнший бiк не виконується. Ми розглянемо лише p <∞, залишивши випадок
p = ∞ Читачевi. Розглянемо ймовiрнiсний простiр ([0, 1],B(0, 1), | · |) i послiдовнiсть (Xn)n1 змiнних,
заданих формулою

Xn(ω) = n1/p1[0,1/n](ω).

Тодi Xn
P−→ 0: для будь-якого ε маємо

P(|Xn − 0| > ε) ¬ 1/n→ 0.

Таким чином, якби послiдовнiсть (Xn)n1 сходилася в Lp, вона сходилася б до змiнної з нульовим носiєм
(за наслiдком, який ми щойно довели). Але

E|Xn − 0|p = E|Xn|p = 1 ̸→ 0.

Теорема 9.4. Якщо p < p′ i Xn → X в Lp
′
, то Xn → X в Lp.

Доведення. Це безпосередньо випливає з нерiвностi Гельдера: маємо

||Xn −X||p ¬ ||Xn −X||p′
n→∞−−−−→ 0.
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Теорема 9.5. a) Послiдовнiсть (Xn)n1 збiгається за ймовiрнiстю тодi i тiльки тодi, коли вона
задовольняє умову Кошi за ймовiрнiстю:

∀δ>0∀ε>0∃N∀m,nNP(|Xn −Xm| > ε) < δ.

b) Якщо Xn збiгається до X за ймовiрнiстю, то iснує пiдпослiдовнiсть (nk)k1 така, що (Xnk)k1
збiгається до X п.н.

Визначення 9.3. Припустимо, що {Xi}i∈I є родиною iнтегровних випадкових величин. Ми говоримо,
що ця родина є рiвномiрно iнтегровною, якщо

sup
i∈I

∫
{|Xi|r}

|Xi|dP
r→∞−−−→ 0.

Приклади:
1) Припустимо, що iснує невiд’ємна iнтегровна змiнна η така, що |Xi| ¬ η для всiх i ∈ I. Тодi {Xi}i∈I

є рiвномiрно iнтегровною родиною. Дiйсно,

sup
i∈I

∫
{|Xi|r}

|Xi|dP ¬
∫
{ηr}

|η|dP r→∞−−−→ 0

за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть.

2) Кожна скiнченна родина iнтегровних змiнних є рiвномiрно iнтегровною: просто скористайтеся
попереднiм прикладом, взявши η =

∑
i∈I |Xi|.

3) Будь-яка рiвномiрно iнтегровна родина випадкових величин при додаваннi до неї скiнченної кiль-
костi iнтегровних змiнних залишається рiвномiрно iнтегровною.

4) Розглянемо ймовiрнiсний простiр ([0, 1],B([0, 1]), | · |) i послiдовнiсть X1, X2, . . ., задану Xn(ω) =
n21[0,1/n](ω). Ця родина не є рiвномiрно iнтегровною: маємо

{|Xn|  m2} = {n21[0,1/n]  m2} =

∅ для n < m,

[0, 1/n] для n  m,

отже ∫
{|Xn|m2}

|Xn|dP =

0 для n < m,

n2 · 1/n для n  m,

i для кожного r, supn
∫
{|Xn|r} |Xn|dP =∞.

З iншого боку, родина змiнних {Yn}n1 = {
√
n1[0,1/n]}n1 є рiвномiрно iнтегровною. Повторюючи

наведенi мiркування, ми бачимо, що

∫
{|Xn|r}

|Xn|dP =

0 для
√
n < r,

√
n · 1/n для

√
n  r.

Отже, для фiксованого r,
sup
n

∫
{|Xn|r}

|Xn|dP ¬ 1/r,

що збiгається до 0, коли r →∞.

Отримаємо тепер умову еквiвалентну рiвномiрної iнтегровностi.
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Теорема 9.6. Родина {Xi}i∈I рiвномiрно iнтегровна тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi двi
умови:

1◦ supi∈I E|Xi| <∞,
2◦ Для кожного ε > 0 iснує такий δ > 0, що якщо подiя A задовольняє P(A) < δ, то∫

A

|Xi|dP < ε, i ∈ I.

Доведення. ⇒ Почнемо з умови 2◦. Для кожного A ∈ F i i ∈ I маємо∫
A

|Xi|dP =
∫
A∩{|Xi|r}

|Xi|dP+
∫
A∩{|Xi|<r}

|Xi|dP ¬ sup
i∈I

∫
{|Xi|r}

|Xi|dP+ rP(A).

Отже, при ε > 0 ми беремо r так, щоб перший член був меншим за ε/2 (це можливо за визначенням
рiвномiрної iнтегровностi); далi беремо δ = ε/(2r): тодi другий член також менше ε/2. Крiм того, взявши
A = Ω, ми отримаємо, що для кожного r,

sup
i∈I

E|Xi| ¬ sup
i∈I

∫
{|Xi|r}

|Xi|dP+ r <∞,

що є бажаною умовою 1◦.
⇐ Для будь-якого i ∈ I з нерiвностi Чебишева та 1◦ випливає

P(|Xi|  r) ¬
E|Xi|
r
¬ sup
i∈I

E|Xi|/r <∞.

Тодi для будь-якого ε > 0 виберемо δ з умови 2◦. Наведений вище розрахунок показує, що для достатньо
великих r ми маємо supi∈I P(|Xi|  r) < δ, тому з 2◦,

sup
i∈I

∫
{|Xi|r}

|Xi|dP < ε.

Це означає, що виконується умова рiвномiрної iнтегровностi.

Теорема 9.7. Нехай p  1 — фiксоване число. Послiдовнiсть (Xn)n1 збiгається в Lp тодi i тiльки
тодi, коли вона збiгається за ймовiрнiстю та родина {|Xn|p}n1 є рiвномiрно iнтегровною.

Доведення. ⇒ Збiжнiсть за ймовiрнiстю мами автоматично, залишається показати рiвномiрну iнте-
гровнiсть. Для будь-якого A ∈ F ,

(∗)
(∫
A

|Xn|pdP
)1/p

= ||Xn1A||p ¬ ||X1A||p + ||(X −Xn)1A||p.

Для A = Ω нерiвнiсть (∗) дає ||Xn||p ¬ ||X||p + ||Xn −X||p, тому supn ||Xn||p < ∞, що дає умову 1◦ з
попередньої теореми. Щоб довести 2◦, виберемо ε > 0. З визначення збiжностi в Lp iснує N таке, що
||Xn−X||p < ε/2 для n  N . Родина {|X|p, |X1−X|p, . . . , |XN −X|p} є скiнченною i мiстить iнтегровнi
випадковi змiннi, тому вона рiвномiрно iнтегровна (див. приклад 2 вище) i задовольняє умову 2◦: iснує
такий δ, що якщо P(A) < δ, то(∫

A

|X|pdP
)1/p

< ε/2,
(∫
A

|Xi −X|pdP
)1/p

< ε/2, i = 1, 2, . . . , N.

Тепер достатньо поєднати всi наведенi мiркування та (*): якщо P(A) < δ, то

sup
n

∫
A

|Xn|pdP ¬ εp.

52



⇐ Оскiльки Xn → X за ймовiрнiстю, ми можемо вибрати пiдпослiдовнiсть (Xnk)k1, що збiгається
до X майже напевно. З Леми Фату, X ∈ Lp:

E|X|p = E lim
k→∞
|Xnk |p ¬ lim inf

k→∞
E|Xnk |p ¬ sup

n
E|Xn|p <∞.

Далi маємо

||Xn −X||p ¬ ||(Xn −X)1{|Xn−X|α}||p + ||(Xn −X)1{|Xn−X|<α}||p

¬

(∫
{|Xn−X|α}

|Xn|pdP

)1/p
+

(∫
{|Xn−X|α}

|X|pdP

)1/p

+

(∫
{|Xn−X|<α}

|Xn −X|pdP

)1/p
.

Отже виберемо будь-який ε > 0 i положимо α = ε/3. З умови 2◦ ми отримуємо iснування δ такого, що
якщо P(A) < δ, то

sup
n

∫
A

|Xn|pdP < (ε/3)p ,
∫
A

|X|p < (ε/3)p.

Крiм того, за визначенням збiжностi за ймовiрнiстю iснує N таке, що для n  N , P(|Xn −X|  α) < δ.
Звiдси теза, оскiльки першi два доданки у наведенiй вище оцiнцi меншi за ε/3 i(∫

{|Xn−X|<α}
|Xn −X|pdP

)1/p
¬

(∫
{|Xn−X|<α}

αpdP

)1/p
¬ α = ε/3.
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10 Завдання

1. Змiннi (Xn)n1 є незалежними змiнними Радемахера. Доведiть, що (Xn)n1 не збiгається п.н. Чи
збiгається (Xn)n1 за ймовiрнiстю?

2. Дано послiдовнiсть (Xn)n1 як вище. Доведiть, що ряд
∑∞
n=1 2

−nXn збiгається п.н. i визначте
граничний розподiл.

3. Послiдовностi (Xn)n1, (Yn)n1 збiгаються за ймовiрнiстю до X, Y вiдповiдно. Доведiть, що
a) (Xn + Yn)n1 збiгається за ймовiрнiстю до X + Y .
b) (XnYn)n1 збiгається за ймовiрнiстю до XY .

4. Дано iнтегровну випадкову величину X. Нехай для n  1,

Xn(ω) =


−n jeśli X(ω) < −n,

X(ω) jeśli |X(ω)| ¬ n,

n jeśli X(ω) > n.

Чи збiгається (Xn)n1 до X п.н.? Чи збiгається вона в L1?

5. Дано послiдовностi (Xn)n1, (Yn)n1 збiжнi п.н. до змiнних X, Y . Доведiть, що якщо для кожного
n змiннi Xn i Yn мають однаковий розподiл, то X i Y також мають однаковий розподiл.

6. Змiннi X1, X2, . . . є незалежними випадковими величинами з експоненцiальним розподiлом з
параметром λ.

(a) Доведiть, що якщо λ > 1, то з ймовiрнiстю 1 маємо {Xn < log n} для достатньо великих n, а
якщо λ  1, то з iмовiрнiсть 1 маємо Xn  log n для нескiнченної кiлькостi n.

(б) Дослiдiть збiжнiсть п.н. (Xn/ log n)n2.

7. Змiннi X1, X2, . . . незалежнi, невiд’ємнi та мають однаковий розподiл (не рiвний δ0). Доведiть,
що

∑∞
n=1Xn =∞ з iмовiрнiстю 1.

8. Випадковi величини X1, X2, . . . незалежнi, мають однаковий розподiл i задовольняють умову
P(|Xi| < 1) = 1. Доведiть, що limn→∞X1X2 . . . Xn = 0 п.н.

9. X1, X2, . . . є незалежними та мають однаковий розподiл.
(a) Доведiть, що послiдовнiсть середнiх

X1 +X2 + . . .+Xn
n

, n = 1, 2, . . .

є або збiжною п.н., або розбiжною з iмовiрнiстю 1.
(b) Доведiть, що якщо ця послiдовнiсть сходиться п.н., то її границя має одноточковий розподiл.

10. Дано послiдовнiсть (Xn)n1 незалежних випадкових величин таких, що для n  1 Xn має
розподiл Пуассона з параметром 1/n. Чи збiгається (Xn)n1 за ймовiрнiстю? Чи збiгається п.н.? Чи
збiгається в L2? Чи збiгається в L3/2?

11. Дано послiдовностi змiнних (Xn)n1, (Yn)n1, де Xn → X в Lp i Yn → Y в Lq, де p, q > 1
задовольняють умову 1/p+ 1/q = 1. Доведiть, що (XnYn)n1 збiгається в L1 до XY .

12. Яким умовам має задовольняти непорожня множина Λ ⊆ (0,∞) для родини випадкових величин
(Xλ)λ∈Λ, де

54



(a) Xλ ∼ U([0, λ]),
(b) Xλ ∼ Exp (λ),
аби вона була рiвномiрно iнтегровною?

13. Функцiя G : [0,∞) → [0,∞) задана так, що limt→∞
G(t)
t = ∞. Нехай (Xi)i∈I — це родина

випадкових величин, таких що supi∈I EG(|Xi|) <∞. Доведiть, що ця родина рiвномiрно iнтегровна.
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11 Закони великих чисел

Закони великих чисел говорять нам про граничну поведiнку послiдовнiстi середнiх арифметичних
X1 +X2 + . . .+Xn

n
, n = 1, 2, . . . ,

з рiзними припущеннями щодо змiнних. Почнемо зi слабкого закону великих чисел (СЗВЧ): термiн
„слабкий” походить вiд того факту, що тут йдеться про збiжнiсть за ймовiрнiстю.

Теорема 11.1. Нехай X1, X2, . . . – випадковi величини iнтегровнi з квадратом. Якщо цi змiннi
некорельованi та мають рiвномiрно обмежену дисперсiю, тодi

X1 +X2 + . . .+Xn − E(X1 +X2 + . . .+Xn)
n

→ 0

за ймовiрнiстю. Зокрема, якщо змiннi Xi мають однакове математичне сподiвання, то
X1 +X2 + . . .+Xn

n

P−→ EX1.

Доведення. Зазначимо, що

E
∣∣∣∣X1 +X2 + . . .+Xn − E(X1 +X2 + . . .+Xn)

n

∣∣∣∣2
= Var

(
X1 +X2 + . . .+Xn − E(X1 +X2 + . . .+Xn)

n

)
=
1
n2

Var

(
n∑
k=1

Xk

)

=
1
n2

n∑
k=1

VarXk ¬
supk1 VarXk

n
.

Отже, для фiксованого ε > 0 з нерiвнiстi Чебишева випливає

P
(∣∣∣∣X1 +X2 + . . .+Xn − E(X1 +X2 + . . .+Xn)

n

∣∣∣∣  ε)
¬
supk1 VarXk

nε2
.

Залишилось зауважити, що останнiй вираз збiгається до 0, коли n → ∞. Звiдси отримуємо бажану
збiжнiсть за ймовiрнiстю.

Як окремий випадок ми отримуємо т.зв. слабкий закон великих чисел Бернуллi. А саме, розглянемо
послiдовнiсть (ξn)n1 випадкових величин (не обов’язково незалежних), при чому для n  1 змiнна ξn
має розподiл B(n, p) де p ∈ (0, 1) — фiксований параметр. Тодi

ξn
n

P−→ p.

Дiйсно, достатньо взяти послiдовнiсть (Xn)n1 незалежних (i, отже, некорельованих) випадкових вели-
чин з однаковим двоточковим розподiлом P(Xi = 1) = p = 1− P(Xi = 0). Тодi ξn ∼ X1 +X2 + . . .+Xn,
тому для ε > 0,

lim
n→∞

P
(∣∣∣∣ξnn − p

∣∣∣∣ > ε) = limn→∞P
(∣∣∣∣X1 +X2 + . . .+Xnn

− p
∣∣∣∣ > ε) = 0.

Головним результатом цiєї глави є т. зв. сильний закон великих чисел (ЗВЛ) (Теорема
РҸРЎРЊ
11.4 нижче),

який говорить про збiжнiсть майже напевно. Почнемо з деяких пiдготовчих фактiв.
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Теорема 11.2 (Нерiвнiсть Колмогорова). Припустимо, X1, X2, . . ., Xn незалежнi та центрованi
iнтегровнi з квадратом випадковi величини. Тодi для будь-якого α > 0,

P( max
1¬k¬n

|X1 +X2 + . . .+Xk|  α) ¬
1
α2

Var (X1 +X2 + . . .+Xn).

Доведення. Введемо позначення S0 = 0 та Sk = X1 + X2 + . . . + Xk для k = 1, 2, . . . , n. Розглянемо
подiї

Ak = {|Sj | < α для j < k та |Sk|  α},

k = 1, 2, . . . , n. Очевидно для будь-яких k маємо Ak ∈ σ(X1, X2, . . . , Xk). Крiм того, подiї A1, A2, . . .,
An несумiснi парами i дають B := {max1¬k¬n |Sk|  α}. Далi,

VarSn = ES2n

=
∫
B

S2ndP+
∫
B′
S2ndP


∫
B

S2ndP

=
n∑
k=1

∫
Ak

S2ndP

=
n∑
k=1

∫
Ak

(Sk + Sn − Sk)2dP

=
n∑
k=1

[∫
Ak

S2kdP+ 2
∫
Ak

(Sn − Sk)SkdP+
∫
Ak

(Sn − Sk)2dP
]


n∑
k=1

[∫
Ak

S2kdP+ 2
∫
Ω
(Sn − Sk)Sk1AkdP

]
.

Але для будь-яких k змiннi Sn − Sk i Sk1Ak є незалежними (перша це Xk+1 +Xk+2 + . . .+Xn, а друга
залежить лише вiд X1, X2, . . . , Xk).∫

Ω
(Sn − Sk)Sk1AkdP = E(Sn − Sk)Sk1Ak = E(Sn − Sk)ESk1Ak = 0.

Отже, продовжуючи

VarSn 
n∑
k=1

∫
Ak

S2kdP 
n∑
k=1

∫
Ak

α2dP = α2
n∑
k=1

P(Ak) = α2P(B).

Доведення завершено.

L2 Теорема 11.3. Нехай X1, X2, . . . є послiдовнiстю незалежних центрованих iнтегровних з квадратом
випадкових величин. Якщо

∑∞
n=1 VarXn <∞, то

∑∞
n=1Xn збiгається п.н.

Доведення. Як легко перевiрити, маємо

P

( ∞∑
n=1

Xn jest rozbieżny

)

= P
(
∃γ∈N+∀n sup

k0
|Xn +Xn+1 + . . .+Xn+k| >

1
γ

)

= P

 ⋃
γ∈N+

∀n sup
k0
|Xn +Xn+1 + . . .+Xn+k| >

1
γ

 .
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Тож достатньо показати, що для кожного γ ∈ N+,

(∗) P
(
∀n sup
k0
|Xn +Xn+1 + . . .+Xn+k| >

1
γ

)
= 0.

Але для кожного n зазначену вище ймовiрнiсть можна заздалегiдь оцiнити так

P
(
sup
k0
|Xn +Xn+1 + . . .+Xn+k| >

1
γ

)
= lim
m→∞

P
(
sup
0¬k¬m

|Xn +Xn+1 + . . .+Xn+k| >
1
γ

)
¬ lim sup
m→∞

γ2
m∑
k=0

VarXn+k = γ2
∞∑
k=n

VarXk.

Якщо тепер взяти n→∞, то останнiй вираз збiгається до 0. Отже, ймовiрнiсть (*) має бути 0.

Лема 11.1 (Кронекера). Припустимо, що (an)n1 — це така послiдовнiсть чисел, що ряд
∑∞
n=1 an/n

збiгається. Тодi (a1 + a2 + . . .+ an)/n→ 0.

Доведення. Позначимо Sn =
∑n
k=1 ak/k. Маємо an = n(Sn − Sn−1) для всiх n i

a1 + a2 + . . .+ an
n

=
S1 + 2(S2 − S1) + . . .+ n(Sn − Sn−1)

n

=
nSn − S1 − S2 − . . .− Sn−1

n
→ 0.

Переходимо до основної теореми.

РҸРЎРЊ Теорема 11.4 (ЗВЛ Колмогорова). Нехай X1, X2, . . . є послiдовнiстю незалежних випадкових вели-
чин з однаковим розподiлом.

(a) Якщо Xn ∈ L1 i m = EX1, то

X1 +X2 + . . .+Xn
n

→ m п.н.

(б) Якщо Xn /∈ L1, то

P
(
lim sup
n→∞

∣∣∣∣X1 +X2 + . . .+Xnn

∣∣∣∣ =∞) = 1.
Доведення. (a) Припустимо спочатку, що змiннi X1, X2, . . . iнтегровнi з квадратом. Тодi теза випливає
з наведених двох допомiжних фактiв. Дiйсно, використовуючи Теорему

L2
11.3, ряд

∑∞
n=1

Xn−m
n збiгається

п.н., оскiльки
Var

Xn −m
n

=
VarXn
n2
,

i далi використуєми Лему Кронекера.
Тепер розглянемо загальний випадок. Введемо нову послiдовнiсть (X ′n)n1 випадкових величин,

заданих як

X ′n(ω) = Xn(ω)1(−n,n)(Xn(ω)) =

Xn(ω) якщо |Xn(ω)| < n,

0 якщо |Xn(ω)|  n.

Тодi X ′1, X ′2, . . . є незалежними випадковими величинами iнтегровними з квадратом. Можемо написати

X1 +X2 + . . .+Xn
n

−m = In + IIn + IIIn,

58



де

In =
X1 +X2 + . . .+Xn − (X ′1 +X ′2 + . . .+X ′n)

n
,

IIn =
X ′1 +X

′
2 + . . .+X

′
n − (EX ′1 + EX ′2 + . . .+ EX ′n)
n

,

IIIn =
EX ′1 + EX ′2 + . . .+ EX ′n

n
−m.

Дослiдимо поведiнку кожного з компонентiв In, IIn, IIIn при n → ∞. Вiдповiдно до теореми Лебега
про мажоровану збiжнiсть,

EX ′n = EXn1{|Xn|<n} = EX11{|X1|<n}
n→∞−−−−→ EX1 = m,

з чого випливає, що IIIn → 0. Далi зауважимо, що
∞∑
n=1

P(Xn ̸= X ′n) =
∞∑
n=1

P(|Xn|  n)

=
∞∑
n=1

P(|X1|  n)

¬
∫ ∞
0

P(|X1|  t)dt = E|X1| <∞.

Таким чином, згiдно з лемою Бореля-Кантеллi, з iмовiрнiстю 1 вiдбудеться лише скiнченна кiлькiсть
подiй {Xn ̸= X ′n}. Iншими словами, майже для всiх ω послiдовностi (Xn(ω))n1 i (X ′n(ω))n1 покрива-
ються починаючи з певного момента. Отже In → 0 п.н.

Залишається лише показати, що IIn → 0 п.н. Вiдповiдно до Леми Кронекера достатньо довести, що
ряд

∑∞
n=1(X

′
n − EX ′n)/n майже напевно збiгається. Ми будемо використовувати Теорему

L2
11.3. Маємо

Var
(
X ′n − EX ′n
n

)
=
1
n2
(E(X ′n)2 − (EX ′n)2)

¬ 1
n2

E(X ′n)2

=
1
n2

∞∑
k=1

∫
{k−1¬|X′n|<k}

|X ′n|2dP

=
1
n2

n∑
k=1

∫
{k−1¬|X′n|<k}

|X ′n|2dP

=
1
n2

n∑
k=1

∫
{k−1¬|X1|<k}

|X1|2dP

¬ 1
n2

n∑
k=1

k

∫
{k−1¬|X1|<k}

|X1|dP.

Тому
∞∑
n=1

Var
(
X ′n − EX ′n
n

)
¬
∞∑
n=1

n∑
k=1

k

n2
E|X1|1{k−1¬|X1|<k}

=
∞∑
k=1

∞∑
n=k

k

n2
E|X1|1{k−1¬|X1|<k}

=
∞∑
k=1

kE|X1|1{k−1¬|X1|<k} ·
∞∑
n=k

1
n2
.
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Але
∞∑
n=k

1
n2
=
1
k2
+

∞∑
n=k+1

1
n2
¬ 1
k
+
∫ ∞
k

1
x2

dx =
2
k
.

Отже, беручи до уваги все вище, ми отримуємо

∞∑
n=1

Var
(
X ′n − EX ′n
n

)
¬ 2

∞∑
k=1

E|X1|1{k−1¬|X1|<k} = 2E|X1| <∞.

Звiдси теза (а).
(б) Маємо

Xn
n
=
X1 +X2 + . . .+Xn

n
− n− 1
n

X1 +X2 + . . .+Xn−1
n− 1

.

З цього випливає, що якщо послiдовнiсть ((X1(ω) +X2(ω) + . . .+Xn(ω))/n)n1 обмежена для деякого
ω, то (Xn(ω)/n)n1 також має цю властивiсть. Тому достатньо показати, що

P

(
рядок

(
Xn
n

)
n1

не обмежено

)
= 1.

Маємо

P
((
Xn
n

)
не обмежено

)
= P

( ⋂
M∈N

{
|Xn|
n
> M для нескiнченно багатьох n

})
,

тож теза буде вiрною, якщо ми доведемо це для всiх M ∈ N,

P
(
|Xn|
n
> M для нескiнченно багатьох n

)
= 1.

Звернiть увагу, що подiї {|Xn|/n > M}, n = 1, 2, . . ., незалежнi. Крiм того

∞∑
n=1

P(|Xn|/n > M) =
∞∑
n=1

P(|X1| > nM)

=
∞∑
n=1

∞∑
k=n

P (kM < |X1| ¬ (k + 1)M)

=
∞∑
k=1

k∑
n=1

P (kM < |X1| ¬ (k + 1)M)

=
∞∑
k=1

kP(kM < |X1| ¬ (k + 1)M)

 −1 + 1
M

∞∑
k=1

(k + 1)MP (kM < |X1| ¬ (k + 1)M)

 −1 + 1
M

∞∑
k=1

∫
{kM<|X1|¬(k+1)M}

|X1|dP

= −1 + 1
M

E|X1|1{|X1|>M} =∞.

Таким чином, з леми Бореля-Кантелли випливає теорема.

Зараз ми обговоримо одне iз застосувань сильного закону великих чисел, т. зв. емпiричну функцiя
розподiлу.
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Визначення 11.1. НехайX1,X2, . . .— незалежнi змiннi з однаковим розподiлом iз функцiєю розподiлу
F . Тодi ми називаємо емпiричною функцiєю розподiлу функцiю

Fn(t) =
1{X1¬t} + 1{X2¬t} + . . .+ 1{Xn¬t}

n

=
1(−∞,t](X1) + 1(−∞,t](X2) + . . .+ 1(−∞,t](Xn)

n
.

Звернiть увагу, що для кожного ω ∈ Ω функцiя Fn є функцiєю розподiлу (як функцiя змiнної t).
Одним iз основних результатiв математичної статистики є наступна теорема.

Теорема 11.5 (Глiвенко-Кантеллi). Якщо X1, X2, . . ., F , Fn такi, як вище, то

sup
t∈R
|Fn(t)− F (t)|

n→∞−−−−→ 0

майже напевно.

У доказi ми використаємо наступну лему (без доведення: залишимо це як вправу).

Лема 11.2. Нехай F , F1, F2, . . . — розподiли, а S — множина точок розриву функцiї F . Припустимо,
що Q — щiльна злiченна пiдмножина R така, що limn→∞ Fn(t) = F (t) для кожного t ∈ Q. Тодi, якщо
для кожного t ∈ S маємо Fn(t)− Fn(t−)→ F (t)− F (t−), то

sup
t∈R
|Fn(t)− F (t)|

n→∞−−−−→ 0.

Доведення теореми Глiвенко-Кантеллi. Зафiксуємо будь-яку щiльну злiченну пiдмножину Q ⊂ R i
нехай S буде множиною точок розриву F . Iз ЗВЛ випливає, що для кожного t ∈ Q маємо

Fn(t)
n→∞−−−−→ F (t) п.н.

оскiльки E1(−∞,t](X1) = P(X1 ¬ t) = F (t). Так само для будь-якого t ∈ S,

Fn(t)− Fn(t−) =
1{t}(X1) + 1{t}(X2) + . . .+ 1{t}(Xn)

n
n→∞−−−−→ E1{t}(X1) = P(X1 = t) = F (t)− F (t−).

Отже множина
Ω0 =

⋂
t∈Q
{Fn(t)→ F (t)} ∩

⋂
t∈S
{Fn(t)− Fn(t−)→ F (t)− F (t−)}

має повну мiру, як лiчильний перетин множин повної мiри. Отже, за лемою вище для кожного ω ∈ Ω0
маємо рiвномiрну збiжнiсть Fn → F .

Наприкiнцi цього роздiлу ми обговоримо попереднi результати, пов’язанi зi збiжнiстю рядiв незале-
жних випадкових величин. Почнемо з наступного факту.

tw22 Теорема 11.6. Припустимо, X1, X2, . . . є незалежними, спiльно обмеженими випадковими величи-
нами (тобто iснує a > 0 таке, що |Xn| ¬ a з iмовiрнiстю 1 для n = 1, , 2, . . .). Якщо ряд

∑∞
n=1Xn

збiгається майже напевно, то вiн також збiгається в Lp для будь-якого p  1.
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Лема 11.3 (Нерiвнiсть Гофмана-Йоргенсена). Нехай X1, X2, . . . є незалежними випадковими вели-
чинами (можливо в Rd або, загалом, в певному Банаховому просторi). Визначимо S0 = 0, Sn =
X1 +X2 + . . .+Xn, n  1. Тодi для будь-якого s, t, a  0,

P( max
1¬k¬n

|Sk| > s+ t+ a)

¬ P( max
1¬k¬n

|Xk| > a) + P( max
1¬k¬n

|Sk| > s)P( max
1¬k¬n

|Sn − Sk| > t/2).

Доведення. Нехай τ = inf{k  1 : |Sk| > s} (ми припускаємо inf ∅ =∞). Зазначимо, що

{ max
1¬k¬n

|Sk| > s+ t+ a}

⊆ { max
1¬k¬n

|Xk| > a} ∪
n⋃
j=1

(
{ max
1¬k¬n

|Xk| ¬ a} ∩ {τ = j} ∩ { max
1¬k¬n

|Sk| > s+ t+ a}
)

= { max
1¬k¬n

|Xk| > a} ∪
n⋃
j=1

Aj .

Встановимо ω ∈ Aj . Ми маємо Sj(ω) > s; крiм того, |Sj−1(ω)| ¬ s i |Xj(ω)| ¬ a, звiдки через нерiвнiсть
трикутника випливає, що |Sj | ¬ s + a. Отже |Sℓ(ω)| > s + t + a для деякого ℓ > j. Тож ми можемо
писати

s+ t+ a < |Sℓ|

¬ |Sj |+ |Sℓ − Sj |

¬ s+ a+ |Sn − Sℓ|+ |Sn − Sj |

¬ s+ a+ 2 max
j¬k¬n

|Sn − Sk|.

Ми робимо висновок, що maxj¬k¬n |Sn − Sk| > t/2. Тому

Aj ⊂ {τ = j} ∩ { max
j¬k¬n

|Sn − Sk| > t/2}

i подiї, що перетинаються, є незалежними: справдi, перша залежить лише вiд змiнних X1, X2, . . ., Xj ,
тодi як остання записується в термiнах iнших змiнних. Зiбравши всi вищенаведенi факти, маємо

P( max
1¬k¬n

|Sk| > s+ t+ a) ¬ P( max
1¬k¬n

|Xk| > a) +
n∑
j=1

P(τ = j)P( max
1¬k¬n

|Sn − Sk| > t/2)

i залишається помiтити, що

n∑
j=1

P(τ = j) = P(τ <∞) = P( max
1¬k¬n

|Sk| > s).

Доведення теореми
tw22
11.6. Як i вище, нехай Sn = X1 +X2 + . . . +Xn, n = 1, 2, . . .. За припущеннями,

(Sn)n1 збiгається п.н., тому для кожного ε ∈ (0, 1) знайдеться m таке, що

P( max
m¬k¬n

|Sn − Sk| > ε/2) < ε
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поки n > m. Маємо

E|Sn − Sm|p = p
∫ ∞
0
αp−1P(|Sn − Sm| > α)dα

=
∞∑
r=0

p

∫
(r+1)(ε+a)>α>r(ε+a)

αp−1P(|Sn − Sm| > α)dα

= p
∫ ε+a
0
αp−1P(|Sn − Sm| > α)dα

+
∞∑
r=1

p

∫
(r+1)(ε+a)>α>r(ε+a)

αp−1P(|Sn − Sm| > r(ε+ a))dα.

Але Sn − Sm = Xm+1 + Xm+2 + . . . + Xn, тож застосовуючи до цих змiнних нерiвнiсть Гофмана-
Йоергенсена з параметрами s = (r − 1)(ε+ a), t = ε i a = a, отримуємо

P( max
m<k¬n

|Sk − Sm| > r(ε+ a)) ¬ 0 + P( max
m<k¬n

|Sk − Sm| > (r − 1)(ε+ a))×

× P( max
m<k¬n

|Sn − Sk| > ε/2).

Другий множник оцiнюється ε, тому за допомогою простої iндукцiї ми отримуємо, що

P(|Sn − Sm| > r(ε+ a)) ¬ P( max
m<k¬n

|Sn − Sm| > r(ε+ a)) ¬ εr.

Тому

E|Sn − Sm|p ¬ p
∫ ε
0
αp−1dα+ p

∫ ε+a
ε

αp−1P(|Sn − Sm| > ε)dα

+
∞∑
r=1

p

∫ (r+1)(ε+a)
r(ε+a)

αp−1εrdα

¬ εp + (ε+ a)p · ε+ ε
∞∑
r=1

εr−1((r + 1)p − rp)(ε+ a)p

¬ ε · C,

де C — деяка константа, що залежить лише вiд p i a. Отже, (Sn)m0 задовольняє умову Кошi в Lp,
тому вiн збiгається в Lp.

Введемо такi позначення: для випадкової величини X i a > 0 нехай

Xa(ω) =


a для X(ω) > a,

X(ω) для |X(ω)| ¬ a,

−a для X(ω) < −a.

Теорема 11.7 (Колмогорова про три ряди). Припустимо, X1, X2, . . . — незалежнi випадковi вели-
чини, а a — фiксоване позитивне число. Тодi ряд

∑∞
n=0Xn збiгається п.н. тодi i тiльки тодi, коли

збiгаються ряди
∞∑
n=1

EXan,
∞∑
n=1

VarXan,
∞∑
n=1

P(|Xn| > a).

У доказi використаємо такий простий факт.
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Лема 11.4. Нехай X1, X2, . . . — випадковi величини, що задовольняють умову
∑∞
n=1 P(|Xn| > a) <∞

для деякого a > 0. Тодi ряд
∑∞
n=1Xn збiгається п.н. тодi i тiльки тодi, коли ряд

∑∞
n=1X

a
n збiгається

п.н.

Доведення. Згiдно з лемою Бореля-Кантеллi, для майже всiх ω послiдовностiXn(ω),Xan(ω) спiвпадають
з певного моменту. Звiдси вiдразу випливає теза.

Доведення теореми про три ряди. ⇐ Згiдно з лемою вище достатньо показати, що ряд
∑∞
n=1X

a
n збi-

гається п.н. Змiннi Xan − EXan центрованi, незалежнi, обмеженi та
∞∑
n=1

Var (Xan − EXan) =
∞∑
n=1

VarXan <∞,

тому за теоремою
L2
11.3 ряд

∑∞
n=1(X

a
n − EXan) збiгається п.н. Оскiльки числовий ряд

∑∞
n=1 EXan також

збiгається, маємо тезу.
⇒ Припустимо, всупереч тезi, що

∑∞
n=1 P(|Xn| > a) = ∞. Тодi за лемою Бореля-Кантеллi iснує

нескiнченна кiлькiсть нерiвностей |Xn| > a з iмовiрнiстю 1, що виключає збiжнiсть ряду
∑∞
n=1Xn,

отримуємо протирiччя. Отже,
∑∞
n=1 P(|Xn| > a) < ∞, тому з наведеної вище леми випливає, що ряд∑∞

n=1X
a
n збiгається п.н. Використовуючи теорему

tw22
11.6, ми отримуємо, що ряд

∑∞
n=1X

a
n збiгається в L1

i L2. Так, зокрема, числова послiдовнiсть(
E
N∑
n=1

Xan

)
N1

=

(
N∑
n=1

EXan

)
N1

є збiжними. Крiм того, те саме вiрно дляE

(
N∑
n=1

(Xan − EXan)

)2
N1

=

(
Var

(
N∑
n=1

Xan

))
N1

=

(
N∑
n=1

VarXan

)
N1

.

Отримуємо протирiччя.

Приклад 11.1. Нехай X1, X2, . . . — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, така що Xn має
експоненцiальний розподiл iз параметром λn. Знайдемо умову на послiдовнiсть (λn)n0, яка буде еквi-
валентна збiжностi ряду

∑∞
n=1Xn майже напевно.

За теоремою Колмогорова збiжнiсть п.н. має мiсце тодi i тiльки тодi

(1)
∞∑
n=1

P(|X1n| > 1) <∞, czyli
∞∑
n=1

e−λn <∞,

(2)
∞∑
n=1

EX1n <∞, czyli
∞∑
n=1

(
1− e−λn
λn

− e−λn
)
<∞,

(3)
∞∑
n=1

VarX1n <∞, czyli
∞∑
n=1

(
1
λ2n
− e−λn − (1 + λn)

2

λ2n
e−2λn

)
<∞.

Тепер припустимо, що ряд
∑∞
n=1Xn збiгається п.н. Тодi з (1) маємо λn → ∞, що в поєднаннi з (2)

призводить до висновку, що
∑∞
n=1

1
λn
<∞.

Ми покажемо, що умова
∑∞
n=1

1
λn
< ∞ є достатньою. Дiйсно, з цiєї умови випливає, що λn → ∞,

а отже
∑∞
n=1

1
λ2n
< ∞ (оскiльки для великих n маємо 1

λ2n
¬ 1
λn

). Далi маємо e−λn ¬ 1
1+λn

¬ 1
λn

i
e−2λn ¬ 1

λ2n
, отже, маємо збiжнiсть усiх трьох рядiв (1), (2) i (3).

64



12 Завдання

1. Дано послiдовнiсть (Xn)n1 незалежних пуассонiвських випадкових величин з параметром 2.
Доведiть, що послiдовнiсть

X1X2 +X2X3 + . . .+XnXn+1
n+ 2009

, n = 1, 2, . . . ,

є збiжна п.н. i знайдiть її границю.

2. Дано послiдовнiсть (Xn)n1 незалежних випадкових величин, де для n  1 змiнна Xn рiвномiрно
розподiлена на iнтервалi (1/n, 1]. Доведiть, що послiдовнiсть

X1 +X2 + . . .+Xn
n

, n = 1, 2, . . . ,

є збiжна п.н. i знайдiть її границю.

3. Дано послiдовнiсть (Xn)n1 незалежних невiд’ємних випадкових величин з однаковим розподi-
лом. Доведiть, що якщо EX1 =∞, то п.н.

X1 +X2 + . . .+Xn
n

→∞.

4. Дано послiдовнiсть (An)n1 незалежних подiй, pn = P(An). Доведiть, що

1A1 + 1A2 + . . .+ 1An
n

− p1 + p2 + . . .+ pn
n

→ 0

за ймовiрнiстю.

5. Дано послiдовнiсть (Xn)n1 незалежних iнтегровних випадкових величин з однаковим розподi-
лом. Доведiть, що послiдовнiсть

X1 +X2 + . . .+Xn
n

, n  1,

збiгається в L1 до EX1.

6. Дано послiдовнiсть (Nn)n1 випадкових величин (не обов’язково незалежних), де для n  1
змiнна Nn має розподiл Пуассона з параметром n. Доведiть, що Nn/n→ 1 в L1.

7. X1, X2, . . . незалежнi та рiвномiрно розподiленi на [−1, 1]. Чи послiдовнiсть

X1 +X22 + . . .+X
n
n

n
, n = 1, 2, . . . ,

сходиться п.н.?

8. Обчислiть границi

lim
n→∞

1
2n

∫ 1
−1

∫ 1
−1
. . .

∫ 1
−1

x21 + x
2
2 + x

3
3 + x

4
4 + . . .+ x

n
n

x21 + x
2
2 + . . .+ x2n

dx1dx2 . . . dxn

та

lim
n→∞

∫ 1
0

∫ 1
0
. . .

∫ 1
0
f( n
√
x1x2 . . . xn)dx1dx2 . . . dxn,

де f : [0, 1]→ R є фiксованою неперервною функцiєю.
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9. Випадковi величини X1, X2, . . . незалежнi, та для n  1 розподiл Xn задається таким чином:

P(Xn = 0) = 1/2, P(Xn = 1) = 1/2−
1
4n2
, P(Xn = n) =

1
4n2
.

Доведiть, що послiдовнiсть
X1 +X2 + . . .+Xn

n

є збiжна п.н. i знайдiть її границю.

10. Змiннi ε1, ε2, . . . незалежнi i мають розподiл Радемахера. Доведiть, що для α > 1/2, послiдовнiсть

ε1 + ε2 + . . .+ εn
nα

, n = 1, 2, . . .

є збiжна п.н.

11. Доведiть наступну теорему про два ряди: якщо (Xn)n1 є послiдовнiстю незалежних випадкових
величин, що iнтегруються з квадратом, так що числовi ряди

∞∑
n=1

EXn,
∞∑
n=1

VarXn

є збiжними, то ряд
∑∞
n=1Xn є збiжним п.н.

12. Дано послiдовнiсть (Xn)n1 незалежних випадкових величин, таких що

P(Xn = −n) = P(Xn = n) =
1
n3
, P(Xn = 0) = 1−

2
n3
.

Доведiть, що
∑∞
n=1Xn є збiжним п.н.

13. Дано послiдовнiсть (εn)n1 незалежних змiнних Радемахера. Якiй умовi має задовольняти по-
слiдовнiсть (an)n1, щоб ряд

∑∞
n=1 anεn був збiжним п.н.?

14. Дано послiдовнiсть (Xn) незалежних випадкових величин, таких що для n  1 змiнна Xn
рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [−n, n]. При яких значеннях параметра p > 0 ряд

∞∑
n=1

Xn
np

є збiжним п.н.?
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13 Теорема де Муавра-Лапласа

Тепер ми звернемося до надзвичайно важливого i корисного факту, який дозволяє нам апроксимувати
розподiл Бернуллi B(n, p) нормальним розподiлом. Суттєве узагальнення наступних результатiв буде
дано на лекцiях з теорiї ймовiрностi II, з нагоди т.зв. Центральної граничної теореми.

Припустимо, Φ : R→ [0, 1] — функцiя розподiлу, а g — щiльнiсть стандартного нормального розпо-
дiлу:

g(x) =
1√
2π
e−x

2/2, Φ(t) =
∫ t
−∞
g(x)dx.

Нехай p — фiксоване число в дiапазонi (0, 1), q = 1− p i Sn — випадкова величина з розподiлом B(n, p).

Теорема 13.1. Припустимо, що k — таке цiле число, що

(∗) |k − np| · max(p, q)
npq

¬ 1/2.

Тодi
P(Sn = k) =

1√
2πnpq

exp
(
− (k − np)

2

2npq
+R(n, k)

)
,

де
R(n, k) ¬ 3|k − np|

4npq
+
|k − np|3

3n2p2q2
+
1
3npq
.

Доведення. Застосовуючи формулу Стiрлiнга

n! =
√
2πnnne−n+θn/(12n), 0 < θn < 1,

отримуємо

P(Sn = k) =
√

n

2kπ(n− k)
·
(np
k

)k ( nq
n− k

)n−k
· exp

(
θn
12n
− θk
12k
− θn−k
12(n− k)

)
= I · II · III.

Розглянемо по черзi множники I, II i III. Маємо

I =
1√
2πnpq

·
(
1 +
k − np
npq

· q
)−1/2(

1− k − np
npq

· p
)−1/2

=
1√
2πnpq

· eR1(n,k).

Для будь-якого x  −1/2 справедлива оцiнка

| log(1 + x)− x| ¬ x2,

звiдки випливає, що

R1(n, k) = −
1
2

[
log
(
1 +
k − np
npq

· q
)
+ log

(
1− k − np

npq
· p
)]

=
1
2
(p− q)(k − np)

npq
+R′1(n, k),

де |R′1(n, k)| ¬ 12 (p
2 + q2)(k − np)2/(n2p2q2) ¬ |k − np|/(4npq), за припущенням (*). Отже,

|R1(n, k)| ¬
3|k − np|
4npq

.
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Далi маємо

log II = k log
(np
k

)
+ (n− k) log

(
nq

n− k

)
= −np · k

np
log
(
k

np

)
− nq · n− k

nq
log
(
n− k
nq

)
= −np ·

(
1 +
k − np
np

)
log
(
1 +
k − np
np

)
− nq ·

(
1− k − np

nq

)
log
(
1− k − np

nq

)
.

Тепер скористаємося з нерiвностi ∣∣∣∣(1 + x) log(1 + x)− x− x22
∣∣∣∣ ¬ 13 |x|3,

справедливої для x  −1/2: якщо (*) виконується, то

log II = −np

(
k − np
np

+
1
2

(
k − np
np

)2)

− nq

(
−k − np
nq

+
1
2

(
k − np
nq

)2)
+R′2(n, k)

= −1
2
(k − np)2

npq
+R′2(n, k),

де

|R′2(n, k)| ¬
1
3

(
np

∣∣∣∣k − npnp
∣∣∣∣3 + nq ∣∣∣∣k − npnq

∣∣∣∣3
)
=
|k − np|3

3n2p2q2
(p2 + q2) ¬ |k − np|

3

3n2p2q2
.

Нарештi, ми маємо III = eR3(n,k), де

−
(
1
12k
+

1
12(n− k)

)
< R3(n, k) <

1
12n
.

Рiвнозначно,

− 1
12npq

(
1 +
k − np
npq

· q
)−1(

1− k − np
npq

· p
)−1
< R3(n, k) <

1
12n
,

з якого в силу (*) випливає оцiнка

|R3(n, k)| ¬
1
3npq
.

Поєднуючи наведенi вище нерiвностi для Ri(n, k), ми отримуємо тезу.

Наступна теорема, т.зв. iнтегральна теорема де Муавра-Лапласа дозволяє нам приблизно визначити
ймовiрнiсть того, що кiлькiсть успiхiв потрапляє в певний дiапазон.

Теорема 13.2. Припустимо, що a, b  0 задовольняють умову

(∗) |a− np| · max(p, q)
npq

¬ 1/2, |b− np| · max(p, q)
npq

¬ 1/2.

Тодi

P (a ¬ Sn ¬ b) =
[
Φ
(
b− np+ 12√
npq

)
− Φ

(
a− np− 12√
npq

)]
eD(n,a,b),

де
|D(n, a, b)| ¬ max

k∈{a,b}

[
5
4
|k − np|
npq

+
1
3
|k − np|3

n2p2q2

]
+
1
3npq

+
1
8npq
.
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Доведення. Нагадаємо, що g — це щiльнiсть стандартного нормального розподiлу. Позначимо

xk =
k − np
√
npq
, h =

1
√
npq
.

З теореми про середнє значення маємо

Φ (xk + h/2)− Φ (xk − h/2) = hg(ξk),

де ξk ∈ (xk − h/2, xk + h/2). Iншими словами, маємо

hg (xk)

= exp
(
1
2
(ξ2k − x2k)

)
Φ (xk + h/2)− Φ (xk − h/2) .

Далi, |ξ2k − x2k| = |ξk + xk| · |ξk − xk| ¬ 12h
(
2|xk|+ 12h

)
= h|xk|+ 14h

2, тому

hg(xk) = erk [Φ(xk + h/2)− Φ(xk − h/2)] ,

де |rk| ¬ 12h|xk|+
1
8h
2. В поєднаннi з попередньою теоремою ми отримуємо

P(Sn = k) = erk+R(n,k) [Φ(xk + h/2)− Φ(xk − h/2)] .

Нехай d = maxk∈{a,a+1,...,b} |rk +R(n, k)|; отримуємо

e−d [Φ(xk + h/2)− Φ(xk − h/2)] ¬ P(Sn = k) ¬ ed [Φ(xk + h/2)− Φ(xk − h/2)] .

Записуючи цi нерiвностi для k = a, a+ 1, . . . , b i додаючи їх, отримуємо тезу.

Нарештi, сформулюємо (без доказiв) факт, який мiстить зручну оцiнку похибки апроксимацiї в
теоремi де Муавра-Лапласа.

Теорема 13.3. З такими позначеннями, як вище, маємо

sup
t∈R

∣∣∣∣P(Sn − np√
npq

¬ t
)
− Φ(t)

∣∣∣∣ ¬ p2 + q2√
npq
.
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14 Завдання

1. Ймовiрнiсть народження хлопчика становить 0, 517. Яка ймовiрнiсть того, що серед n = 10000
новонароджених число хлопчикiв не перевищить кiлькiсть дiвчаток?

2. Кидаємо симетричну монету, поки не отримаємо 200 голiв (не обов’язково поспiль). Яка приблизна
ймовiрнiсть того, що ми кинемо бiльше нiж 440 разiв?

3. У меблевий магазин привезли 150 парт I типу, i 754 парт II типу. Вiдомо, що парти I типу вдвiчi
популярнiшi (тобто ймовiрнiсть того, що клiєнт, купуючи стiл, вибере парту I типу, становить 2/3). Яка
приблизна ймовiрнiсть того, що один iз перших 200 клiєнтiв, якi купують столи, не отримає бажану
модель?

4. Виявлено, що в середньому 30% iз загальної кiлькостi прийнятих студентiв закiнчують коледж
вчасно. Скiльки осiб потрiбно прийняти на перший курс, щоб з iмовiрнiстю не менше 0,9 вчасно закiн-
чили не менше 50 осiб?

5. В одному експериментi ймовiрнiсть A становить 0, 7. Скiльки разiв потрiбно повторити цей екс-
перимент, щоб з iмовiрнiстю 0, 9 частота A не вiдрiзнялася вiд 0, 7 бiльш нiж на 0, 1? Чи можемо ми
щось сказати про кiлькiсть необхiдних iтерацiй, якщо не знаємо ймовiрностi A?

6. а) Ми кидаємо кубик 4500 разiв, iмовiрнiсть випадiння шiстки становить 1/6. Обчислiть прибли-
зну ймовiрнiсть того, що кiлькiсть викинутих шiсток перевищить 450.

б) Припустимо, що ймовiрнiсть отримати шiстку становить 1/1000. Яка приблизна ймовiрнiсть того,
що кiлькiсть викинутих шiсток перевищить 2?

7. Дано послiдовнiсть (εn)n1 незалежних випадкових величин Радемахера. Доведiть, що послiдов-
нiсть

ε1 + ε2 + . . .+ εn√
n

, n = 1, 2, . . . ,

майже напевно не збiгається.
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15 Умовне сподiвання

Умовне сподiвання є одним iз ключових понять теорiї ймовiрностей. Почнемо з ситуацiї, коли умовою
є певна подiя.

Визначення 15.1. Припустимо, що (Ω,F ,P) — iмовiрнiсний простiр, а B — позитивна ймовiрна подiя.
Нехай X — iнтегровна випадкова величина. Умовне сподiвання X за умови B, є числом

E(X|B) =
∫
Ω
X(ω)P(dω|B).

Теорема 15.1. З припущеннями, як вище,

(∗) E(X|B) = 1
P(B)

∫
B

XdP.

Доведення. Ми використовуємо стандартний метод ускладнення змiнної X.
1.Припустимо спочатку, що X = 1A, де A ∈ F . Маємо

E(X|B) = P(A|B) = P(A ∩B)
P(B)

=
1

P(B)

∫
B

1AdP.

2.З лiнiйностi, доведена рiвнiсть справедлива також для простих змiнних (лiнiйних комбiнацiй iн-
дикаторiв подiй).

3. Тепер, якщо X є невiд’ємною випадковою змiнною, ми беремо неспадну послiдовнiсть (Xn)n1
простих змiнних, що майже напевно збiгається до X. Записуючи (*) для Xn i переходячи до границi
n → ∞, отримуємо (*) для X за теоремою Лебега про монотонний перехiд до границi пiд знаком
iнтеграла.

4. Якщо X є будь-якою випадковою величиною, ми представляємо X у виглядi X = X+ − X−,
використовуємо (*) для X+ i X−, i пiсля вiднiмання сторiн отримуємо (*) для X.

Тепер розглянемо наступний приклад. Припустiмо, що {Bi}i=1,2,...,n є розбиттям Ω на подiї пози-
тивної мiри. Нехай X — випадкова iнтегрувана величина. Визначте η як η(ω) = E(X|Bi), якщо ω ∈ Bi,
i = 1, 2, . . . , n. Ми iнтерпретуємо η як середнє значення X, якщо знаємо все про подiї в σ-алгебрi, що
створено розбiттям {Bi}. Змiнна η має такi властивостi:

1) η вимiрна вiдносно σ(B1, B2, . . . , Bn), тому що є постiйною на будь-якiй подiї Bi,

2) Для кожного i = 1, 2, . . . , n ми маємо∫
Bi

ηdP = E(X|Bi) · P(Bi) =
∫
Bi

XdP,

з чого випливає, що ∫
B

ηdP =
∫
B

XdP

для будь-якого B ∈ σ(B1, B2, . . . , Bn).
Це призводить до визначення умовного сподiвання вiдносно σ-алгебри.

Визначення 15.2. Припустiмо, що (Ω,F ,P) — iмовiрнiсний простiр, M — пiд-σ-алгебра F , а X —
випадкова iнтегровна змiнна. Умовне сподiвання X за умовиM є випадковою величиною η, що задо-
вольняє наступнi двi умови:

1) η вимiрна вiдносноM.
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2) Для кожного B ∈M, ∫
B

ηdP =
∫
B

XdP.

Позначення: E(X|M).
Зокрема, якщо X = 1A, A ∈ F , ми визначаємо умовну ймовiрнiсть A за умовиM через P(A|M) =

E(1A|M).

Теорема 15.2. Припустимо, що X є iнтегровною випадковою величиною, а M є пiд-σ-алгеброю F .
Тодi умовне математичне сподiвання iснує i визначається однозначно з точнiстю до рiвностi п.н.

Доведення. Для будь-якого B ∈ M ми визначаємо ν(B) =
∫
B
XdP. Функцiя ν : M → R є лiчильно-

адитивною функцiєю множини. Крiм того, якщо P(B) = 0, то ν(B) = 0 (це називається абсолютною
неперервнiстю ν вiдносно P). За теоремою Радона-Нiкодима iснує M-вимiрна випадкова величина η,
яка є щiльнiстю ν вiдносно P, тобто така, що для всiх B ∈M,∫

B

XdP = ν(B) =
∫
B

ηdP.

Єдинiсть очевидна: якщо η1, η2 є випадковими величинами, що задовольняють 1) i 2), то, зокрема, для
кожного B ∈M,

∫
B
η1dP =

∫
B
η2dP, отже η1 = η2 п.н.

Приходимо до поняття умовного сподiвання випадкової величини. Нам знадобиться наступний до-
помiжний факт.

Лема 15.1. Припустимо, що Y — випадкова величина. Тодi кожна випадкова величина X, вимiрна
вiдносно σ(Y ), має вигляд f(Y ) для деякої борелiвської функцiї f .

Доведення. Знову використовуємо метод змiнного ускладнення.
1. Припустимо, що X = 1A, де A ∈ σ(Y ). Тодi A = {Y ∈ B} для деякого B, звiдки X = 1B(Y ), тобто

як f можна взяти показник 1B .
2. Якщо X — проста змiнна, то за f беремо лiнiйну комбiнацiю вiдповiдних показникiв (див. попе-

реднiй пункт).
3. Припустимо, що X є невiд’ємною випадковою величиною. Iснує неспадна послiдовнiсть (Xn)

простих σ(Y )-вимiрних випадкових величин, що збiгається до X. На пiдставi 2) ми маємо Xn = fn(Y )
для деякої послiдовностi функцiй (fn). Аби перевiрити легко, достатньо взяти

f(x) =

limn→∞ fn(x) якщо границя iснує,

0 якщо границя не iснує.

4. Тепер, якщо X є будь-якою випадковою величиною, то ми маємо X = X+−X− = f+(Y )−f−(Y ) =
f(Y ), де f+, f− це борелевськi функцiї, що вiдповiдають σ(Y )-вимiрним X+ i X−.

Визначення 15.3. НехайX, Y — випадковi величини,X iнтегровна. Ми визначаємо умовне сподiвання
X за умови Y як

E(X|Y ) = E(X|σ(Y )).

Зауваження: За лемою маємо E(X|Y ) = f(Y ) для деякої борелевської функцiї f . Число f(y) мо-
жна iнтерпретувати як E(X|Y = y).
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Приклади:
1. Припустимо, що X, Y мають дискретнi розподiли. Позначимо

PY (y) = P(Y = y) oraz P(X,Y )(x, y) = P(X = x, Y = y).

Якщо h — будь-яка борелiвська функцiя така, що h(X) ∈ L1, тодi

E(h(X)|Y ) =
∑
x∈SX

h(x)
P(X,Y )(x, Y )
PY (Y )

.

Щоб довести це, необхiдно перевiрити, що права частина (надалi η) задовольняє властивостi 1) i 2)
з визначення E(h(X)|σ(Y ))). Перша умова зрозумiла - η, як функцiя Y , є σ(Y )-вимiрною. Отже, роз-
беремося з другою умовою. Нехай B ∈ σ(Y ). Оскiльки Y має дискретний розподiл, B є щонайбiльше
рахунковою сумою подiй виду {Y = y} i подiй з iмовiрнiстю 0. Тож достатньо перевiрити 2) для множин
B виду {Y = y}. Маємо∫

{Y=y}
ηdP =

∫
{Y=y}

∑
x∈SX

h(x)
PX,Y (x, y)
PY (y)

dP =
∑
x∈SX

h(x)PX,Y (x, y)

та ∫
{Y=y}

h(X)dP =
∑
x∈SX

h(x)
∫
{Y=y}

1{X=x}dP =
∑
x∈SX

h(x)PX,Y (x, y).

2. Приклад. Припустимо, X, Y незалежнi Пуассонiвськi випадковi величини з параметрами λ, µ
вiдповiдно. Ми знайдемо E(X|X + Y ).

Вiдомо, що X + Y має розподiл Пуассона з параметром λ+ µ. Отже

PX+Y (k) =
(λ+ µ)k

k!
e−(λ+µ), k = 0, 1, 2, . . . .

Крiм того, якщо k  ℓ  0, то

PX,X+Y (ℓ, k) = P(X = ℓ,X + Y = k) = P(X = ℓ)P(Y = k − ℓ)

=
λℓ

ℓ!
e−λ · µ

k−ℓ

(k − ℓ)!
e−µ

i
PX,X+Y (ℓ, k)
PX+Y (k)

=
k!λℓµk−ℓ

ℓ!(k − ℓ)!(λ+ µ)k
=
(
k

ℓ

)(
λ

λ+ µ

)ℓ(
1− λ

λ+ µ

)k−ℓ
.

Звiдки
E(X|X + Y ) = λ

λ+ µ
(X + Y ).

3. Припустимо, що (X,Y ) має розподiл зi щiльнiстю g, i нехай gY (y) =
∫
R g(x, y)dx — це щiльнiсть

Y . Визначимо умовну щiльнiсть за формулою

gX|Y (x|y) =


g(x,y)
gY (y)

якщо gY (y) ̸= 0,

0 якщо gY (y) = 0.

Тодi для будь-якої борелiвської функцiї h : R→ R такої, що h(X) ∈ L1, маємо

(∗) E(h(X)|Y ) =
∫
R
h(x)gX|Y (x|Y )dx.
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Дiйсно, перевiримо, що права частина задовольняє умови 1) i 2) з визначення E(h(X)|Y ). Очевидно,
умова 1) виконується - права частина є функцiєю з Y . Переходимо до 2). Для будь-якого B ∈ σ(Y ) ми
маємо, що B = {Y ∈ A} для деякого A ∈ R i∫

B

h(X)dP =
∫
Ω
1{Y ∈A}h(X)dP =

∫
R2
1{y∈A}h(x)g(x, y)dxdy

=
∫
R
1{y∈A}gY (y)

∫
R
h(x)gX|Y (x|y)dxdy =

∫
B

∫
R
h(x)gX|Y (x|Y )dxdP.

4. Приклад. Припустимо, що (X,Y ) рiвномiрно розподiлено в трикутнику

D = {(x, y) : 0 ¬ x ¬ y ¬ 1}.

Облiчимо E(X|Y ) та P(X ¬ 1/2|Y ).

Маємо g(x, y) = 21{0¬x¬y¬1} та

gY (y) =
∫
R
g(x, y)dx = 2y1[0,1](y).

Тому умовна щiльнiсть gX|Y визначається формулою

gX|Y (x|y) =

 1y1[0,y](x) якщо y ∈ (0, 1],

0 для iнших y.

Звiдки

E(X|Y ) =
∫
R
xgX|Y (x|Y )dx =

1
Y

∫ Y
0
xdx =

Y

2

та

P(X ¬ 1/2|Y ) = E[1(−∞,1/2](X)|Y ]

=
∫
R
1(−∞,1/2](x)gX|Y (x|Y )dx

=
1
Y

∫ Y
0
1(−∞,1/2](x)1[0,Y ](x)dx

=

1 якщо Y ¬ 1/2,

1/(2Y ) якщо Y > 1/2.

Властивостi умовного сподiвання
Припустимо, що (Ω,F ,P) є фiксованим iмовiрнiсним простором, i нехайM є деякою пiд-σ-алгеброю

F . Крiм того, ми припускаємо, що всi умовнi випадковi величини iнтегровнi.

0. Маємо E(E(X|M)) = EX. Це вiдразу випливає з 2), якщо взяти B = Ω.

Приклад 15.1. Кiлькiсть аварiй у певний день у мiстi має розподiл Пуассона з параметром 5. Су-
ма збиткiв, спричинених аварiєю, рiвномiрно розподiлена в дiапазонi [2, 10]. Нехай X буде загальним
збитком за день. Визначити EX.
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Рiшення: Введемо випадкову змiнну Y , задану як кiлькiсть аварiй за певний день. Змiнна Y має
розподiл Пуассона з параметром 5, причому з умов задачi E(X|Y ) = 6Y . Дiйсно, середня сума збитку,
заподiяного в однiй аварiї, становить 6, отже, якщо було Y аварiй, середня сума збиткiв становить 6Y .
Отже, користуючись з властивостi 0., отримуємо

EX = E(E(X|Y )) = E6Y = 30.

1. Нехай α, β ∈ R. Тодi

E(αX1 + βX2|M) = αE(X1|M) + βE(X2|M).

Дiйсно: перевiримо, що права частина (надалi позначається R) задовольняє умови 1) i 2) з визначення
E(αX1+βX2|M). Перша умова очевидна. Щоб перевiрити другу, зауважимо, що для довiльної B ∈M,∫

B

RdP = α
∫
B

E(X1|M)dP+ β
∫
B

E(X2|M)dP = α
∫
B

X1dP+ β
∫
B

X2dP

=
∫
B

αX1 + βX2dP.

2. ЯкщоX є невiд’ємною випадковою величиною, то E(X|M)  0 п.н. Дiйсно, нехай B = {E(X|M) <
0}. Тодi B ∈M i ∫

B

E(X|M)dP =
∫
B

XdP.

Ми бачимо, що якби B мала позитивну ймовiрнiсть, лiва частина була б вiд’ємною, а права – не-
вiд’ємною.

3. Маємо

(∗) |E(X|M)| ¬ E(|X||M) п.н.

Дiйсно, як випливає з 1. i 2., нерiвнiсть X ¬ Y п.н. тягне за собою E(X|M) ¬ E(Y |M). Отже, з
iмовiрнiстю 1,

E(X1|M) ¬ E(|X1||M)

i
−E(X1|M) ¬ E(|X1||M).

Зауваження: Беручи у (*) сподiвання обох сторiн, ми отримуємо вiдповiдно до 0.,

E(|E(X|M)|) ¬ E|X|.

Iншими словами, лiнiйний оператор E(·|M) : L1(Ω,F ,P)→ L1(Ω,F ,P) є стискальним.

4. Умовний варiант теореми Лебега про монотонний перехiд до границi. Нехай Xn — неспадна
послiдовнiсть невiд’ємних випадкових величин, збiжна п.н. до X ∈ L1. Тодi E(Xn|M) ↑ E(X|M) п.н.

Щоб показати це, зауважимо, що в силу 1 i 2 послiдовнiсть (E(Xn|M)) не спадає з iмовiрнiстю 1, i
зокрема збiгається. Позначимо його границю η, E(X1|M) ¬ η ¬ ∞. Тепер нехай B ∈M. Вiдповiдно до
2) i безумовнiй теореми Лебега маємо∫

B

X = lim
n→∞

∫
B

Xn = lim
n→∞

∫
B

E(Xn|M) =
∫
B

η.
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Оскiльки η M-вимiрна, наведена рiвнiсть означає, що η = E(X|M).

5. Аналогiчно можно довести умовний варiант теореми Лебега про мажорований перехiд до границi
пiд знаком iнтеграла та умовний варiант леми Фату.

6. Припустимо, що X1 є вимiрною вiдносноM. Тодi

(+) E(X1X2|M) = X1E(X2|M) п.н.

Зокрема, беручи X2 ≡ 1, ми отримуємо, що E(X1|M) = X1.
Перевiримо, що права частина задовольняє умовам 1) i 2) з визначення E(X1X2|M). Умова 1)

очевидна, тому залишається перевiрити 2). Ми будемо використовувати метод ускладненняX1. a) Якщо
X1 = 1A, де A ∈M, то для будь-якого B ∈M,∫

B

X1E(X2|M)dP =
∫
A∩B

E(X2|M)dP =
∫
A∩B
X2dP =

∫
B

X1X2dP.

б) Якщо X1 є простою змiнною, то формулу (+) отримуємо з а) i лiнiйностi умовних сподiвань.
в) Якщо X1 є невiд’ємною випадковою величиною, то iснує неспадна послiдовнiсть (Yn)M-вимiрних

простих величин, збiжних п.н. до X1. Роздiлимо X2 = X+2 −X
−
2 i застосуємо b) до змiнних Yn i X+2 :

E(YnX+2 |M) = YnE(X
+
2 |M).

Переходячи до границi n → ∞ i використовуючи умовне версiю Теореми Лебега (властивiсть 4) отри-
муємо

E(X1X+2 |M) = X1E(X
+
2 |M).

Замiнивши X+2 на X−2 i повторивши мiркування, отримуємо

E(X1X−2 |M) = X1E(X
−
2 |M)

i пiсля вiднiмання обох сторiн маємо (+).
d) Якщо X1 є будь-якою випадковою величиною, то ми розбиваємо її на рiзницю X+1 −X

−
1 , засто-

совуємо c) до змiнних X+1 , X2 i X−1 , X2, i вiднiмаємо отриманi рiвностi.

7. ЯкщоM1 ⊂M2 є пiд-σ-алгебрами F , то

(=) E(X|M1) = E(E(X|M2)|M1) = E(E(X|M1)|M2).

Почнемо з того, що вирази обох сторонах рiвнi. Це безпосередньо випливає з попередньої власти-
востi: випадкова величина E(X|M1) вимiрна вiдносно M2. Отже, достатньо довести, що першi два
доданки в (=) рiвнi. Вiзьмемо B ∈M1. Ми маємо B ∈M2, отже∫

B

E(X|M1) =
∫
B

X =
∫
B

E(X|M2) =
∫
B

E(E(X|M2)|M1),

звiдки випливає теза.

8. Припустимо, X не залежить вiдM. Тому E(X|M) = EX. Дiйсно, перевiримо, що EX задовольняє
умови 1) i 2) у визначеннi E(X|M). Умова 1) очевидна: EX є постiйною випадковою величиною, а отже,
вимiрною вiдносно кожної σ-алгебри. Тепер нехай B ∈M. З незалежнiстi 1B i X випливає,∫

B

EXdP = E1BEX = E(1BX) =
∫
B

XdP.
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9. Нерiвнiсть Йенсена. Якщо f : R→ R є функцiєю опуклою такою, що f(X) iнтегровна, то

E(f(X)|M)  f(E(X|M)).

Нам знадобиться наступний простий факт. Ми залишимо доведення як просту вправу.

Лема 15.2. Нехай f : R → R — опукла функцiя. Тодi iснують такi послiдовностi (an), (bn), що для
будь-якого x ∈ R,

f(x) = sup
n
(anx+ bn).

Повернемося до доказу 9. Для послiдовностей (an), (bn), iснування яких гарантує наведена вище
лема, ми маємо f(X)  anX + bn для кожного n. Отже, в силу 1 i 2 з iмовiрнiстю 1,

E(f(X)|M)  anE(X|M) + bn.

Оскiльки послiдовностi (an), (bn) є злiченними, ми можемо взяти верхню суму n у правiй частинi, i тодi
з iмовiрнiстю 1 виконуєтсья нерiвнiсть:

E(f(X)|M)  sup
n
(anE(X|M) + bn) = f(E(X|M)).

Зауваження: Як висновок отримуємо, що для p  1 i X ∈ Lp(Ω,F ,P),

E(|X|p|M)  [E(|X||M)]p.

Отже, пiсля взяття сподiвання обох сторiн, E(|E(X|M)|p) ¬ E|X|p, або

||E(X|M)||p ¬ ||X||p.

Отже, умовне сподiвання E(·|M) є стискальним вiдображенням у Lp.

Нарештi, розберемося з питанням нелiнiйної регресiї. Припустимо, X, Y — iнтегровнi з квадратом
випадковi величини. Ми спостерiгаємо за змiнною Y i за допомогою цих даних хочемо найкраще на-
близити X (у середньоквадратичному значеннi) змiнною у виглядi h(Y ). Точнiше, ми шукаємо таку
борелiвську функцiю f , що

E(X − f(Y ))2 = min
h

E(X − h(Y ))2.

Якщо ми звузимося до класу лiнiйних функцiй, це приведе до задачi лiнiйної регресiї, розглянутої
ранiше.

Теорема 15.3. Розв’язанням вищезазначеної проблеми є f(Y ) = E(X|Y ).

Доведення. Вiзьмемо будь-яку борелiвську функцiю h. Маємо

E(X − h(Y ))2 = E(X − f(Y ) + f(Y )− h(Y ))2

= E(X − f(Y ))2 + 2E(X − f(Y ))(f(Y )− h(Y )) + E(f(Y )− h(Y ))2.

Але f(Y )− h(Y ) є вимiрна вiдносно σ(Y ). Отже, використовуючи властивостi 0., 1. i 6., отримуємо

E(X − f(Y ))(f(Y )− h(Y )) = E
{
E
[
(X − f(Y ))(f(Y )− h(Y ))|Y

]}
= E

{
(f(Y )− h(Y ))E(X − f(Y )|Y )

}
= 0.
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Отже, середнiй член у попереднiй послiдовностi рiвнянь дорiвнює нулю, i ми отримуємо

E(X − h(Y ))2  E(X − f(Y ))2.

Звiдси теза.
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16 Завдання

1. Випадковi величини ε1, ε2, ε3 незалежнi i мають однаковий розподiл P(εi = −1) = P(εi = 1) = 1/2,
i = 1, 2, 3. Обчислiть E(ε1|ε1 + ε2 + ε3) i E(ε1ε2|e1 + e2e3).

2. Випадковi величини X, Y є незалежними, де X має розподiл Бернуллi B(n, p), а Y має розподiл
Бернуллi B(m, p). Визначте E(X + Y |X) i E(X|X + Y ).

3. Гральний кубик кидається, а потiм кидається стiльки разiв, скiльки випало в перший раз. Обчи-
слiть сподiвання кiлькостi отриманих трiйок.

4. Урна мiстить a бiлих куль, b чорних куль i c червоних куль (a, b, c — натуральнi числа). Беремо
навмання по однiй кульцi за раз (з повертанням), доки не буде витягнуто червону кульку. Знайти
сподiвання кiлькостi розiграшiв, у яких витягнуто бiлу кульку.

5. Вiдомо, що p вiдсоткiв монет є пiдробками, з орлом по обидва боки. Ми випадково беремо n
монет i кидаємо кожну один раз. Нехай F позначає кiлькiсть кинутих фальшивих монет, а O - кiлькiсть
отриманих голiв. Доведiть, що E(F |O) = 2p

100+pO.

6. Випадкова величина (X,Y ) має щiльнiсть

g(x, y) =
x3

2
e−x(y+1)1{x>0, y>0}.

Визначити E(Y |X), E(Y 2|X2) i P(Y > 1|X3 + 1).

7. Випадковi величини X, Y незалежнi та експоненцiально розподiленi з параметром 1. Обчислити
P(X ∈ B|X + Y ) (для B ∈ B(R)) i E(sinX|X + Y ).

8. Випадкова величина X має експоненцiальний розподiл з параметром 1, а Y є випадковою вели-
чиною, такою що якщо X = x, то Y має експоненцiальний розподiл з параметром x.

а) Знайдiть розподiл Y .
b) Обчислiть P(X > r|Y ).

9. Випадкова величина (X,Y ) нормально розподiлена з середнiм 0, VarX = σ21 , VarY = σ22 , Cov(X,Y ) =
c. Обчислити P(Y ∈ B|X) (для B ∈ B(R)) i E(Y |X).

10. X1, X2, . . ., Xn є незалежними та мають однаковий розподiл зi скiнченним середнiм. Обчислити
E(X1|X1 +X2 + . . .+Xn).

11. Припустимо, що X, Y — випадковi величини, а G — σ-алгебра така, що X є вимiрним вiдносно
G, а Y є незалежною вiд G. Нехай φ : R2 → R — така борелiвська функцiя, що φ(X,Y ) — iнтегровна
випадкова величина. Доведiть, що

E[φ(X,Y )|G] = Φ(X),

де Φ(x) = Eφ(x, Y ).

12. Припустимо, що X є iнтегровною випадковою величиною, а σ-алгебра G не залежить вiд X i
σ-алгебриM. Доведiть, що

E(X|σ(G,M)) = E(X|M).

13. X, Y , Z є незалежними, при чому X ма стандартнiий нормальний розклад, Y є невiд’ємною
обмеженою змiнною, а Z є змiнною Радемахера. Обчислити E(eXY |Y ) та E(eXY |Y Z).

14. N , X1, X2, . . . є незалежними, при чому N має розподiл Пуассона з параметром 3, а Xn має
рiвномiрний розподiл на [0, 1], n = 1, 2, . . .. Обчислити E(X1 +X2 + . . .+XN+1).
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