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Pewnemodeleszokowych uszkodzén systemu

Celemkomunikatujest przedstawienie trzechwersji modeli szokowych uszkodzén
systemówniezawodnósciowych.Modeleszokowych uszkodzén są znanew literatu-
rze[3], [1], [2], [4]. Przyjmujemy, żeszokiwyst̨epują zgodniez pewnym procesem
odnowy. Gdy wystąpi szok,każdyelementsystemumożeuszkodzíc się,niezalėznie
od pozostałych,z prawdopodobiénstwemrównym intensywnósci szoku,która jest
pewną liczbą pomįedzy0 i 1. Przedstawione modeledotyczą systemówo struktu-
rachniezawodnósciowychz okréslonychklasi są rozważanedla trzechprzypadków
intensywnósciszoku:

a)gdy intensywnósć jestparametremstałym,
b) gdy intensywnósć jestparametremlosowym wybranym z tegosamegorozkła-

dudla wszystkichszoków,
c) gdy intensywnósć jestparametremlosowym o rozkładziezmiennym z szoku

naszok.
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Niestabilnósć dynamicznychukładów stochastycznych

W referacieprzedstawimy wyniki dotycząceśredniokwadratowej niestabilnósci dla
liniowych układówrównán różniczkowych zwyczajnych z losowymi współczynni-
kami.
Rozpatrywanesą dwa modelelosowych współczynników. Pierwszymmodelemjest
processtochastyczny ���������������� � � ������ !����� �#"
gdzie

 $�����
- procesWienera.Drugimmodelemjestgaussowski processtacjonarny z

funkcjąkorelacyjną %��&�����'��(*),+.- /0- �����1� � ����2
Obszaryniestabilnósci dokładnieprzedstawimy dla równaniaoscylatoraharmonij-
nego.Przybadaniachniestabilnósciwykorzystywanesą metodyz prac[1,2], a także
obliczeniakomputerowe.
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Dystrybucje w przestrzeniWienera: co to i po co to

Przypúsćmy, żew 687 rozważamyskończony lub przeliczalny układcząstek,ewolu-
ującychlosowo.

49:�����
oznaczapozycj̨e ; -tej cząstkiw chwili

�
,
�=< � >."4���

. Zakładamy,
żekażdyproces

?9
maciągłetrajektorie.Załóżmytakże,iż układzalėzy odparametru@ , przyczymgęstósć cząstekwzrastanieskończenie,gdy @BADC . Ewolucję układu

możemyopisáczapomoc̨aprocesuempirycznego E!F �������HG 9�I4J0KML /�N albozapomoc̨a
empirycznejtrajektorialnejmiary losowejO F � G 9 I J0K . E F jestprocesemo warto-
ściachw przestrzenimiar Radonaw 687 , zás O F jest miarą losową w przestrzeni
funkcji ciągłych P � P � � >�"?���#" 687 � . Pozostaj̨ac przy tym drugim (tzw. “trajekto-
rialnym”) podej́sciu,badamyfluktuacjeukładuwokół średniej,tj. dla odpowiedniej
normalizacjiQ F badamyzbiėznósć wg rozkładówciągu R F �TSU�V � O FXWBY O F � , gdy@�AZC . Nalėzy przy tym interpretować R F jako zmienn̨a losową w odpowiedniej
przestrzenistanów. Przestrzén miarzeznakiemna P nie jestdobra,m. in. dlatego,że
jestzamała.Pȯzyteczn̨ai wygodnąokazujesięprzestrzén dystrybucji naprzestrzeni
Wienera.Konstruujesię mianowicie trójkę Gelfanda[ � P �]\_^a`*� P "0b �c\ [ � P �0d ,
będącą odpowiednikiemklasycznejtrójki [ � 687 �e\f^g`h� 687 "�ikjli �8\ [ � 687 ��d (

imjni
)

jest miarą Lebesgue’aw 687 , [ � 687 ��d jest przestrzenįa dystrybucji temperowanych
Schwartza,

b
jest o -skończon̨a miarą Wienera w P , tj.

b �Dp4qsrutwv*xhy
, gdzietwv

jest rozkłademprocesuWienerastartującego z
yz< 687 ). [ � P � definiujesię ja-

ko funkcjonałyna P o dostateczniegładkichrozwinięciach“ w chaosy”[4]. Jestto
przestrzén nuklearnaFrecheta.

Dla różnorakichukładówcząstekpokazujesię, że R F jako zmiennelosowe w[ � P �0d są zbiėznewg rozkładówi identyfikujesię granice([1], [2], [3], [4]). W wie-
lu przypadkachmożnastąd otrzymác twierdzeniao zbiėznósci fluktuacji procesów
empirycznychw P � � >."4�4�{" [ � 687 �0d|� ([1], [2], [3]).

Inny przykładzastosowaniajest związany z badaniemasymptotykiczasuprze-
bywania (“occupationtime”) “segmentówbrownowskich”. Np. niech

�{t}������� /#~��,�
będzieprocesemWieneraw � ,

 9 ��������t}� ; ����� , ��< � >�"?��� , ; � >�"4�*" 2?242 . Pokazu-
je się, że ciągmiar losowych w P :

S� F G F9��,� I J0K jest zbiėzny wedługrozkładóww[ � P �0d do
i ��i b

, gdzie
�

jeststandardowązmiennągaussowską.
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Półgrupy przejściadla stochastycznychrównań semiliniowych
w przestrzeniHilberta

Rozważanajest szerokaklasastochastycznych równán semiliniowych z mierzalņa
nieliniowości̧aaw przestrzeniHilberta �� x*� / ����� / ���]��� / �0x*���z�!x1t /� � ��y�< � " �=� >." �#���
gdzie

�
jestgeneratorempółgrupy operatorówna � 2

Przyzałȯzeniu,żestowarzyszony procesOrnsteina-Uhlenbecka(tzn.rozwia̧zanie
równania(*) z

��� >
) mamiarȩ niezmiennicz̧a � , badasiȩ półgrup̧e przej́scia

��� / �
dla równania(*) w przestrzeniacĥ

���� � " � � . Otrzymanowarunki (w jȩzykuwspół-
czynnikówrównania(*)) nahiperograniczonósć

�&� / �
, logarytmiczņanierównósćSo-

bolewadlageneratoraorazistnieniemiaryniezmienniczejdla
��� / �

absolutniecia̧głej
wzglȩdem � i regularnósć jej gȩstósci.Podanoteż pewna̧charakteryzacjȩdziedziny
generatora.
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Aproksymacjarozwia̧zań stochastycznychrównań różniczkowych
z odbiciemukośnym

Niech dany bȩdzie
x
-wymiarowy procesWienera

t�� ��t S " 2�2¡2 " t 7 � i nieujemnax8¢�x
macierz£ z zeraminaprzeķatnej orazpromieniemspektralnym ¤ � £ � mniej-

szymod
�
. Rozpatrzmy

x
–wymiarowestochastycznerównanieróżniczkowez odbi-

ciemukośnym na
� ��¥ � 7 w postaci:� / ���¦�=�¨§ /� o �&�]©4�kx1tª©���§ /�z« ���e©���x1�s����¬ W £ d ��% / " �g< � ¥ 2

Gdzie £ d macierz̧atransponowaņa £ ,
�¦�<®� ��¥ � 7 , �¯�°��� S " 2¡2�2 " � 7 � jestprocesem

odbijaj̧acym sie siȩ w
� ��¥ � 7 , a

%±�²�&% S " 2�2¡2 " % 7 � jest procesemo niemalej̧acych
trajektoriachtakich,że

%�³
rośnietylko w tychchwilach

�
, gdzie

� ³/ � > .
W komunikacierozważnebȩda̧trzyschematynumerycznepozwalaj̧acenaaprok-

symacj̨erozwia̧zania:
�

: schematpenalizacji ´� F , schematrzutowania µ� F i schemat
Eulera-Peano

� F .
Możnapokazác, żejeżeli o " « sa̧ Lipschitz’owsko cia̧głe to dlakażdego ¶ <¸·Yº¹¼»�½©:¾ / i ´� F© W �e© i `M� �À¿Á����Â¡Ã @@ � � � " �g< � ¥

i Yº¹¼»�½©:¾ / i µ� F© W � © i `0� �H¿e�¼� Â¡Ã @@ � � � " �=< � ¥ "
a w przypadkuschematuEulera-PeanoYº¹¼»�½©:¾ / i � F/ W � / i `0� �Ä¿Á��� �@ � � � " �g< � ¥ 2

Bibliografia
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Symulacjestałychasymptotycznychdla pewnychmodeli
fluidowych

Niech Æ ����� będziescentrowanym stacjonarnym procesemgaussowskim o własno-
ści Markowa.W pewnychmodelachfluidowychstacjonarnazawartósć buforamoże
być wyrażonajako ¹¼»�½ /#Ç � p /� Æ �{�È��x1� W ��� i É ��ÊÌËÎÍ,��� P ( )lÏ	Ð � � �'�k� � ��� . StałaP może być wyrażonaza pomocą tak zwanejuogólnionejstałejPickandsaÑ . Dla
bardzowielu przypadkównie znamywartósci ani nawet przybliżeniastałej P . W
pracy proponujemymetod̨e symulacjistałej P przy użyciu technikizamiany miary.
Metod̨e stosujemydla procesuÆ ����� będącego procesemOrnsteina-UhlenbeckalubÆ �&���ª�ÒG F³ � S � ³ �&��� , gdzie

�&� S ����� " 2?242 " � F �&����� jest procesemGaussa-Markowa.
W pracy prezentujemydwaprzykładysymulacji.
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Wybór strategii ubezpieczycieladla uporządkowanych rozkładów
wysokości szkód

Referatdotyczýcbędziedyskretnegoprocesuryzykai wyboruprzezubezpieczyciela
strategii minimalizującejprawdopodobiénstwo ruiny w nieskończonym horyzoncie
czasowym.

Zakładamy, żeubezpieczycielmadodyspozycjiróżnerozkładywysokościszkód,
coodpowiadazmianomskładuportfela.Omówionazostaniestrategiadla rozkładów
znajduj̨acychsię w porządkustochastycznym orazprzykłady, żeanalogicznastrate-
gianie jestoptymalnadla rozkładówznajdującychsię w porządkustop-loss.
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Planowaniezakresuforsownych prób technicznychpodczas
kontroli parametrycznej niezawodnósci urządzén

Podczasplanowaniazakresubadán próbnych możnawykorzystác informacje,doty-
czącezachowaniaparametrówokréslających w czasie.Uważasię, żewyrób zacho-
wujesprawność, jeżeli wartósć parametruokréslającego(

�ÔÓ
) nieprzekraczawyzna-

czonejwartóscigranicznejÕ .
Do opisuzmian

�ÔÓ
wykorzystujesię różneprocesystochastyczne.Dokonując

oceny ilościowychparametrówniezawodnósci,nalėzy posiadác umiej̨etnósć oblicza-
nia prawdopodobiénstwa

�]�&���
znajdowaniasię procesustochastycznegow obszarze

wartóscidopuszczalnych.
Zakładamy, że proces

������
zmian

�ÔÓ
a się opisác stochastycznym równaniem

różniczkowym typu
¬*�0��Ö×x*'� Ø j xh�s� o j xhÙ,����� . Model ten prowadzi do roz-

kładu czasupoprawnej pracy urządzenia,którego rodzaj zalėzy od odpowiednich
warunkówrozwiązaniaretrospektywnegorównaniaFokkera-Plancka-Kołmogorowa
z funkcją

�]�&� � " y � " � " yÚ�
jako gęstóscią prawdopodobiénstwa przej́sciadyfuzyjnego

procesuMarkowa.
Zakładamy, żerealizacjeprocesu

��&���
posiadaj̨acharaktermonotoniczny, tzn.,że

jako graniczneprzyjmujemynast̨epującewarunki:
�]�&� � " y � " � " yÚ� i v � )ÚÛ

.
RozwiązanierównaniaFokkera-Plancka-Kołmogorowaz takimi warunkamidla

początkowegostanuzerowego prowadzidotego,żedlaprawdopodobiénstwapopra-
wnejpracy w czasiet otrzymujemywyrażenie�]�������HÜ�Ý � W Q �Þ.ß Q ��à " (1)

gdzie: Þ �âáã , Q � ã ä ,
Üå�&æm��� p�ç),Û ( )sè�éé xh� - funkcjaLaplace‘a.

Jednym zesposobówzmniejszeniazakresuprób jestprzeprowadzenieprób for-
sownych w warunkach,które pod względemtrudnósci przekraczaj̨a warunki nor-
malne,okréslonew załȯzeniachtechnicznychwyrobu.W niniejszemartykulerozpa-
trzonozadanieplanowaniazakresuforsownychpróbtechnicznychwyrobu, podczas
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którychê zadany zbiór wymagán dotyczących niezawodnósci kontrolujesię przy za-
łożeniupoprawności modelu(1). Okréslonajest równiėz minimalnadopuszczalna
wartósć

�ìë
prawdopodobiénstwa

�]�����
niezawodnego działaniawyrobu w okréslo-

nym czasie
��í:î

przy działaniuw trybie normalnym ï F . Przy tak sformułowanym
zadaniuwymagán warunkiemich potwierdzeniajestspełnienienierównósci :� Ï ð � ë "
gdzie

� Ï
- dolnagranicaufności prawdopodobiénstwa

�
poziomu

�
, okréslanana

podstawie wyników przeprowadzonychprób.
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Całka stochastycznawzględemułamkowegoruchu Browna
w przestrzeniHilberta

W komunikaciezostanieprzedstawiona metodakonstrukcji całki stochastycznej
względemułamkowego ruchuBrownaz parametremHursta � <'� ��ò*ò���"4� �

w prze-
strzeniHilberta ó z operatoremkowariancji £ (nieujemny, samosprz̨eżony, nuklear-
ny), awięcprocesugaussowskiego

�!ô!�&���
,
�g<cõ ¥ , o ciągłychtrajektoriachi takiego,

że Y÷ö�ø Í S " � ô �{����ù¼ú ø Í ` " � ô ������ù:úuû�� ø £ Í S " Í ` ù¼ú �� ö � `:ô ��� `¼ô W i � W � i `¼ô û
dla wszystkich

� " �s<�õ ¥ i
Í S " Í ` < ó . Całkajestzdefiniowanadla procesówo war-

tościachw przestrzeniü ` � ó " Ê$� - przestrzenioperatorówHilberta-Schmidtaokre-
ślonychna ó o wartósciachw przestrzeniHilberta

Ê
. Tenwynik będący rezultatem

wspólnejpracy z T. E. Duncani B. Pasik-Duncanuogólniakonstrukcj̨ecałki stocha-
stycznejdla procesówdeterministycznychz pracy T. E. Duncan,B. Maslowski, and
B. Pasik-Duncan,FractionalBrownian motion and stochasticequationsin Hilbert
space.
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Przedziałycenopcji dla niekompletnychmodeli rynku
finansowego

W przypadkuniekompletnego stochastycznego modelurunku finansowego nie jest
możliwajednoznacznawycenaopcji (EuropejskichczyAmerykánskich).Konstruuje
siȩ ceny optymalnew jakimś ścísle okréslonym sensie,np. ceny Schweizera.Bada
siȩ też i szacujezakresycendlacałychrodzinmiarmartyngałowych.Wykorzystuj̧ac
metodykomputerowe można lokalizować i porównywać ceny opcji otrzymywane
różnymi metodami.Rozwi̧azuja̧c odpowiednieparabolicznenierównósciwariacyjne
otrzymujesiȩ optymalneczasyrealizacjiopcji Amerykánskich.
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Błądzenielosowez czasemciągłym o losowej „strukturze
gruboziarnistej” i jegozastosowania w teorii relaksacji.

W referaciewprowadzony zostanienowy typ skorelowanego błądzenialosowego z
czasemciągłymi przedstawionetwierdzeniagranicznedotycząceasymptotycznych
własnósci tego procesuprzy

� AÿC . Zbadaneteż zostan̨a otrzymanerozkładygra-
niczne.Na koniecomówionebędą zastosowaniazaproponowanejteorii w probabili-
stycznym podej́sciudomodelowaniazjawiskarelaksacjiw układachzłożonych.
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Asymptotycznezachowaniesiȩ cia̧gówwarunkowych wartości
oczekiwanych

Niech
��� "��¸" �Ô�

bȩdzie bezatomowa̧ przestrzeni̧a probabilistyczņa,
��� F � cia̧giem

zmiennych losowych natej przestrzeni.Przedstawionezostaņa twierdzeniawskazu-
jąceprzy jakich załȯzeniachdotycz̧acych cia̧gu

��� F � dowolna zmiennalosowa �
może być przedstawionaw postaci � � Â��	� F�
 Û� ��� F i � F � (w sensiezbiėznósci
prawie pewnej lub stochastycznej)dlapewnegocia̧gu o -ciał

�&� F � .
Wymienionerezultatysugerowały nasţepuja̧ca̧ hipotez̧e: jeżeli � jest rozkładem

prawdopodobiénstwana � takim, że

W § �)ÚÛ � � �&x*���a� § Û� � � �&x*���a� C "
todladowolnegorozkładuprawdopodoniénstwa Þ istniej̧a: przestrzénprobabilistycz-
na
��� "��¸" �Ô�

, zmiennalosowa
�

na
��� "��8" �Ô�

oraz o -ciało
�Î\ �

takie,żeü ���B��� �ü � � ��� i �å����� Þ 2
Hipotezatauzyskałapozytywnerozstrzygni̧ecie.
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Wycenaopcji europejskiej w czasiedyskretnym
z proporcjonalnymi kosztamiza transakcje

Na pewnej ustalonejprzestrzeniprobabilistycznej
��� "��8" �Ô�

rozważamydyskretny
model rynku na którym wyst̨epują dwa instrumentyfinansowe: akcje i obligacje
o którychzakładamy, żesą nieskończeniepodzielne.Przyjmujemy, żestopaprocen-
towa dla obligacji jeststałai równa � Ë W � . Niech

� /
będzieceną akcji w chwili

�
.

Zakładamy, żedynamika
� /

jestnast̨epująca:� / ¥ S �_� � �zÙ / ¥ S ��� / " ��� >�" 2�2¡2 "�� W �h" � � <�� ¥���� >���"
gdzie

Ù / " �Ô� �*" 2¡2�2 "��
jest ciągiemi.i.d. zmiennych losowych takich, że

Ù / < ø Q " « ù
dla każdego

�8� >�" 2�2¡2 "�� W � gdzie W ��� Q �Ì>
i « Ë ��� � � >." � � . Niech ! �� � / " ��� >." 2¡2�2 "��"�

bedzierodziną o -ciał taką,że
� / � o �{� Ð ":>$# Í # ��� " ��� >�" 2�2¡2 "��

.
Zakładamy, że

� � � ë
. Ponadtozakładamy, że

�]�&Ù / ¥ S � Q i%� / �]Ë >." � ¶ 2 @ 2
i
�]�&Ù / ¥ S � « i&� / �=Ë >." � ¶ 2 @ 2 dla każdego

��� >�" 2�2¡2 "�� W � .
Kupującjednąakcj̨ew momencie

�
musimyzapłacíc

� � �('l�l� /
, gdzie

'�< � >." C � ,
zászasprzedȧz jednejakcji w chwili

�
otrzymujemy

� � W � ��� / , gdzie � < � >."4� � .
Rozważamyinstrumentpochodny (opcj̨eeuropejsk̨a)z terminemwygásnįecia

�
i wypłatą ) ���Èëì���Ì� ) S �#�?ëì� " ) ` ���Èëu�:� , gdzie ) S " ) ` są funkcjamimierzalnymi oraz) S ���Èëì� " ) ` ���Èëì� okréslają,odpowiedniowartósć obligacji i akcji którestanowią mi-
nimalny portfelumȯzliwiający sprzedaj̨acemuopcj̨ewypłat̨enalėznóscidlaposiada-
czaopcji.

Niech
� S �#���ª�+*�, L © NS ¥.- � ) ` ����� , � ` �#���º�/*�, L © NS )10 � ) ` ����� . Ponadtoniech

� �� � �('l��� � � « � W � � W � �,� � � Q � .
Zdefiniujmyfunkcje

¬ S �{�È�
oraz

¬ ` �{���
nast̨epująco:¬ S �������_� � W � �,� « W Q �k� ` �¼� � � Q �.�È� W � � S �:� � � Q �.�È���� � � Q �,� � �('n��� S �¼� � � « �����¬ ` �������_� � �('l��� « W Q �k� S ��� � � « �k�È� W � � ` �¼� � � « �������� � � « � � � �'n��� ` ��� � � Q �����
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Ponadtodladowolnego 2 < ø Q " « ù definiujemyfunkcje
^43 S �#�È� oraz

^�3` �{���
nast̨epują-

co:^ 3 S �#�����°� « W 2 � � � W � �k� ` �¼� � � Q ������À��� � �'n� � � � 2 � W � � W � �,� � � Q �¼�k� S ��� � � « �k��� W � � S ��� � � 2 �.���^ 3` �#�����°�¼� � �('l��� � � « � W � � W � �,� � � 2 �:�� ` ��� � � Q �������À� 2 W Q � � � �('l�.� S �¼� � � « ����� W � � ` ��� � � 2 �l�È� "
Niech � �&��� oznaczazbiór portfeli przedtransakcj̨a które w momencie

�
gwaran-

tują zabezpieczenie(ang.hedging)wypłaty ) ���Èëì� w momencie
�

. Ponadtoniech� U65 7 ����� będziezdefiniowany tak samojak � ����� przy załȯzeniu,że
�]��Ù*© ¥ S � Q i� © ���¨�]��Ù © ¥ S � « i8� © ��� �h" � Q 2 �*2 oraz

>9� �]�&Ù © ¥ S � « i8� © � ���*" �
dla

każdego
���'� " 2�2¡2 "�� W � .

Twierdzenie1 Jėzeli dla dowolnego
��<;:Ú� � � Q � ë ) S �?� " � � � « � ë ) S �?��< " 2 <ø Q " « ù zachodzą nast̨epującenierównósci:= S �����,�;> " = ` �{�È�,�;>? 3 S �����Ú�@> " ? 3` �����Ú�@>� « W � � ? 3` ����� W � 2 W � � = ` �����Ú�@> " � � W Q �k^�3 S �{������� 2 W � �k¬ S �����s� > ,

to � �&���a� � U&5 7 ����� dla kȧzdego
��� >." 2¡2�2 "�� W � .

Powyższy wynik może mieć znaczeniepraktycznena przykład przy wycenie
opcji kupna(ang.call option).
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Porza̧dki dla funkcjonałów od wielowymiarowych procesów
punktowych

W komunikaciezostaņaprzedstawioneporz̧adki zalėznósci(tzw. dependenceor-
derings) dla wielowymiarowychprocesówpunktowych i funkcjonałównanich.Po-
rządki teumȯzliwiaja̧porównywaniemodelistochastycznychopartychnaprocesach
punktowych nie bȩḑacych procesamiodnowy. Jako zastosowaniezostaņa przedsta-
wionenierównóscidla modelikolejkowych (virtual waiting time), czy wielowymia-
rowychmodeliszoku.
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WydziałMatematykii Informatyki,UniwersytetMikołajaKopernika,Toruń

Metoda penalizacji dla odbijaj ącychstochastycznychrównań
różniczkowych zeskokami.

Niech B będzieotwartym zbioremwypukłym w � 7 . Rozważamyrozwiązanie
� F

równania:� F/ �'�¦�=�¨§ /� ) �&� F© ) �0x Æ F© W @ § /� ��� F© WDC �&� F© ����x1�'�=< � ¥ " @ <c· " �#���
gdzie

�¦��< µB � BFEHGIB , J ��yÚ� jest rzutowaniem
y

nazbiór µB � BKEHG1B , Æ F
jest

x
- wymiarowym semimartyngałemoraz ) Ö � 7 A � 7"L � 7 jest funkcją ciągłą,

Lipschitz’owską.
Składnik@ p /� ��� F© W�C ��� F© �¼�0xm� , który utrzymuje

� F blisko zbioru µB nazywamy
składnikiempenalizuj̨acym.Wiadomejest,żeistniejejedynemocnerozwiązanie

�#���
,

aw przypadku,gdy Æ F jeststandardowym procesemWienera,Y®¹¼»�½ / ¾NM i � F/ W � / i ` A >
, gdzie

�
jest rozwiązaniemstochastycznego równania

różniczkowegoz odbiciempostaci:� / ��� � � § /� ) �&� © ) �0x Æ © ��% / " �=< � ¥ �{�*��� 2
Przedstawione zostan̨a wyniki wspólnej pracy ze Słomińskim

�����
dotyczące

aproksymacjirozwiązaniarównania
�#�h���

ciągiem
� F rozwiązán

�{���
w przypadku

gdysemimartyngałÆ posiadaskoki.

Bibliografia�����
W. Łaukajtys,L. Słomiński, Penalizationmethodsfor reflectingstochasticdiffe-

rentialequationswhit jumps,Preprints,(2002).
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InstytutMatematyki,UniwersytetMarii Curie-Skłodowskiej,Lublin

O pewnychnierównościachdla zmiennychlosowych dodatnio
i ujemnie zalėznych i ich zastosowania

Niech
�

i � będązmiennymi losowymi dodatniolub ujemniekwadrantowozalėzny-
mi. Celemreferatujestprzedstawienieelementarnegodowodunierównóscipostaci¹¼»�½v 5 P9QQ �SR 5 T ��y "�U � QQ Ö � ¹¼»�½v 5 P9QQ É �&� # y " � #(U � W É ��� # yÚ� É � � #(U � QQ# P QQ P �&VÚ��� " � � QQ S�WYX "
gdzie

�
i � mająciągłegęstósci.

Podamyrówniėzpodobnegotypunierównóscidlaróżnicy międzygęstóscią łącz-
nązmiennychlosowych

�
i � oraziloczynemgęstóscitychzmiennychlosowych.W

dalszejczę́sci omówimyprzykładyciągówzmiennych losowych
��� F � F ~[Z dodatnio

zalėznych,dlaktórychzachodzinierównósć¹¼»�½v 5 P QQ �$R K 5 R%\ �&y "�U � QQ # P j P �&Vn�&� 9 " � ³ �Ú2
Nierównóscipowyższegotypuznajdujązastosowaniew dowodzeniutwierdzén doty-
czących zbiėznósci dystrybuantempirycznych orazestymatorówjądrowych funkcji
gęstósci;w referacieprzedstawimy przykładytakichtwierdzén.
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Struktura zalėznósci dla procesówR-GARCH z szumami
stabilnymi

Modele typu GARCH (GeneralizedAutoregressiveConditionallyHeteroskedastic)
stałysię w ostatnichlatachbardzopopularne,gdyż możnanimi dobrzeopisywać fi-
nansowe szeregi czasowe (w odró̇znieniuod procesówliniowych, które nie oddają
dobrzewłasnósci danych finansowych). Są to modelenieliniowe, o grubychogo-
nachi warunkowej wariancji zalėznej od przeszłósci. Jednak̇zekonstrukcjamodeli
GARCH nakładapewneograniczenianagrubósć ogonówich rozkładówbezwarun-
kowych.Ponieważ istniejądanefinansowecharakteryzuj̨acesiębardzociężkimi ogo-
nami,podj̨etopróbystworzeniamodelitypuGARCH,któremogłybyopisywać takie
dane.

Jedn̨a z propozycji jest klasamodeli R-GARCH (RandomizedGeneralizedAu-
toregressiveConditionallyHeteroskedastic), obejmującam. in. modeleARCH, GA-
RCH, procesydeVriesaorazdyskretnewersjeprocesówpodporz̨adkowanych.Dla
modeli R-GARCH z szumamiścísle stabilnymi można pokazác, że rozkłady bez-
warunkowe są symetryczne

�
-stabilne.Ponieważ dla takich procesówfunkcja ko-

wariancji nie jest zdefiniowana,do opisustrukturyzalėznósci nalėzy wykorzystác
miarę zalėznósci "codifference". Analiza zachowania tej miary pokazuje,że zani-
ka onawykładniczo,czyli że rozważaneprocesynie mają własnósci długotermino-
wej zalėznósci. Struktur̨e zalėznósci warto przésledzíc w szczególnym przypadku
R-GARCH(1,1,0).
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O pewnejpółgrupie operatorów i nierównościachtypu
Chinczyna-Kahane’a

Niech
� " � S " � ` " 242?2 " � F bȩḑa niezalėznymi zmiennymi losowymi Bernoulliego o

średniejzeroi jednakowym rozkładzie:
�]��� � W ������ " �]�&�D�÷�ì����� "

gdzie�z<®� >�"?��òh���#"
zás
� � � W � . Niech

V S " V ` " 242?2 " V F bȩda̧wektoramipewnejprzestrzeni
wektorowej z norma̧ i dla ¶ � � oznaczmy^`_a^ � �_� Y ^ Fbî � S � î V î ^ � � S�W � 2
Pokȧzemy, żeistniejepewnastałauniwersalna

�
taka,iż dla dowolnego c � � speł-

nionajestnierównósć: ^d_a^ M # �$� ��ò �ì� S�W ` ) S�W M ^d_a^ ` "
jeśli c # Â�Ã � ��ò �ì� " zás ^`_a^ M # � ß cfe ��ò �Â¡Ã � ��ò ��� ^`_a^ ` "
jeśli c � Â�Ã � �	ò ��� 2 Z dokładnósci̧adowartóscistałej

�
to oszacowaniejestoptymal-

ne,co łatwo sprawdzić biora̧c @ �hg Mi j L S�W +*Nlk i
V S �mV ` �°242?2*�nV Fpo� > 2
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Podporza̧dkowania i dylatacje martyngałów

Omówionabędzieuniwersalnósćpewnychklas q martyngałóww nast̨epującymsen-
sie. Każdy martyngałma dylatacj̨e nalėzącą do klasy q . Istotneokȧzą się ciągi o
przyrostachniezalėznych.
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Charakteryzacje procesówwielomianowo-gaussowskich

Podanezostan̨acharakteryzacjeprocesówwielomianowo-Gaussowskichbazującena
warunkowej wartósciprzecįetneji warunkowej wariancjiprocesu.
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Multiply c-decomposableinfinitely divisible measureson the real
line and their characteristic functions

Givena probabilitymeasureP on thereal line, we saythatP is n-timesc-decompo-
sable( @ <°· " �z< � ) if thereexist probability measures

�sr 5 L S N " 242?2 " �sr 5 L F N such
that �Î� � r �'���sr 5 L S N " 242?2 " �sr 5 L F ) S N � � r �tr 5 L F ) S N �å�sr 5 L F N " (1)

where
� r yz�÷� y��&y�< � � "u� r �]�&�X�å���]� � ) Sr �X� " � \ � " � o� > and

� � �f� I �
(
�

denotestheconvolution of measures).Theconceptof c-decomposablemeasures
(n=1)wasintroducedby Loéve. A generalizationof n-timesc-decomposablemeasu-
resto thenon-integercaseis givenby NguyenVanThu.Multiply selfdecomposable
measures,i.e.multiply c-decomposablefor each

��<®� >."4� �
werealsoinvestigatedon

multidimensionalspaces.In particulartheircharacteristicfunctionalsarewell known
(K.Urbanik,K.Sato,Z.Jurek,NguyenVanThu).

In this paperwe give characteristicfunctionsof
�

-timesc-decomposableinfini-
tely divisibledistributions(

��Ë >
) andcompletelyc-decomposable(

�º� C ), i.e. n-
timesc-decomposablefor eachn. We give therelationof representationsof

�
times

c-decomposabledistributions(
>�� � # C ) to the well-known representationsof�

-timesselfdecomposabledistributions.
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InstytutMatematyczny, UniwersytetWrocławski

Technikawykładniczej zamianymiary dla procesówMark owa

RozpatrujemyprocesMarkowa
���&���

z rozszerzonym generatorem
�

i dziedziņaw �yx$�
. Niech

� /
bȩdzieprawostronņa filtracja̧ historii i

� /
oznaczaobci̧ecie podsta-

wowej miaryprobabilistycznejdo
� /

. Definiujemyeksponencjalny martyngalY{z �����
dla funkcji | < w �����

i niech
�d

bȩdzieinna̧miara̧ taka̧, że} � / ò � d/ � Y z �&��� 2
Okazujesiȩ, że

�������
jestprocesemMarkowananowej przestrzeniprobabilistycznej

z miara̧
�d

. Znajdziemywzór na roszerzony generator
��d

i podamywarunkidosta-
tecznedla

w �&�å�!� w �&��d|�
. Dokładniejszewyliczeniazostaņa podanedla przypad-

ków: cia̧głew czasiełańcuchyMarkowa,kawałkamideterministyczneprocesyMar-
kowa, procesydyfuzyjne(w tym przypadkuspecjalny wybór | poci̧aga klasyczne
twierdzenieCamerona-Martina-Girsanowa.Pracajestwspólnaz Z. Palmowskim.
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WydziałMatematykii Informatyki,UniwersytetMikołajaKopernika,Toruń

Stochastycznerównania różniczkowe wstecza półliniowe
równania różniczkowecząstkowew formie dywergencyjnej

W komunikacieomówionezostan̨azwiązkimiędzyrozwiązaniamipółliniowegopro-
blemuCauchy’ego� � B / ��� / �MÍ���� " yn�a� W ) ��� " y " Í���� " yn� " � o�� Í,����� " yn�¼� " ��� " yÚ�s< � >."�� �g¢ ��7 "Í�� � " yn�����=�&yn� " y < ��7 "
gdzie � / � �� 7b9 5 ³ � S B 9 � Q 9 ³ �&� " yn� B ³ � " Q � o,o.�
i
��Ö ��7 A � , ) Ö � >."��×� ¢ ��7 ¢ � ¢ �s7 A � sązadanymi funkcjami,arozwiązaniami� � " Æ � stochastycznychrównán różniczkowychwsteczpostaci� / ���s��� ë �u� § ë/ ) ��� " � © " � © " Æ © �kxm� W § ë/ Æ © xmt © " �=< � >."��×�#" � © 5 v - p.w.

"
gdzie

�&� " ��© 5 v � jestdyfuzjąo generatorze
�

taką, że
��© 5 v �&�]©s��yn�a� � .

Okazujesię, że przy standardowych w � ` - teorii równán różniczkowych cząst-
kowych załȯzeniachna Q " � " ) , przy których istnieje jednoznacznerozwiązanie

Í
problemuCauchy’egow przestrzeniSobolewa

t � 5 S` ��� >."�� �×¢ ��7 � , istniejerówniėz
dokładniejednorozwiązanie

� � " Æ � powyższegorównaniastochastycznegooraz� � / " Æ / ���_��Í���� " � / � " � o�� Í,����� " � / ��� " �=< � � "��×�#" � © 5 v - p.w.

W szczególnósci
Í���� " yÚ��� � © dla

��� " yn�B< � >�"�� �¢ ��7 oraz
� o�� Í,����� " yn� � Æ ©

dla prawie wszystkich(względemmiary Lebesgue’a)
�{� " yn�!< � >�"�� �×¢ ��7 , co daje

reprezentacjęstochastyczn̨azarównorozwiązania
Í

, jak i jegogradientu.
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ProcesyDirichleta zeskokami

W komunikacierozważanabędzieklasaprocesówDirichletaze skokamiwpro-
wadzonaprzezStrickeraw [2]. Podany zostaniedla niej wzór Itô w przypadkuod-
wzorowań klasy � S , z któregow szczególnósciwynika,żeklasaprocesówDirichleta
zeskokamijeststabilnazewzględunaprzekształcenia� S . Omówionezostan̨a rów-
nież jej podklasy, względemktórychokréslonamożebyć całkastochastyczna.

Bibliografia�3�4�
F. Coquet,J.Mémini L. Słomiński,OnnoncontinuousDirichlet processes,Jour-

nal of TheoreticalProbability, 2002.� �	�
C. Stricker, Variationconditionnelledesprocessusstochastiques,Ann.Inst.Henri

Poincaré, 24, 295–305,1988.
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Wrażliwa na ryzyko optymalizacja portfela z obserwowanymi
całkowicie i czę́sciowo czynnikami

Mamy rynek z
Ø

akcjami i � S � � ` czynnikamiekonomicznymi wpływającymi
w czasiedyskretnym (powiedzmyw chwilach

�e� �h" �k" 24242 "
) na cen̨e akcji. Jėze-

li oznaczymyprzez
_ 9 �&���

cen̨e ; -tej akcji w chwili
�

to zalėzy ona od czynnikówyì�����a�°�&æ S �&��� " æ ` �����¼�
poprzezwzórx _ 9 ������� Q 9 ��yì� @ ��� _ 9 ������xh�u� ãb³ � S o 9 ³ _ 9 �&���0x* ³ �����

dla @ # � � @ � � , gdzie
t}�����a�_�� S ����� " 242?2 "  ã ������� ë jeststandardowymprocesem

Wienerao wartósciachw
õ ã

. Zakładamy, że � S czynników
��æ S � @ �¼� tworzy proces

Markowa o prawdopodobiénstwieprzej́scianiezalėznym od
��t}�&�����

i jest całkowi-
cie obserwowanych.Pozostałeczynniki mogą zalėzéc od

��t}�&�����
, też tworzą proces

Markowa,alesą czę́sciowo obserwowanez obserwacją
� U � @ �¼� danąwzoremU � @ ��� | �&æ ` � @ � " µ F � "

gdzie | ��æ "?j � tworzy P S dyffeomorfizm
õ 7 , zás

� µ F � jest ciągiemi.i.d. zmiennych
losowychw

õ 7 o dodatniejgęstósci.Badanezagadnieniepoleganaznalezieniustra-
tegii portfelowej dla której wrażliwy na ryzyko przyrostportfela

ÊÁ�����
na nieskoń-

czonym przedzialeczasujestnajwiększy, co równoważnieodpowiadaminimalizacji
funkcjonału

Â��	� ¹�»�½F�
 Û @ ) S Â�Ã Y��� �8� � ½@�� � F ) Sb³ �,� Wu�� �]��yì���m� " | �	�m� " t ³ � j �¼� � �� � �� "
gdzie | � @ �×��� | S � @ � " 24242 " | ã � @ ��� ë , zás | 9 ����� oznaczaczę́sć portfelaulokowańą w; -tą akcj̨ew chwili

�
, a ponadtoÊ]� @ � � �Êe� @ � � � � ½ � �]��yì� @ � " | � @ � " t F � j ��� �="
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z
t F � j � oznaczaj̨acym trajektorįe

t}����� @ � W t}� @ � z
>(# � # �

. Rozwiązując
odpowiednierównaniaBellmanapokazujemy, żeistniejąoptymalnestrategienieza-
leżąceod cenakcji, a jedyniebędącefunkcjamiobserwowanychczynników

�&æ S �&�����
i procesuobserwacji

� U � @ ��� .
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Twierdzenietypu Blackwella dla pewnejklasy procesów
punktowych o ciężkoogonowych odst̨epachmiędzypunktami

A lot of realsystemsaremaintainedandpreservedgoingby performingrepairupon
eachfailure.Thereforethecreationandanalysisof suitablerepairmodelsisanimpor-
tanttaskof reliability theory. Early workson repairablesystemsassumethatrepairs
restorethe stateof a systemto a level correspondingto a new oneat eachfailure
(perfectrepair model), but in practice,the repairof a failed systemmay not yield
asa resulta statewhich is asgoodasnew. The perfectrepairmodelis inadequate
to modelmostrepairprocesses.Usually thedistribution of theremaininglife (after
repair)vary from onefailure time to another. Onesuchmodelusedin the literature
is the imperfectrepair modelintroducedby Brown andProschan(1983).Underthis
modelrepairperformsrandomly, with probability

� W ¶ restoringthe systemto its
statejust beforefailure(minimalrepair) andwith probability ¶ beinga perfectrepa-
ir. Furthergeneralizationsof suchmodelscanbefoundin Block, BorgesandSavits
(1985),Kijima (1989),Baxter, Kijima andTortorella(1996),LastandSzekli(1998a)
wherestochasticcomparisonandmonotonicityresultswereobtained,andalsoDora-
do, HollanderandSethuraman(1997)whereestimationof the life time distribution
andthetime to thefirst failureof repairablesystemswasdone.

In this paperwe prove polynomialergodicity of a continuoustime Markov pro-
cessdescribinga repairablesystem.The polynomialspeedof this convergenceis
shown. Theobtainedresultsdescribein particularasymptoticpropertiesof repaira-
blesystemsworkingunderheavy tailedlifetime distributions.Blackwell typeresults
areshown for the underlyingfailure point processes.Polynomialspeedof conver-
gencefor that typeof convergenceis studied.Theresultsareillustratedby classical
examplesof repairpolicies,for exampleby theagedependentimperfectrepairpolicy.
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Wielkie odchylenia �m�l� ��� dla łańcuchówMark owa.

Niech �  î � î ~[Z będziejednorodnym łańcuchemMarkowa okréslonym naprzestrze-
ni probabilistycznej

��� "��¸" �Ô�
i przestrzenifazowej � . Niech

�]��y " ���Á�¯�]�� S <� i  � � yÚ�
będzieregularnym rozkłademwarunkowym zás � �����¸� �]�& � <Î���

rozkładempoczątkowym dla
?î

, gdzie
�

jest zbioremborelowskim oraz
y < � .

Załóżmy, że spełniony jest nast̨epujący warunek
�����

: istnieją liczby rzeczywisteQ Ë > , « � C takie, żedla dowolnego zbioruborelowskiego
�

, � �&�å�XË > , mamyQ*� ����� # �]�� S <c� i  � ��yn� # « � �&�å� dla � prawiewszystkich
y
. Niech � � � � ozna-

czaklas̨e funkcji borelowskichtakich,żedla ) < � � � � istnieje,zalėzny od ) , niepu-
sty przedział � �²��� ) " � ¥ � taki, że dla dowolnego

�ª< � mamy
p ( © * L P N � ��x U � �C . Dla ) < � � � � , �]î÷� ) ��Èî�� definiuje rodzin̨e łańcuchówMarkowa. Niech_ F � G F î � S � î oraz J będzierozkłademstacjonarnym łańcucha
 î

. Załóżmy, żeYa� ���¦�	�8� >
orazniech o `º� Ya� ) `��&����s� �]j G Ûî � S Y�� ) ������ ) �� î � . Dla

��< �
i ) < � � � � zdefiniujmy   © | �²pX( © * L P N | � U �0�]� j?" x U � , | <�^ Û � � � . Niech ¤ ����� ,ÍÚ©

i
Vh©

oznaczaj̨a odpowiednio promién spektralny, gęstósć własną i funkcję wła-
sną operatora  © . Zdefinujmyłańcuchsprz̨eżony �  ©î � î ~[Z o prawdopodobiénstwie

przej́scia
� © �&y " �å��� p6¡£¢¥¤§¦Y¨ª©�«�¬ ¤ L P N L © N ¬ ¤ L v N �]�&y " x U � . Niech J © �����å� p ¬ ¡ V © Í © x � i µ) � j ���) � j � W�Y � ¤ � ) � . Załóżmy, żerozkład ü ��� � � jestniekratowy. Warunek

�����
gwarantu-

je, że o `© � Y�� ¤ µ) `��� ©� �h� ��j G Ûî � S Ya� ¤ µ) �� ©� � µ) �� ©î �=Ë > dla ) < � � � � . Niech ® �����a�77 © Â�¯±° ¤ �{��� oraz ) ) � � ¹:¹ �¡Ãf² P ) � U � " )Ú¥ � � ¹:¹�¹�».½ P ) � U � . Niech
�e���1�����

bę-
dzierozwiązaniemrównania® �����×�H�

, ) ) � � � )Ú¥ oraz
�g�&��� � ¤ ���1�����¼�0( )l/ © L /�N i� v 5 z �&�����°� ß � J o © L /�N �1������� ) S V © L /�N �&yn��p | � U �0Í © L /�N � U � � ��x U � .

Twierdzenie. Załó̇zmy, żeprawdopodobiénstwoprzej́scia łańcucha Markowa�  î � î ~[Z spełniawarunek
�����

oraz,że ) < � � � � . Jésli
>S# | <c^ Û � � � to

1) o `© Ë > dla kȧzdego
�< � orazrozwiązanie

�å�Ä�1�����
równania ® �����a���

istnieje
dla
�=<ª� ) ) " )Ú¥ � ;

2) dla
� ¥ , ï takich, że )Ú¥ Ë¨� ¥ Ë ï Ë > wyrażenie

¹�».½³ ¾ / ¾1´ � � ¹:¹�¹¼»�½v QQQQQ Y Ý
¬l� _ F � @ ��� | �� F �� v 5 z ����� @ ) ,é � F �&��� QQQ  � �'y à W � QQQQQ
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jestrzędu
�k� � �

lub
Ó¦� SF � w zalėznósciodtegoczyrozkładü �&�X�	� jestniekratowy, czy

tėzspelniawarunek
� P � Craméra.

Twierdzenieto jestuogólnieniempewnego wyniku autoradost̨epnegopodadre-
semhttp:////www.mat.uni.torun.pl//preprints.
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Empirical eigenvaluesdistribution and its random regularization

To a a matrix
�

with eigenvalues
' S " 2?242 " '¶µ

weassigna probabilitymeasure� ¡ �Sµ � I - , � j?j4j � I -&· � whichis (upto anormalization)ameasurecountingeigenvalues
of
�

. If
�

is arandommatrixthentherandommeasure
�¹¸A � ¡ L�º N is calledempirical

eigenvaluesdistribution.
L.G.Brown [1] showedhow togeneralizethisconstruction;namelyhow to assign

a probabilitymeasureon » to any operator
y

(which is assumedto beanelementof
a vonNeumannalgebraequippedwith a tracialstate¼ ).

Unfortunatelly, theempiricaleigenvaluesdistributiondoesnotbehave in aconti-
nuouswaywith respectto thenaturaltopologyinducedby ½ –moments.Thisproblem
wasovercomeby Haagerup[2]: heshowedthat if a sequence

�&�uµå�
of randomma-

trices(where
��µ

is a E ¢ E matrix)convergesin ½ –momentsto anoperator
y

then
thereexistsarandomcorrectionP µ whichconvergesto

>
in acertainsenseandsuch

thattheempiriacaleigenvaluesdistributionof
��µ � P µ convergesto theBrown me-

asureof
y
. However, it wasdifficult to applypracticallythis resultsincetherandom

correctionusedby Haagerupwasamatrixanalogueof Cauchydistributionandhence
it did nothavefinite secondmoment.

In [4] wehave shown how to improve themethodof Haagerupby usinga Gaus-
siancorrectionÕ µ . In thiswaywecanshow thattheoperatornormof Õ µ converges
to zeroalmostsurelyandthat the empiricaleigenvaluesdistributions � ¡ · ¥ ä · co-
nverge to the Brown measure� v almostsurely. In our proof we considera certain
matrix–valuedBrownianmotionandwe find stochasticdifferentialequationsfulfil-
ledby its singularvalues.

Theoriginal resultof Haagerupandourstrongerversionhave importantapplica-
tionsto thetheoryof randommatricesandfunctionalanalysis[2,3].

Bibliografia�3�4�
L. G.Brown,Lidskiı̆’stheoremin thetype ¾�¾ case,Geometricmethodsin operator

algebras(Kyoto,1983), pages1–35.LongmanSci.Tech.,Harlow, 1986� �	�
Uffe Haagerup,Spectraldecompositionof all operatorsin a

¬1¬ S
factor, which is

34



embedable¿ in
õ º

, preprint,2001� �	�
Piotr Śniady, Inequalityfor Voiculescu’s freeentropy in termsof Brown measure,

preprint,availableathttp://arxiv.org/abs/math.OA/0112289, 2001� 
��
Piotr Śniady, Randomregularizationof Brown spectralmeasure,preprint,availa-

bleathttp://arXiv.org/abs/math/0105109, 2001
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Czaslokalny samoprzecįeć pewnychprocesówgaussowskich
w ÀÂÁ¥�¥Ã{ÄI� – o uzbieżnianiu

Niech � � / � /#~fÅ � 5 S§Æ będzieciągłym,scentrowanym procesemgaussowskim o warto-
ściachw [ d � � 7 � – przestrzenidystrybucji temperowanych na � 7 . Czaslokalny � -
krotnychsamoprzecįeć definiujesię jako granic̨eprzy ï A >

(o ile tagranicaistnieje)
procesóŵ

*³ danychprzez:Ç ^ *³ ����� " ��È � § Å � 5 / ÆÊÉ ø Ö*� © , L 2?242 L � © É Ö " �s��y S � ) ³ ��y S W y ` �,24242 ) ³ ��y S W ynî��¼ùx1� S 2?242:x1��î " �z< [ � � 7 � (1)

gdzie
Ö�� © , L 2?242 L � © É Ö oznaczanormalizacj̨eWickaproduktutensorowegodystry-

bucji
� © , L 2?242 L � © É , ) ³ �&yn�a� S³ r ) � v ³ � jestprzybliżeniemdeltyDiracaw zerze,gdyï A >
. Napoprzedniejkonferencjiprzedstawionowarunkinaistnienieorazciągłósć

trajektoriiczasulokalnegosamoprzecįeć dlaróżnegotypuprocesów. Terazzajmiemy
się przypadkiem,gdyczaslokalny samoprzecįeć nie istnieje.

Skupimysięnaprzykładachprocesów, którepojawiająsię jako granicefluktuacji
układówcząstek.Warunki,przyktórychczaslokalny samoprzecįeć istniejezwyklesą
postaci

x � x r§Ë 9 /
, gdziewymiarkrytyczny

x r§Ë 9 /
zalėzy odrodzajuprocesui krotnósci

przecįeć, np.dla
�

-stabilnegoprocesugęstóscimamy
x r§Ë 9 / � îî ) S � .

Ograniczamysię doprzecįeć dwukrotnychi zajmiemysię przypadkiemgdy
x8�x r§Ë 9 /

, a więcgdy procesŷ
*³ zdefiniowanew (1) nie są zbiėzneprzy ï A >

. Bada-
my zachowanietych procesów, a mianowicie szukamywielkości P ³ (zalėznejod

x
)

takiej, że P ³ ^ *³ zbiegawedługrozkładów. Opisujemytakżeprocesgraniczny. Gra-
nicemogąbyć gaussowskielub nie.W przypadkukrytycznym

x¦�Äx r§Ë 9 /
granicanie

zalėzy od funkcji ) użytejdoprzybliżaniadeltyDiracawewzorze(1).
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Twierdzeniaaproksymacyjnedla stochastycznychrównań
ewolucyjnych

Udowodnionezostanietwierdzenieaproksymacyjne typu Wonga-Zakaidla stocha-
stycznychsemi-liniowychrównánewolucyjnychw przestrzeniachHilbertaprzysłab-
szychzałȯzeniachniż w pracy [1]. Pokazanezostaņaprzykładymodelispełniaj̧acych
załȯzeniaz pracy [2].

Bibliografia�����
K. Twardowska,Approximationtheoremsof Wong-Zakaitypefor stochasticdif-

ferentialequationsin infinite dimensions,DissertationesMath.,vol.325,1993,pp.1-
54.� ���

K. Twardowska,Wong-Zakaiapproximationsfor stochasticsemi-linearevolution
equationsin Hilbert spaces,Part I andPart II, to appear.
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Zwia̧zekpomiȩdzycałkami Itô i Stratonowicza w przestrzeniach
Hilberta

Udowodnionoistnieniecałki Stratonowicza od funkcji zalėznej od rozwia̧zania(w
sensieosłabionym) stochastycznego równaniaewolucyjnego w przestrzeniachHil-
berta.Wyrażasiȩ tȩ całkȩ jako sum̧e całki Itô i dodatkowegoczłonu,pojawiaja̧cego
siȩ w twierdzeniuaproksymacyjnym typu Wonga-Zakai.Wyniki opatresa̧ napracy
[1].

Bibliografia�3�4�
K. TwardowskaandA. Nowak,On therelationbetweentheItô andStratonovich

integralsin Hilbert spaces,to appear.
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Charakteryzacje miar probabilistycznychw stożku macierzy
symetrycznychdodatnio okréslonychzwiązanez
przekształceniamizachowującymi produktowość

Niech
� " � bȩda̧ niezalėznymi zmiennymi losowymi o wartósciachw stȯzku rze-

czywistychdodatniookréslonych macierzysymetrycznych - Ì ¥ . Niech Í bȩdzie
dyfeomorfizmemokréslonym na Ì ¥ . Niech

� ó " ÊÔ�$� Í �&� " � � . W literaturzezna-
ne sa̧ sytuacjegdy tak okréslonezmienne ó i

Ê
sa̧ niezalėzne.Np. (a) dla

�
i� o rozkładzieWisharta,lub ogólniej, macierzowym rozkładziegamma,produk-

towość zachowuje przekształcenieÍ �&y "�U � � ���&yB� U � ) S�W ` U ��y � U � ) S�W ` " y � U �
- własnósć Lukacs’a,(b) dla

�
o macierzowym uogólnionym rozkładzieodwrot-

nym gaussowskim (GIG) i � o macierzowym rozkładziegammaproduktowość za-
chowuje Í ��y "�U �B� ��y ) S W �&yB� U � ) S " yB� U �

- własnósć Matsumoto-Yor’a, (c)
dla

�
i � o macierzowych rozkładachbetaproduktowość zachowuje Í ��y "�U �º��&y S�W ` U y S�W ` " �&( W y S�W ` U y S�W `?� ) S�W `1�&( W U ���&( W y S�W ` U y S�W `È� ) S�W `?� , gdzie

(
jestmacierz̧a

jednostkowa̧.
W wysţapieniu omówionebȩda̧ zagadnieniaodwrotnedo przedstawionych w

punktach(a-c). W szczególnósci w przypadku(a) udało siȩ uzyskác tzw. mocņa
wersj̧e twierdzeniaLukacs-Olkin-Rubin(bezzałȯzeniao niezmienniczósci rozkła-
du "ilorazu"). Własnósć (b) odkryli ostatniow jednym wymiarzeMatsumotoi Yor
(2001),badaj̧ac pewnefunkcjonałynaprocesachLévy’ego.W obu przypadkach(a)
i (b) podej́scie do zagadnieniaodwrotnego polega na stosowaniu metod różnicz-
kowania bez współrz̧ednych w stȯzku Ì ¥ i wymagaistnieniagładkich dodatnich
gȩstósci. W przypadku(c) problemodwrotny pozostajeotwarty; znanejest jedynie
rozwia̧zaniew jednym wymiarze.

Bibliografia�����
Bobecka,K., Wesołowski, J. (2002)The Lukacs-Olkin-Rubintheoremwithout

invarianceof the"quotient",StudiaMath. - w druku.� ���
Letac,G., Wesołowski, J. (2000)An independencepropertyfor the productof

GIG andgammalaws,Ann.Probab. 28, 1371-1383.
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h�

Seshadri,V., Wesołowski, J. (2001)On a martingalepropertyof betarandomva-
riablesandrelatedcharacterizations,Preprint

� Ï��
Wesołowski, J. (2002)TheMatsu-

moto-Yor independencepropertyfor GIG andGammalaws, revisited,Math. Proc.
CambridgePhilos.Soc.- w druku.
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Wielkie odchylenia dla sumniezalėznychwektorów losowych
o jednakowym rozkładziezezwartym nośnikiem

Głównym celemkomunikatujest przedstawienie lokalnego twierdzeniagraniczne-
godlawielkich odchylén mocniejszegoodudowodnionegow [1]. Mianowicie,niech S "  ` " 242?2

będąi. i. d.wektoramilosowymi o wartósciachw
õ 7 i rozkładzie

�s2
Przy-

puśćmy, żesuma
 S � j4j?j �� F posiadajednostajnieograniczon̨agęstósć ¶ F ��yÚ� dla@ � @ � � � 2 Niechfunkcja tworzącamomenty) �{�È� odpowiadającarozkładowi

�
będzieskończonanazbiorze

_ \¨õ 7 zawierającym początekukładuwspółrz̨ednych
jako punkt wewnętrzny. Jakwiadomo,

�
generujetzw. naturalną rodzin̨e wykład-

niczą � � © " �ª< _4� 2
Niech

� �{���
i
�Á�����

będą odpowiedniogradientemi hessianem
funkcji Â¡Ã ) ������2 Wiadomo,że

� �{���
jest odwzorowaniemróżnowartósciowym

_
na� � _ � \Hõ 7 2 Oznaczmyprzez

�1�&yn�
funkcję odwrotnądo

� ����� "
zás przez

�
dowolny

domknįetyi ograniczony podzbiór
_ � "

gdzie
_ �

jestzbiorempunktówwewnętrznych
zbioru

_ 2
Wówczasz lokalnegotwierdzieniagranicznegodlawielkichodchylénudo-

wodnionegow [1] wynika, że¹�».½v ~�Ï L ´ N QQQQ ¶ F � @ yn�Í�F ��yÚ� ¤ F ��yÚ� W � QQQQ �À�k� � � " @�A C "
gdzie ¤ ��yÚ�a� �¡Ãf²© ~±Ð ) �{��� � � ½ � WÔø � " ynù¼� " Í�F ��yÚ�a�°� � J @ � ) 7 W `h� } �ÒÑ �Á�{�*�&yn�¼��� ) S�W `12

W niniejszymkomunikacierozważony zostałprzypadek,kiedy rozkład
�

ma
zwarty wypukły nośnik

� 2
Omówionebędą warunki, przy których w powyższym

wzorzezamiast
� �&�Ô�

możnawstawić
� �&õ 7 � �w� 2 Metodapost̨epowaniapolegana

dowodzietzw. twierdzeniatypuAbelai znalezieniuniezdegenerowanychrozkładów
granicznychdla odpowiednioprzekształconychrozkładówz rodziny � �ì© " �!< õ 7 � 2
Rozkładygranicznegeneruj̨a rodziny wykładnicze,które są stabilnew tym sensie,
żewszystkierozkładynalėzącedo tychrodzinsą tegosamegotypu(patrz[2]).

Bibliografia�����
Borovkov, A. A. andRogozin,B. A. On thecentral limit theoremin thehigher-

dimensionalcase, Teor. Verojatn.i Primenen.,10 (1965),1, 61–69.
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42



RyszardO Zieli ński
InstytutMatematyczny PolskiejAkademiiNauk,Warszawa

Prawo wielkich liczb Bernoulliegodla statystyków

SPWLdla schematuBernoulliego(w standardowychoznaczeniach:
_ F - liczbasuk-

cesóww @ niezalėznycheksperymentachz prawdopodobiénstwemsukcesu2 w każ-
dymz nich)możnasformułować w nast̨epujący sposóbÔ 2 <®� >�"?� � Ô ï Ë > Ô ÙeË >ÖÕ E Ô @ � E � 3 � QQ _ F@ W 2 QQ Ë ïI× � Ù

Na mocy nierównósci Czebyszewa wystarczyprzyjąć E � E � 2 " ï " Ù���� 2 � � W2 ��Ø�Ù ï ` . To twierdzeniejest bezu̇zytecznedla statystyków, bo oni zwykle wiedzą
tylko to, że 2 <º� >�"4� � . Łatwo jednakotrzymujemy"SPWLdlastatystyków"Ô ï Ë > Ô ÙeË >uÕ E Ô @ � E Ô 2 <®� >."4� �±� 3 � QQ _ F@ W 2 QQ Ë ï × � Ù
wystarczyprzyjąć E � E � ï " Ù��a� �
 Ù ï `

Podobniemożnazredagować "MPWL dla statystyków"(pokȧzę),alechybanie-
stetyodpowiednie"CTG dla statystyków"nie jest prawdziwe (sformułuj̨e dokład-
niej).

Dlagłębszejilustracjiproblemupokȧzętakżeprobabilistyczn̨ai statystyczn̨awer-
sję twierdzeniao zbiėznóscikwantyli próbkowychdokwantyli w populacji.
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