Zliczanie

. Podaj interpretacje kombinatoryczna wzoru

1 1
1+2+3+...+n:@:<n; )

. Na plaszczyznie mamy n prostych takich, ze zadne dwie nie sa réwnolegte
i zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie.

a) Ile jest punktéw przeciecia tych prostych?

b) Na ile czedci te proste dziela plaszezyzne?

. lle elementoéw ma zbior

{(z,y,2): 1<z,y,2<n+1, z>max{z,y}}?
Wyprowadz stad wzoér

n(n+1)(2n+ 1)
G .

1°+2°4+3%+...+n° =
WyprowadZ w podobny sposéb wzory na sume
1F 428 488 4nf
dla k réwnego 3 i 4 (a moze i wiekszych...).
. Ile jest ciagow zerojedynkowych dlugosci n, w ktérych jest doktadnie m
par 017 Dokladniej, ile jest ciagéw (aq, as, ..., a,) takich, ze a; € {0, 1}

oraz
H{i: a;=0,a,41 =1} =m?

. Naile sposobow mozna podzieli¢ zbior 2n-elementowy na n zbioréw dwuele-
mentowych? Doktadniej, ile elementow ma zbior

Hwy, .. ,we e wy| = .. =|w,| =2, w, U...Uw, ={1,2,...,2n}}7?



6.

* Na okregu rozmieszczono n punktéw i poprowadzono wszystkie cieciwy,

ktorych koncami sa te punkty. Zaktadamy, ze zadne trzy cieciwy nie

przecinaja sie w jednym punkcie.

a) Na ile czesci te cieciwy dziela koto?

b) Ile powstato tréojkatéw, ktérych boki sa tymi cieciwami lub ich frag-
mentami?

Podaj dowody kombinatoryczne nastepujacych tozsamosci:
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(1)=5 (o)

() ()= 060
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Niech
Pn)={AC{1,2,.. n}: |A =1}

> min(A)

A€Pr(n)

Oblicz

dla r réwnego 2 i 3. Sprébuj znalez¢ wzér ogdlny dla dowolnego 7.

Losujemy 6 liczb sposréd liczb od 1 do 49. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze nie wylosujemy dwoch liczb sasiednich?

Zbioér X ma 3n elementéw. Ile ma on podzbioréow A takich, ze liczba |A]
dzieli sie przez 3?7

* W kolejce do kina stoi 2n oséb. Bilet kosztuje 1 dukata. Kazda osoba
ma jedna monete: n oséb ma monete jednodukatowa i n oséb ma monete
dwudukatowa. W kasie nie ma pieniedzy. Ile jest sposobow ustawienia
0s6b w tej kolejce tak, by kazda kupita bilet?

Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Niech A = {1,2,... ,n}. Wyznacz
liczbe funkcji niemalejacych f: A — A takich, ze f(i) < i dla kazdego 1.

* Wzdhuz ulicy jednokierunkowej znajduje sie n miejsc parkingowych pon-
umerowanych liczbami od 1 do n. Przez ulice przejezdza kolejno n samo-
chodéw, ponumerowanych liczbami od 1 do n. Kierowca i-tego samo-
chodu ma ulubione miejsce do zaparkowania; jest to miejsce o numerze
a;. Ten kierowca jedzie bez zatrzymania do swojego ulubionego miejsca
i zajmuje je, jesli jest ono wolne. Jesli jest zajete, to zajmuje pierwsze
wolne miejsce. Jesli natomiast wszystkie nastepne miejsca sa zajete, to
odjezdza. Wyznacz liczbe ciagéw (ay, . . ., a,) takich, ze wszyscy kierowcy
moga zaparkowa¢ swoje samochody.

W pewnej szkole 64 uczniéw bierze udzial w pieciu olimpiadach przed-
miotowych. W kazdej z tych olimpiad uczestniczy co najmniej 19 uczniow
tej szkoly; zaden z nich nie jest uczestnikiem wiecej niz trzech olimpiad.
Udowodnij, ze jesli kazde trzy olimpiady maja wspdlnego uczestnika, to
pewne dwie maja ich co najmniej pieciu.

Ile liczb z przedziatu od 1 do 250 jest podzielnych przez co najmniej jedna
z liczb 2, 3, 5, 77

Ile jest liczb z przedziatu od 1 do n wzglednie pierwszych z n?
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28.

29.
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Ile ciagéw diugosci n o wyrazach ze zbioru {0, 1,2} zawiera co najmniej
jedno zero, co najmniej jedna jedynke i co najmniej jedna dwdjke?

Pewien czlowiek ma siedmiu przyjaciol. Na ile sposobéw moze on za-
praszac po trzech sposréd nich na kolacje przez siedem kolejnych dni tak,
by kazdy z nich byt zaproszony co najmniej jeden raz?

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze rzucajac 10 razy dwiema kostkami
do gry wyrzucimy wszystkie pary (i,1), gdziei = 1,...,6.

Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze po rozdaniu kart do brydza ustalony
gracz otrzyma cztery karty tej samej wysokosci (tzn. 4 dwdéjki lub 4 tréjki

lub ...lub 4 asy)?

Ile jest ciagéw zerojedynkowych dlugosci n zawierajacych k jedynek i
takich, ze dwie jedynki nie wystepuja obok siebie?

Ile jest ciagéw zerojedynkowych dlugosci n zawierajacych k jedynek i
takich, ze dwie jedynki nie wystepuja obok siebie oraz ze jedynka nie
wystepuje jednocze$nie na pierwszym i ostatnim miejscu?

* Na ile sposob6w mozna posadzié¢ przy okraglym stole n par malzenskich
tak, by dwie kobiety nie siedzialy obok siebie i by mezowie nie siedzieli
obok swoich zon?

Permutacje (x1, . . ., 22,) liczb od 1 do 2n nazwiemy przyjemna, jesli réwnosé
|zi — 21| =

zachodzi dla co najmniej jednej liczby ¢ € {1,...,2n — 1}. Udowodnij, ze
przyjemnych permutacji jest wiecej niz nieprzyjemnych.

Klub alpinistyczny, liczacy n cztonkéw, organizuje cztery wyprawy wysokogorskie

dla swoich cztonkow. Niech Ey, E,, E3, FE4 beda zespotami uczestniczacymi
w tych wyprawach. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ te zespoly pod
warunkiem, ze

EiNEy#0, E;NE3#0, EsNEy#0?

Oznaczmy

Wyznacz Si(n) w zaleznosci od Si(n), ..., Sk_1(n).

4



Rekurencje

37. Lamigléwka ,,wieze Hanoi” sklada sie z trzech pionowych drazkéow A, B

38.

39.

40.

41.

42.

43.

i C' oraz z n krazkow z otworami, nadzianych na drazek A. Krazki te sa
utozone w kolejnosci od najwiekszego do najmniejszego, liczac od dotu.
Zadanie polega na przeniesieniu wszystkich krazkow na drazek B, wolno
przy tym korzystac z drazka C'. Nalezy jednak przestrzegac nastepujacych
dwéch regul:

a) wolno przenosi¢ po jednym krazku,

b) nie wolno klasé wiekszego krazka na mniejszym.

[le przeniesien nalezy wykonac¢? Uléz odpowiednie réwnanie rekurencyjne
i rozwiaz je.

Mamy 2" kamykéw 1 wage szalkowa bez odwaznikéw. Zadanie polega na
utozeniu tych kamykow w kolejnosci od najlzejszego do najciezszego, sto-
sujac tzw. algorytm sortowania przez taczenie. Na szalki wagi wolno ktasé¢
tylko po jednym kamyku. Algorytm polega na tym, ze dzielimy kamyki
na dwa réwne zbiory, sortujemy je (rekurencyjnie), a nastepnie taczymy te
dwa posortowane zbiory. Laczenie polega na poréwnywaniu najlzejszych
kamykow w obu zbiorach: 1zejszy z nich jest nastepny w kolejnosci. Ile
najwiecej wazen wykonamy? Uléz odpowiednie rownanie rekurencyjne i
rozwiaz je.

Ile jest permutacji zbioru n-elementowego bez punktéw stalych? Utoz
odpowiednie réwnanie rekurencyjne i rozwiaz je.

W poprzek rzeki ulozono n kamieni. Na jednym brzegu rzeki stoi zaba,
ktéra chee przedostaé sie na drugi brzeg. Zaba moze skoczy¢ zawsze na
najblizszy kamien lub przeskakujac nad nim skoczy¢ na nastepny. Na ile
sposobdw zaba moze skaka¢, by dostac sie na drugi brzeg? Utéz odpowied-
nie rownanie rekurencyjne i rozwiaz je.

Dla danej liczby catkowitej n > 1 wyznacz liczbe ciagdw (aq, as, ..., ay),
ktorych wyrazy a; naleza do zbioru {0, 1,2, 3,4} oraz spemiaja warunek
‘a/l'_a/l'+1‘ =1dla:= 1,2,...,7’1,— 1.

Dla danej liczby caltkowitej n > 1 wyznacz liczbe ciagdw (aq, as, ..., ay),
ktorych wyrazy a; naleza do zbioru {1, 2, 3,4} oraz takich, ze 1 nie moze
sta¢ obok 11 2.

Ile jest liczb n-cyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3, 41 5 w taki sposéb,
ze kazda z cyfr 3, 4 1 5 jest zawsze poprzedzona cyfra 17



44.

45.

46.

47.

48.

Ile jest liczb n-cyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3, 41 5 w taki sposéb,
ze po kazdej z cyfr 3, 4 i 5 zawsze nastepuje cyfra 17

Malujemy plot. Kazda sztachete mozemy pomalowaé¢ jednym z czterech
koloréw: czerwonym, zielonym, niebieskim lub zéttym. Na ile sposobéw
mozemy pomalowaé plot sktadajacy sie z n sztachet, jesli kolory czerwony

i zielony nie moga wystapi¢ obok siebie?

Malujemy plot. Kazda sztachete mozemy pomalowa¢ jednym z pieciu
kolorow: bialym, czerwonym, zielonym, niebieskim lub zéttym. Biala
sztacheta moze wystapi¢ obok dowolnej sztachety, ale kolorowa sztacheta
nie moze wystapi¢ obok innej kolorowej sztachetu innego koloru. Na ile
sposobow mozemy pomalowaé ptot skltadajacy sie z n sztachet?

Ile jest ciagéw dlugosci n o wyrazach nalezacych do zbioru {0,1,2,3}
majacych parzysta liczbe zer?

W pewnym panstwie sie¢ drég miedzy 2n miastami wyglada tak jak na
rysunku:

2 4 6 8 2n — 2 2n

1 3 5 7 2n — 3 2n —1

Postanowiono wyremontowaé jak najmniejsza liczbe drég przy zatozeniu,
ze 7 kazdego miasta bedzie mozna dojecha¢ do kazdego innego. Na ile

sposobéw mozna wybraé¢ drogi do remontu? Utz odpowiednie réwnanie
rekurencyjne i rozwiaz je.
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Lemat Burnside’a

Na ile sposobéw mozna zlozy¢ witraz ksztaltu

utworzony z 9 trojkatnych plytek szklanych, jesli kazda plytka moze by¢
zabarwiona jednym z trzech koloréow?

Na ile sposobow mozna ztozy¢ witraz majacy ksztalt szesciokata forem-
nego

utworzony z 12 plytek szklanych (6 tréjkatnych i 6 czworokatnych), jesli
kazda plytka moze by¢ zabarwiona jednym z trzech koloréw?

Na ile geometrycznie nieodréznialnych sposobéw mozna pomalowad $ciany
czworoscianu foremnego dwoma kolorami?

Na ile geometrycznie nieodréznialnych sposobéw mozna pomalowadé krawedzie
czworoscianu foremnego trzema kolorami?

Na ile geometrycznie nieodréznialnych sposobéw mozna pomalowaé wierz-
cholki czworoscianu foremnego piecioma kolorami?

Na ile geometrycznie nieodréznialnych sposobow mozna pomalowad $ciany
szescianu dwoma kolorami?
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Na ile geometrycznie nieodréznialnych sposobéw mozna pomalowadé krawedzie

sze$cianu trzema kolorami?

Na ile geometrycznie nieodréznialnych sposobéw mozna pomalowaé wierz-
cholki szescianu czterema kolorami?

Na ile geometrycznie nieodréznialnych sposobéw mozna pomalowaé Sciany
osmioscianu foremnego dwoma kolorami?

Na ile geometrycznie nieodréznialnych sposobéw mozna pomalowadé krawedzie

osmioscianu foremnego trzema kolorami?

Na ile geometrycznie nieodréznialnych sposobéw mozna pomalowaé Sciany
dwunastoscianu foremnego dwoma kolorami?

Na ile geometrycznie nieodréznialnych sposobéw mozna pomalowad $ciany
dwudziestoscianu foremnego trzema kolorami?

Grafy

Zmajdz liczbe wszystkich graféw o danym n-elementowym (n > 0) zbiorze
wierzchotkow.

W pewnej grupie n oséb (n > 2) sa co najmniej dwie osoby, ktére sie
znaja. Zalézmy ponadto, ze kazde dwie osoby, majace w tej grupie
jakiegos wspoélnego znajomego, maja rézne liczby znajomych. Udowodnij,
ze jest w tej grupie osoba, znajaca dokladnie jedna osobe.

W pewnej grupie oséb kazda osoba zna co najmniej k innych (kK > 1 -
ustalona liczba naturalna). Udowodnij, ze mozna te grupe podzieli¢ na

dwa roztaczne zespoly w taki sposéb, ze kazda osoba ma co najmniej g
znajomych w zespole, do ktorego nie nalezy.

W pewnej grupie kn oséb (k,n > 1 - ustalone liczby naturalne) kazda
osoba zna wiecej niz (k — 1)n innych. Udowodnij, ze mozna z tej grupy
wybra¢ k + 1 oséb, z ktorych kazde dwie sie znaja.

Udowodnij, ze w dowolnym grafie niespéjnym o n (n > 2) wierzchotkach
jest co najwyzej (";1) krawedzi. Wykaz ponadto, ze graf niespdjny o n
n—1

) ) krawedzi wtedy i tylko wtedy, gdy jest
postaci: klika o n — 1 elementach i wierzchotek stopnia 0.

wierzchotkach ma dokladnie (
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Dla grafu G = (V, E) niech G oznacza graf (zwany dopelnieniem grafu
G) o zbiorze wierzchotkow V' i zbiorze krawedzi FE°, zdefiniowanym w

sposéb nastepujacy:
{v,w} € E° & {v,w}¢ E  gdzie v,weV,v#uw.
Udowodnij, ze co najmniej jeden z graféw G oraz G€ jest spéjny.

Udowodnij, ze dowolny graf o 2n wierzchotkach (n > 1), ktéry nie zaw-
iera tréjkatéw (tzn. nie zawiera Cj3 jako podgrafu), ma co najwyzej n?
krawedzi.

Udowodnij, ze dowolny graf spdjny o n wierzchotkach (n > 1) ma co
najmniej n — 1 krawedzi.

Udowodnij, ze dowolny las (graf acykliczny) o n wierzchotkach (n > 1)
ma co najwyzej n — 1 krawedzi. Doktadniej, las o n wierzchotkach i k

spojnych sktadowych ma n — k krawedzi.

Udowodnij, ze dowolne drzewo o n wierzchotkach (n > 2) ma co najmniej
dwa wierzchotki stopnia 1.

Udowodnij, ze dowolne drzewo o n wierzchotkach (n > 3) ma co najmniej
jeden wierzchotek stopnia wiekszego niz 1.

Niech T bedzie dowolnym drzewem. Udowodnij, Ze jesli k jest najwiekszym
ze stopni wierzchotkow w T', to w T" jest co najmniej k wierzchotkow stop-
nia 1.

Niech T bedzie drzewem o k krawedziach. Udowodnij, ze dowolny graf
G, ktorego kazdy wierzcholek jest stopnia co najmniej k, zawiera podgraf
izomorficzny z drzewem T

Udowodnij, ze dowolne drzewo o parzystej liczbie krawedzi ma co najmniej
jeden wierzcholek parzystego stopnia.

Niech T bedzie drzewem o zbiorze wierzchotkéw [n]. Udowodnij, ze zbidr

wyrazéw kodu Priifera drzewa T jest réwny zbiorowi wszystkich jego
wierzchotkow stopnia wiekszego niz 1. Co wiecej, kazdy wierzchotek ¢ €

[n] wystepuje w kodzie Priifera drzewa T' dokladnie or(i) — 1 razy (or(7)
jest stopniem wierzchotka ¢ w drzewie T').

Scharakteryzuj te drzewa o zbiorze wierzchotkéw [n], ktérych kody Priifera
sa ciagami stalymi. Ile jest takich drzew?
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84.

85.

Scharakteryzuj te drzewa o zbiorze wierzchotkéw [n], ktérych kody Priifera
sa ciagami roznowartosciowymi. Ile jest takich drzew?

W konferencji bierze udzial 2n oséb. Kazdy uczestnik konferencji ma
wsréd pozostalych uczestnikéw co najmniej n znajomych. Udowodnij,
ze wszystkich uczestnikéw konferencji mozna zakwaterowaé¢ w pokojach
dwuosobowych tak, by kazdy uczestnik mieszkal ze swoim znajomym.

Udowodnij, ze wszystkie podzbiory zbioru n-elementowego (n > 1) mozna
ustawi¢ w ciag (X7, ..., Xon) w taki sposéb, ze

Vi < 2™ |Xz| 7é |Xi+1| oraz |X2n| 7& |X1|

Udowodnij, ze jesli wielo$cian wypukly nie ma sScian tréjkatnych i cz-
worokatnych, to 3m < 5n — 10, gdzie n jest liczba wierzchotkow i m
liczba krawedzi.

Udowodnij, ze jesli kazda $ciana wieloscianu wypuklego jest pieciokatem
lub szesciokatem, to ten wielo$cian ma co najmniej 12 $cian pieciokatnych.

Udowodnij, ze jesli kazda Sciana wieloscianu wypuklego jest pieciokatem
lub szesciokatem i w kazdym wierzchotku schodza sie dokladnie trzy
sciany, to ten wielodcian ma dokladnie 12 Scian pieciokatnych.

Dany jest graf ptaski i spojny, w ktérym liczba wierzchotkow jest podzielna
przez 8 oraz:

a) 5/8 wierzchotkéw ma stopien 3,

b) 1/4 wierzcholtkéw ma stopien 4,

c¢) 1/8 wierzchotkéw ma stopien 5.

Graf ten ma tylko $ciany bedace trojkatami lub czworokatami, przy czym
sa co najmniej 4 tréjkaty. Ile jest Scian tréjkatnych, a ile czworokatnych?
Narysuj ten graf.

Wszystkie Sciany wieloscianu wypukiego sa czworokatami. W kazdym
wierzchotku schodza sie 3 lub 4 Sciany. Udowodnij, ze istnieje dokladnie
8 wierzchotkéw, w ktérych schodza sie doktadnie 3 $ciany.

Wielo$cian wypukly ma $ciany co najwyzej pieciokatne. Udowodnij, ze

jesli w kazdym wierzchotku schodza sie dokladnie cztery krawedzie, to
liczba $cian tréjkatnych jest o 8 wieksza od liczby Scian pieciokatnych.
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86.

87.

W grafie spéjnym ptaskim stopien kazdego wierzchotka jest rowny 4 i
kazda Sciana jest tréjkatem lub czworokatem. Znajdz liczbe $cian tréjkatnych.

Na okregu rozmieszczono n punktéw i poprowadzono wszystkie cieciwy,
ktorych koncami sa te punkty. Zakladamy, ze zadne trzy cieciwy nie
przecinaja sie w jednym punkcie. Na ile czesci te cieciwy dziela koto?
Zastosuj wzor Eulera.
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