
IV zestaw zada« z RRZ. Maiej Borodzik, 8 maja 2004Zadanie 1. To jest zadanie w stylu Vademeum, skªadaj¡e si� z serii krótkih zadanek, daj¡yh wsumie opis zagadnienia ruhu planet itp. wokóª sªo«a. Za ka»dy podpunkt jest przewidzianyh 0.5 punkta,suma zaokr¡glana w gór�. Za zrobienie o najmniej sze±iu podpunktów dodatkowy punkt.Wst�p. Dany jest ukªad dwuwymiarowy:
{

ẍ = −F (r)x

ÿ = −F (r)y,
(1)gdzie F jest, jak na razie gªadk¡ funkj¡ promienia r =

√

x2 + y2. (r, φ) b�d¡ oznazaªy zwykªe wspóªrz�dnebiegunowe. W tyh wspóªrz�dnyh b�dziemy praowa¢.(a) Wyka», »e je±li speªnione jest równanie (1) to zahodzi:
φ̈ = −2

ṙ

r
φ̇ (2)i w zwi¡zku z tym wielko±¢ M = r2φ̇ jest aªk¡ pierwsz¡ ukªadu (1).(b) Obliz r̈. Wyka», korzystaj¡ z (1), »e

r̈ =
M2

r3
− F (r)r (3)Znajd¹ aªk� pierwsz¡ energii ukªadu (3), dla F (r) = k

r3 , gdzie k jest pewn¡ staª¡ dodatni¡. (mamywtedy oddziaªywanie grawitayjne.) Narysuj przybli»ony portret fazowy ukªadu (3).() Wyznaz ṙ z aªki pierwszej energii (ṙ b�dzie zale»aª od E � warto±¢ energii, M , k i r). Korzystaj¡z punktu (b) wyka», »e
ṙ = −M
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.U»ywaj¡ wypisanyh w tym podpunkie równa«, dojd¹ do tego, »e
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(4)(d) Podstawiaj¡ w = 1

r rozwi¡» równanie (4) i wyznaz r(φ). Teraz pora na wyi¡gni�ie wniosków.Wskazówka: Wygodnie jest oznazy¢ p = M2

k i e =
√

1 + 2EM2

k2 .(e) Wyka», »e je±li punkt (planeta) znajduje si� w punkie (x0, y0) w hwili t, a w punkie (x1, y1) whwili t+∆t, to pole trójk¡ta wyznazonego przez punkty (0, 0), (x0, y0) i (x1, y1) jest równe 1

2
r2φ̇∆t+

O(∆t2). Oznaza to, »e pr�dko±¢ polowa jest staªa. Jest to drugie prawo Keplera, zauwa», »e jestono prawdziwe, niezale»nie od postai funkji F (r).(f) Wyka», »e ka»de rozwi¡zanie (4) opisuje pewn¡ sto»kow¡, w zale»no±i od parametrów E, M i k, którejpunkt (0, 0) jest ogniskiem. (Drugie prawo Keplera stanowi, i» planety poruszaj¡ si� po elipsah, asªo«e le»y w jednym z ognisk). 1



(g) Dla tyh parametrów, dla któryh rozwi¡zanie jest elips¡, obliz (korzystaj¡ z punktu (e)), zasobiegu punktu po tej elipsie w zale»no±i od dªugo±i jej dªu»szej osi. (Jest to, te» z grubsza, trzeieprawo Keplera: zas obiegu zale»y tylko od dªugo±i dªu»szej osi elipsy, a dokªadniej T ∼ a3/2.)Uwaga, w razie jakih± w¡tpliwo±i prosz� pyta¢.Zadanie 2. Z poni»szyh równa« wybierz 3 i je rozwi¡».(1) 









ẋ = 2x − y − z

ẏ = 2x − y − 2z

ż = 2z − x + y

(2) 









ẋ = 4x − y

ẏ = 3x + y − z

ż = x + z

(3) {

ẋ = x − y + 1

cos t

ẏ = 2x − yZadanie 3. Znajd¹ wszystkie poªo»enia równowagi (punkty staªe) ukªadu:
{

ẋ = y − x2
− x

ẏ = 3x − x2
− yi okre±l ih stabilno±¢.Zadanie 4. Zbadaj, zy rozwi¡zanie x = −t2, y = t równania:

{

ẋ = y2
− 2ty − 2y − x

ẏ = 2x + 2t2 + e2t−2yjest stabilne.Rozwi¡zania prosz� oddawa¢ do wtorku przed ostatnimi ¢wizeniami w semestrze.
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