
III zestaw zada« z RRZ. 7 kwietnia 2004Wprawka 1. Znajd¹ aªk� pierwsz¡ ukªadów(a) ẋ =
√

x2 − y, ẏ = 2x(1 +
√

x2 − y), tam gdzie x2 > y.(b) (1 + y2 sin 2x)dx − 2y cos2 xdy = 0() ẋ = y − ex, ẏ = y2. Tu znajd¹ zynnik aªkuj¡y.Wprawka 2. Rozwi¡» równanie Riatti y′ − 2xy + y2 = 5 − x2.Zadanie 1. Nieh dany b�dzie ukªad na pªaszzy¹nie ẋ = v(x). Zaªó»my, »e F (x) jest aªk¡ pierwsz¡,tak¡, »e nie istnieje »aden zbiór otwarty U taki, »e F |
U

≡ onst. Przypu±¢my tak»e, »e ∀c ∈ R zbiór
F−1(c) ⊂ R

2 jest ogranizony i gªadki. Wyka», »e ka»da trajektoria x jest albo okresowa, albo magrani� x(t) → x0, która jest punktem staªym (tzn. v(x0) = 0).* Czy zaªo»enie gªadko±i mo»na opu±i¢?Zadanie 2. Dany jest ukªad:
{

ẋ = x
x2+y2

ẏ = y
x2+y2w R

2\{0}. Wyka», »e ho¢ speªniony jest warunek zupeªno±i, nie istnieje taka funkja F , »e Fxẋ+Fyẏ ≡ 0,ale dla ka»dej póªprostej D zazynaj¡ej si� w zerze, istnieje taka funkja na R
2 \ D.Zadanie 3. Narysuj portret fazowy ukªadu ẍ = − 1

2
· d

dx
U(x), gdzie U(x) = xex.Zadanie 4. Nieh dana b�dzie gªadka funkja H(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn). Rozpatrujemy równanieró»nizkowe zwyzajne w R

2n:






























ṗ1 = ∂H
∂q1

q̇1 = − ∂H
∂p1

. . .

ṗn = ∂H
∂qn

q̇n = − ∂H
∂pn

(*)Wyka», »e H jest aªk¡ pierwsz¡ ukªadu i to zupeªn¡ (m = 1). Ponadto F (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) jest aªk¡pierwsz¡ (*) wtedy i tylko wtedy, gdy {H, F} ≡ 0, gdzie:
{H, F}

def
=

n
∑

i=1

(

∂F

∂pi

∂H

∂qi

−
∂F

∂qi

∂H

∂pi

)(*) Udowodnij, »e dla dowolnyh funkji F1, F2 i F3 zahodzi {F1, F2} = −{F2, F1}, oraz:
{F1, {F2, F3}} + {F2, {F3, F1}} + {F3, {F1, F2}} ≡ 0i wywnioskuj, »e je±li F1 i F2 s¡ aªkami pierwszymi (*), to {F1, F2} te».Uwaga. {H, F} jest ozywi±ie funkj¡ od p1, . . . , pn, q1, . . . , qn o warto±iah rzezywistyh.Rozwi¡zania prosz� oddawa¢ do 4 maja wª¡znie. Maiej Borodzik1


