Pierwszy zestaw zadan z Rownan Rozniczkowych Zwyczajnych.
Termin oddania poniedziatek, 14 kwietnia 2008

Zadanie 1. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa z norma || - ||, zas A przeksztalceniem
liniowym z V' do V' o skoficzonej normie.
(a) Udowodnij, ze dowolne rozwiazanie rownania
(t) = Az(t), €V

jest postaci
z(t) = e,

gdzie
VSV
zadane jest wzorem
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(b) Niech teraz V' bedzie podprzestrzenia funkcji klasy C'*°, nieskonczenie wymi-
arowa 1 zupelng w pewnej normie oraz taka, ze przeksztalcenie

D:V = V,D(f) = f'(x).
ma skoniczona norme.
(c) Znajdz rozwiazanie ogolne rownar

d
@f:Dfa

d
—f=D
~f=DJ+].
gdzie f traktujesz jako funkcje zmiennej ¢ o wartosciach w przestrzeni V' oraz

jako funkcje rzeczywista dwoch zmiennych.

Zadanie 2. Udowodnij, ze rownanie y' = y* + r ma dokladnie jedno rozwiazanie y(z)
takie, ze

i Y@

T——00 —x

= 1.

Zadanie — konkurs 1. Oszacuj najlepiej, jak mozesz, jak bardzo rézni sie funkcja y(z)
okreslona w Zadaniu 2 od funkcji /—z. To znaczy zbadaj zbieznosé¢ i/lub szybkos¢
zbieznosci roznicy y(z) — +/—x lub szybkos¢ zbieznosci ilorazu y(z)/v/—x.

Yy = h(y),
y(ro) = Yo

gdzie h : R — R jest ciggta. Zalozmy, ze wiemy ze to rownanie ma dwa rézne rozwiaza-
nia. Wykaz, ze ma ich kontinuum.

Zadanie 3. Rozwazmy réwnanie

1



Zadanie 4. Niech a, b, ¢ beda liczbami catkowitymi, przy czym c nie jest liczba catkowita
ujemng. Dla dowolnego n catkowitego oznaczamy
" =xz(x+1)...(x+n—-2)(z+n-1).
Niech teraz funkcja F'(z) bedzie dana wzorem
0 nyn
F(z) = Z @7

c'n!
n=0

(a) Udowodnij, ze F' spelnia rownanie rozniczkowe
2(1 = 2)F"(2) + (¢ — z(a+ b+ 1)) F'(2) — abF(z) = 0, (1)
ponadto jest to jedyna funkcja spelniajaca (1), analityczna w zerze, taka ze
F(0) = 1.
(b) Wyjasnij, dlaczego nie ma sprzecznosci z faktem, ze przestrzen rozwiazan row-
nania liniowego rzedu 2 jest dwuwymiarowa?

Zadanie 5. Rozwazmy rownanie
2f(2) + f(2) = 2. (2)
Zakladajac, 7e istnieje rozwiazanie analityczne w otoczeniu zera (tzn. takie, ze f(z) =
> akzk) znajdz rekurencyjnie wspotczynniki ay i znajdz promient zbieznosci szeregu.
Rozwiaz, jak Pan Bog przykazal, rownanie (2) i zbadaj zachowanie sie rozwiazan przy
z — 0.

Maciej Borodzik



