
Pierwszy zestaw zada« z Równa« Ró»nizkowyh Zwyzajnyh.Termin oddania poniedziaªek, 14 kwietnia 2008Zadanie 1. Nieh V b�dzie przestrzeni¡ liniow¡ z norm¡ || · ||, za± A przeksztaªeniemliniowym z V do V o sko«zonej normie.(a) Udowodnij, »e dowolne rozwi¡zanie równania
ẋ(t) = Ax(t), x ∈ Vjest postai

x(t) = etAx0,gdzie
etA : V → Vzadane jest wzorem

etAv =

∞
∑

n=0

1

n!
tn · Anv.(b) Nieh teraz V b�dzie podprzestrzeni¡ funkji klasy C∞, niesko«zenie wymi-arow¡ i zupeªn¡ w pewnej normie oraz tak¡, »e przeksztaªenie

D : V → V, D(f) = f ′(x).ma sko«zon¡ norm�.() Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne równa«
d

dt
f = Df,

d

dt
f = Df + f,gdzie f traktujesz jako funkj� zmiennej t o warto±iah w przestrzeni V orazjako funkj� rzezywist¡ dwóh zmiennyh.Zadanie 2. Udowodnij, »e równanie y′ = y2 + x ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie y(x)takie, »e

lim
x→−∞

y(x)√
−x

= −1.Zadanie � konkurs 1. Oszauj najlepiej, jak mo»esz, jak bardzo ró»ni si� funkja y(x)okre±lona w Zadaniu 2 od funkji √−x. To znazy zbadaj zbie»no±¢ i/lub szybko±¢zbie»no±i ró»niy y(x) −
√
−x lub szybko±¢ zbie»no±i ilorazu y(x)/

√
−x.Zadanie 3. Rozwa»my równanie

{

y′ = h(y),

y(x0) = y0.gdzie h : R → R jest i¡gªa. Zaªó»my, »e wiemy »e to równanie ma dwa ró»ne rozwi¡za-nia. Wyka», »e ma ih kontinuum. 1



Zadanie 4. Nieh a, b, c b�d¡ lizbami aªkowitymi, przy zym c nie jest lizb¡ aªkowit¡ujemn¡. Dla dowolnego n aªkowitego oznazamy
xn = x(x + 1) . . . (x + n − 2)(x + n − 1).Nieh teraz funkja F (z) b�dzie dana wzorem

F (z) =
∞

∑

n=0

anbn

cnn!
zn.(a) Udowodnij, »e F speªnia równanie ró»nizkowe

z(1 − z)F ′′(z) + (c − z(a + b + 1))F ′(z) − abF (z) = 0, (1)ponadto jest to jedyna funkja speªniaj¡a (1), analityzna w zerze, taka »e
F (0) = 1.(b) Wyja±nij, dlazego nie ma sprzezno±i z faktem, »e przestrze« rozwi¡za« rów-nania liniowego rz�du 2 jest dwuwymiarowa?Zadanie 5. Rozwa»my równanie

z2f ′(z) + f(z) = z. (2)Zakªadaj¡, »e istnieje rozwi¡zanie analityzne w otozeniu zera (tzn. takie, »e f(z) =
∑

akz
k) znajd¹ rekurenyjnie wspóªzynniki ak i znajd¹ promie« zbie»no±i szeregu.Rozwi¡», jak Pan Bóg przykazaª, równanie (2) i zbadaj zahowanie si� rozwi¡za« przy

z → 0.Maiej Borodzik


