
Zestaw zada« z Funkji Analityznyh. Residua.Termin oddania: 7 grudnia 2007Maiej BorodzikZadanie 1. Obliz aªk�
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dx.Wskazówka 1. Rozpatrz aªk� po konturze Γ, gdzie Γ jest jak na rysunku.

−R −r RrZadanie 2. Udowodni¢ ±i±le, »e dla ka»dej krzywej gªadkiej γ : [a, b] → C i dowolnejfunkji holomor�znej f okre±lonej w otozeniu γ([a, b]) zahodzi nierówno±¢(1) ∣
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|f |dl(γ),gdzie dl(γ) jest miar¡ Lebesgue'a na γ. Przypomnienie ∫
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∫ b
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ẋ2 + ẏ2dt,gdy γ(t) = (x(t), y(t)).Przy jakih warunkah we wzorze (1) zahodzi równo±¢?Zadanie 3. Obliz sum�
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.Wskazówka 2. Rozwa» aªk� z funkji π sin π
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.Zadanie 4. Nieh f b�dzie funkj¡ meromor�zn¡ w koleB(0, R), która w kole domkni�-tym B̄(0, r) (r < R) ma zera a1, . . . , am takie, »e 0 < |a1| ≤ |a2| ≤ |am| < r i bieguny

b1, . . . , bn, przy zym 0 < |b1| ≤ |b2| · · · ≤ |bn| < r. Wyka», »e zahodzi
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.Wskazówka 3. Po pomno»eniu f przez r2

−āz
r(z−a)

znika zero w punkie z = a oraz niezmienia si� |f(reiθ)|.Zadanie 5. Nieh f(z) b�dzie funkj¡ holomor�zn¡ w pier±ieniu A = {r1 < |z| < r2}przedªu»aj¡¡ si� do funkji i¡gªej na domkni�ieA. Rozwa»my S(t) = max{|f(z)| : |z| =
et}. Wyka», »e S(t) jest funkj¡ wypukª¡.Wskazówka 4. Rozpatrz funkj� f(z)pz−q dla p i q takih, »eby
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+ ε,gdzie S1 = S(log r1) i S2 = S(log r2). 1



Zadanie 6 (0pt). Naszkiuj zbiory(a) Γ(x + ki + 1
2
i), gdy k = −1, 0, 1, 2, x ∈ R.(b) {z ∈ C : Γ(z) = 1}.() u(z) gdy Imz = {0, 1/2, 1, 2} a u(z) =

∫ z

0
((1 − t)2(1 − 4t2))

−1/2.Wskazówka 5. Do tego elu najlepiej zaprzyja¹ni¢ si� z komputerem, a jeszze lepiejz jakim± informatykiem. Ch�tna osoba, która napisze program rozwi¡zuj¡y to zadanie(program powinien by¢ taki, »eby daª si� zamie±i¢ na stronie, w szzególno±i dziaªa¢),dostanie punkty za to zadanie, tak jak za zwykªe.Zadanie 7. Nieh a1 < a2 < · · · < an b�d¡ punktami na osi rzezywistej. Nieh te»
α1, . . . , αn b�d¡ lizbami rzezywistymi takimi, »e 0 < αi < 1 oraz ∑

αk = n − 2.Okre±lamy
F (z) =

∫ z

0

n
∏

k=1

(t − ak)
αk−1dt.Znajd¹ obraz górnej póªpªaszzyzny przy odwzorowaniu F .Wskazówka 6. Najpierw znajd¹ obraz prostej rzezywistej.


