
Zestaw zada« z Funkji Analityznyh. Geometria odwzorowa« C → C.Wersja poprawionaMaiej BorodzikZadania za 0 punktów s¡ przeznazone do samodzielnego rozwi¡zywania.Zadanie 1 (0pkt). Nieh a, b, r b�d¡ lizbami rzezywistymi, przy zym r > 0. Okre±lamyzbiory A = {z ∈ C : Re = a}, B = {z ∈ C : Im = b}, C = {z ∈ C : |z| = r}. Dlawybranyh parametrów a, b, r naszkiuj zbiory f(A), f(B), f(C) oraz f−1(A), f−1(B),
f−1(C), gdzie f jest zadana przez(1) f(z) = z2(2) f(z) = z3(3) f(z) = ez(4) f(z) = 1

z(5) f(z) = 1
2
(z + 1

z
) (funkja �ukowskiego).(6) f(z) = z+i

−iz+1
(pewna szzególna homogra�a)Zadanie 2 (0pkt). Znajd¹ posta¢ przeksztaªenia biholomor�znego (dyfeomor�zmuzespolonego), który przeprowadza zbiór A na B, gdy(1) A = {z ∈ C : |z| < 1, 5

6
π < Arg z < π}, B = {z ∈ C : Im z > 0}.(2) A = {z ∈ C : |z| < 1, Im z > 0}, B = {z ∈ C : |z| < 1}.(3) A = {z ∈ C : |z| < 1} \ {[0, 1) ∈ R}, B = {z ∈ C : 0 < Re z < 1}.(4) A = {z ∈ C : 0 < Arg z < 1

2
π}, B = {z ∈ C : 1 < Im z < 2, Re z > 0}.Zadanie 3. Nieh U b�dzie obszarem w C. Nieh f : U → C b�dzie ró»nizkowalna wsensie rzezywistym i detDf(x) 6= 0 w »adnym punkie x ∈ U . Wyka», »e nast�puj¡ewarunki s¡ równowa»ne(1) f speªnia równania Cauhy'ego�Riemanna: ∂ Re f

∂x
+ i∂ Im f

∂y
= 0. Odwiezny prob-lem, zy w równaniah Cauhy'ego�Riemanna wyst�puje plus, zy minus mo»narozstrzygn¡¢ bior¡ f(z) = z = x + iy, która jest holomor�zna. Jest to praw-dopodobnie o wiele ªatwiejsze, ni» uzenie si� znaku na pami�¢.(2) f zahowuje orientaj� i jest konforemna, zyli dla dowolnyh dwóh krzywyh

γ1, γ2 ⊂ U , które przeinaj¡ si� w x0 pod k¡tem α, obrazy f(γ1), f(γ2) przeinaj¡si� w f(x0) równie» pod k¡tem α.(3) Df(x) jest zªo»eniem jednokªadno±i i obrotu dla ka»dego x(4) ∀x ∈ U istnieje grania lim
h→0,h∈C

f(x+h)−f(x)
h

.Odpowiednio±¢ mi�dzy przeksztaªeniami holomor�znymi a konforemnymi jest wªa±-iwa wyª¡znie dla wymiaru zespolonego 1. Poni»sze zadania pozwalaj¡ zobazy¢ todokªadniej.Zadanie 4. Nieh U b�dzie obszarem w Cn ∋ (z1, . . . , zn) oraz zi = xi + yi. Nieh
f : U → Cn b�dzie klasy C1 oraz speªnia równania Cauhy'ego�Riemanna ze wzgl�duna ka»d¡ zmienn¡ (∂ Re f

∂xi

+i∂ Im f

∂yi

). Wyka», »e Df jest konforemna. To jest nieprawdziwe!Wystarzy wzi¡¢ f(z1, z2) = (z1, 2z2). Zauwa»yªa to p. Pawlik.Zadanie 5. Skonstruuj przeksztaªenie z C
2 → C

2, które jest konforemne, zahowujeorientaj�, ale nie jest holomor�zne (nie speªnia równa« Cauhy'ego�Riemanna).Zadanie 6. Jaka relaja pomi�dzy grupami U(n) i SO(2n) dla n = 1 odpowiada za to,»e przeksztaªenia konforemne C → C, które zahowuj¡ orientaj�, s¡ tym samym toprzeksztaªenia holomor�zne. Konforemno±¢ nie oznaza, »e pohodna jest w SO(2),ani holomor�zno±¢ nie oznaza, »e pohodna jest w U(1). Przeksztaªenie jest holo-mor�zne, je±li pohodna jest w GL(n, C), za± konforemne, je±li maierz jest ilozynemmaierzy z SO(2n) z maierz¡ proporjonaln¡ do identyzno±iowej. Nieh K(2n) b�dzie1



grup¡ maierzy konforemnyh, podgrup¡ w GL(2n, R) rozpi�t¡ przez maierze propor-jonalne do identyzno±i i SO(2n). Wtedy K(2) = GL(1, C), ale K(2n) ogólnie niepokrywa si� z GL(n, C).


