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X/Y�Z[Y�\^]�_a`3bdc5ef!g[h1i=j=kl=m�nDoqp
R

2 r h1f?s 1− t ej=n dz = dx + idy
ejuh1f

dz̄ = dx − idy vxwzy m!{)|
f : R

2
→ R

2 r s!}Sf y m t kE~E�B{�l)�,j)��!~ y {�f!�Be<p�h1�T~[� v�� o��h1�B���?m�f<h1n���~ y s�i)e
�)� t ej=nDo f(x, y)dz
l=m!�=ij)�<p�~�e?p�h1�!~[h�|�e��en�ejV�[{�f!~�e
�){ y-t kE~E�B{�l y f v�� ej=nGh�l=m!�=i�f<h1n���~ y s�iuh�l=m!�=� y dω = 0 vX/Y�Z[Y�\^]�_���b � o��Bej=f!oS�=iuh�l�f<h}�h1~ y m�`�}Ee�p�o�gEj)e?p�h}Sf?m�~ y h�p�f?ej=k�{?hB���Be?pQm��Be���h1k�{)|�oO��m��Be vX/Y�Z[Y�\^]�_¡ �b�c5ef!g[h1i=j=f!n�o¢egCm�juh1i)ej£�
p y h1f?}S�Be<p�o¥¤ze�}S�Bm
�¦hR}Sf y hB�'h�l)�{�ox~[h§��¨ t ej=nGh{)|¥p ∧2
R

4 v
�¢y h}Een�eE���?m ∗ :

∧2
R

4
→

∧2
R

4 l=m!�=i©gEj=f?m����)f!iuhB��{!m�~ y m�nª� y ~ y e?p�o�n v§« ~[h�l=}S¬p�m���i)ej=o�pz�'h�=~�m yp�h1j=i)e
�){ y pz�'h�=~�m�i)m��Be�gEj=f?m����)f!iuhB��{!m�~ y h v®�j=f!o�gCen�~ y m�~ y m
¯°l=m!�=� y lVm!�)izp�o r juh1~[h r h1f<h v1, . . . , vn
gEj=f?m!�)i=j=f?m�~ y V ∗

�Oi)e£~[hG��¨ t ej=nGh{)|,gCe
�=iuh{ y
u = vi1∧. . . vik

egCm�juh1i)ej
∗
}�h�l=m�iuh1��

n−k t ej=n�s w = vj1∧· · ·∧vjn−k

��?m
u∧v = v1∧v2∧· · ·∧vn vX/Y�Z[Y�\^]�_²±³b�czef!g[h1i=j=klVm�n�o�i)ej=k��

T = R
2/Z

2 vJ« ~[h�l=}S¬z~[h�i)ej=k�� y m5}Sp y mz� y ~ y e?p�e�~ y m�f<h1��m��!~�m t ej=nDo
ω1 y ω2

iuh1� y m
�S�?m dω1 = dω2 = 0
�Eh1��mz~ y m y �=i=~ y m�l)� t kE~E�B{�l=m f1

h1~ y f2
iuh1� y m
���?m ω1 = df1 y ω2 = df2 v� �=�
h1f?�?p��
hS¯´iuh1�´l)h1� t kE~E�B{�l)h,~[hRi)ej=k�� y m²n�e�?m�f?e
�=iuh��eg y �uh1~[hRgEj=f?m�f t kE~E�B{�lVs�}Sp�k�e��j)m!�ue?p��}Sp���{u|²f!n y m�~E~3oS{)| f(x, y) µ i'l v f(x + 1, y) ≡ f(x, y + 1) ≡ f(x, y) ¶ gOe�}Ee r ~ y m�l=m!�=i�f t ej=nGh1n y·vX/Y�Z[Y�\^]�_�¸�b w5y m!{u| M r s!}Sf y m5j)ef!nGh y i)e
�u{ y �©h ω

f<h1n���~ y s�iu�`�¨ t ej=nG�D~[h M
�3gEj=f!o�{�f!o�n�}S�¹h��
h1�?}Em�l��j=f!o�pQm�l�f<h1n���~ y s�i)m�l ∫

γ
ω = 0 vL� o��
h1�B�E�?m ω

lVm!�)iº}Ee�E�'h}S~[h vX/Y�Z[Y�\^]�_�»�b�¼��¹h©~[h�=i)s�gEkl=�{�oS{)|§`�¨ t ej=n ω
f!~[h�l=}S¬ t kE~E�B{�lVs f

iuh1�
�S�E�?m
ω = df v

µ h ¶ ω = y
x
(lnx)y−1dx + [(lnx)y(ln y) + 6 sin y]dy

�S�B}So
x > 1

µ r ¶ ω = (4x3 + 5y3)dx + (15xy2 + 12y)dyX/Y�Z[Y�\^]�_�½Eb�c5ef!g[h1i=j=kl=m�nDo t ej=n�s ω = xdy∧dz+ydz∧dy+zdx∧dy

(x2+y2+z2)3/2
v�� o��h1�B���?m dω = 0 vJ� o�p�~ y e
�=��kl���?m©}S�¹hgCe?p y m�j=f?{)|E~ y f<h1n���~ y s�i)m�l V

iuh1� y m�l!�O��i)�juh£~ y m�e�
juh1~ y {�f<hf?m�juhS� ∫
V

ω = 0 v�wzy m!{)| W r s!}Sf y mgCe?p y m�j=f?{u|E~ y �,f r j=f?m�� y m�n vqwzy m!{)| R r s!}Sf y m�e r juh1f?m�n¾j=f!kEi)e?p�h1~ y h,juh} y h1�T~�m��Be W
~[h�� t m�j)s S2 egEj)en y m�~ y ka` µ r y m�j=f?m�n�o¿gEkE~E��i w ∈ W

�z�'�{�f!o�nDo¢�Be§e�}E{ y ~E� y m�nÀf´gEkE~E��i)m�nÂÁ vÄÃ }E{ y ~�m��xi)m�~gEj=f?m!{ y ~[h�� t m�j)s S2 }Ee�E�'h}S~ y m$pÅlVm!}S~�o�nÆgEkE~E�B{ y m ¶�v� �=�
h1f?�?p��
hS¯QÇ�g yTÈ h1� vX/Y�Z[Y�\^]�_ÊÉ�b�czef!g[h1i=j=klVm�n�o t ej=n�oDp C
n vLË h1f?s t ej=naef!~[h{�f<h1n�o

dz1, . . . , dzn y dz̄1, . . . , dz̄n µ gCej v« h}�h1~ y mG` ¶�v ¼��¹h t kE~E�B{�l y f(z, z̄)
}Em���~ y kl=m�nDo ∂f = ∂f

∂z1
dz1 + · · · + ∂f

∂zn
dzn y ∂̄f = ∂f

∂z̄1
dz̄1 + · · · +

∂f
∂z̄n

dz̄n v c5ef?�)f?m�j=f<h1nDoi)s�}Em���~ y {�l=s$~[h t ej=nDo vJÌ m!�)� y ω = f(z, z̄)dzi1 ∧ · · · ∧ dzik ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jli)e
∂ω = ∂f ∧ (dzi1 ∧ · · · ∧ dzik ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jl

),h1~[h1��e� y {�f!~ y m ∂̄ω vL� o��h1�B���?m ∂∂ω = 0
�
∂̄∂̄ω = 0

ejuh1f
dω = const(∂ω + ∂̄ω) vÍzp�h1�3h v�Ì m!}So�~�m
�O{!eGpÎiÏo�nÐf<h}�h1~ y k�n�e�?m��=gEjuh?p y h�©�E��egCei:oB�Oi)e�~�eiuh{�l)hS�C}EeG��i)�j)m�lºi=j=f?m r h£� y sgEj=f!o�f!p�oS{�f<h y � v°Ã i)�� ∂f

∂zi

ef!~[h{�f<hDi:o���m
�3{!e 1
2

(

∂f
∂x

− i∂f
∂y

) �Bf<h� ∂f
∂z̄i

�3}Ee���'h}S~ y m 1
2

(

∂f
∂x

+ i∂f
∂y

) vJ« r y �j
z1, . . . , zn, z̄1, . . . , z̄n

i)eÑgOeÅgEj)e
�=i=k y ~E~3oÒkE���'h}Ópº�=gC�3��j=f?s!}S~3oS{)|¡e�}¥�=iuh1~�}�h1j)}Ee?p�m��Be
x1, . . . , xn

�
y1, . . . , yn vX/Y�Z[Y�\^]�_ÓÔ�b w5y m!{u| I r s!}Sf y mÊgEj=f?m��S�=f!iuhB��{!m�~ y m�n²����i)�j)mf�`�¨ t ej=nDo adx + bdy + cdz

~[h
R

3 j)e r yp�m���i)ej
(a, b, c) v I−1 ef!~[h{�f<hÕgEj=f?m����=f!iuhB��{!m�~ y m�e�}Sp�j)ei=~�m µ j)e r y f£pQm���i)ejuh§`�¨ t ej=n�s ¶�v ∗

ef!~[h{�f<hf!p�o����'�©�
p y h1f?}S�BsD¤�e�}S�Bm
�¦h � o��h1�B���?m
µ h ¶ ∇f = I(df)

}S�¹h�}Ee<pQe�T~�m�l t kE~E�B{�l y ���'h}S� y m�l f
~[h

R
3

µ r ¶ div v = ∗d ∗ (Iv)
}S�¹h�}Ee?p�e�T~�m��BeGgCe�¹h©pQm���i)ej)e?p�m��Be

v vµ { ¶ rot v = I−1
∗ d(Iv)

}S�¹h�}Ee<pQe�T~�m��Be£gOe�¹h
v vX/Y�Z[Y�\^]�_Î`?Á�b � o�gEj)e?p�h}S¬�gEjuh!pQe,Özj){)| y n�m!}Em!��h�×�Ø�Ù�Ú�Û�Ü�Ý�ÞSßà�áÑâ<ã!Ù'Û�ÚÏÛ=ä�åBæuÛ´ç³Û,æ�ÙèÛ<Ú�ß²ã?Ûç[á�à)ã?ßçCéÜæ!Ùèé=æ�ã�Ý�ä?é�Ø�êLØ�ë<Ù·é�àVß
Ü°Ûç³Û�ÞOÙ'ßçOßÜ°ß�Ü�ìBí
à=î�Ù-à=íÜ�ç³Û£ß3ï�ä?î�ê·ß1ð!æ�Ù°ï�à�Ý<Ú:Ý�ÞSßñ�ç³ß�ò?ßçOé'äJÞ³à)ã<éuã5ì3î�Ø�ê·ß1ð!ó�æ�Ù·é=æuã!Ý

ρ
ÙQØ�ê·Û<Ú�å�ìà=ÛÜ�Ù'ê·ÛBæ'ä�Ù

g ô f�gEjuh?p�h�®Lh�){?h1�¹h�×!Ø�Ù�ÚÏÛÕæ�Ù¹ð�ç�Ù·é�ç�ÙèÛ²â<ã�ÙèÛ<Ú�ÛVä!åBæ)ÛÕç³ÛÕé�õ�é�ñGé�ç[ê�ÞSßÜ�Ù·é�à)ã?æ�ö3ç[ÙOä?é�Ø�êÞOàVß1Ø�ê·ß�ÞSÛBâ�ÚÏÛ´âBß�ê:é�ä�ÞEßÜ�Ùèé�à=ã<æ�ö3ç�ÙºÙ5àVíÜ�çOÛ�æ�Ù�ð�ç[Ùèé�ç[Ù�á�÷Ñø�Ù¹ð�ç�Ù·é�ç�Ù·é�ä?é�Ø�ê�ã?Û1ð�à=íÜ�çOé
ρgh ù ìBâ<ã!Ùèé h

ä?é�Ø�êì�Ú�î<ï=ß1ë1ß1ð!æ�Ùèå ô ejuh1f�f�iÏp y m�j)}Sf?m�~ y h£Ç�i)e�Bm!�?�¦h vX/Y�Z[Y�\^]�_Å`
`3b�ú5ej=f!oS�=iuh�l)�{�fDef!~[h{�f?m�û�f « h}�h1~ y hÔ�p�o�juh1¬�{?hB��� y gOe���j=f!o�p�m�l y gCe?p y m�j=f?{)|E~ y f�gC��p�m���i)ej)e<p�o�{u|,gEj=f?m�f�e�}SgCe?p y m!}S~ y m�{?hB��� y f t ej=n vz� o�juh1¬©iÏp y m�j)}Sf?m�~ y mGÇ�i)e�Bm!�uh µ }S�¹hG��j=f!o�pQm�l5p R
2 ���j=f!o�pQm�l�p

R
3 y gOe<p y m�j=f?{)|E~ y p R

3 püef!~[h{�f?m�~ y h{)|�f « h}�h1~ y h�Ô vý


