
Wykªad z Analizy II*23 lutego 2007Maiej Borodzik1. Funkje maksymalne.Przypomnijmy wpierw twierdzene Vitaliego o pokryiah z Wykªadu 25.Twierdzenie 1. Nieh P b�dzie rodzin¡ Vitalieo ze staªymi r, R, którapokrywa zbiór A ⊂ E. Wówzas istnieje i¡g Pi rozª¡znyh zbiorów z Poraz zbiór C ⊃ A taki, »e µ(C) ≤ R · µ(
⋃

i Pi).Zastosujemy Twierdzenie 1 do badania funkji maksymalnej.De�nija 2. Nieh (E,µ) b�dzie przestrzeni¡ metryzna zwarta z miar¡borelowsk¡, za± C pewn¡ rodzin¡ Vitaliego pokrywaj¡¡ E. Dla funkji f ∈
L1(E,µ) okre±lamy

f∗(x) = sup
C∈C,x∈C

∫

C f dµ
∫

C 1 dµ
(1)Funkj� f∗ nazywamy funkj¡ maksymaln¡ (Hardy'ego�Littlewooda) funkji

f .Funkja maksymalna jest jednym z wa»niejszyh narz�dzi we wspóªzesnejanalizie harmoniznej i geometryznej teorii miary. Poni»ej podajemy jejwªasno±i nazywane powszehnie Twierdzeniem Hardy'ego�Littlewooda.Stwierdzenie 3. Nieh At b�dzie zbiorem {x ∈ E : f∗(x) > t}. Wtedy
µ(At) ≤ const1

t ||f ||L1 .Dowód. Dla ka»dego x ∈ At istnieje taki zbiór Cx ∈ C, »e x ∈ Cx oraz
∫

Cx

f dµ ≥ tµ(Cx) (2)Wynika to bezpo±rednio z de�niji zbioru At oraz z (1). Rodzina {Cx}x∈Atjest rodzin¡ Vitaliego pokrywaj¡¡ zbiór At. Z Twierdzenia 1 mo»emy sobiewybra¢ rozª¡zn¡ podrodzin� Ci, tak¡, »e
µ(At) ≤ R

∑

µ(Ci) (3)Teraz ª¡zymy nierówno±¢ (2) i (3) otrzymuj¡
µ(At) ≤ R

∑

µ(Ci) ≤
R

t

∫

S

Ci

f dµ. (4)Wyra»enie po prawej stronie jest na pewno mniejsze, ni» ∫

E |f | dµ. St¡dotrzymujemy tez�. �Stwierdzenie 4. Istnieje uniwersalna staªa D, zale»¡a wyª¡znie od R i p,taka »e
||f∗||p ≤ D||f ||p (5)1



2Lemat 5. Je±li g jest aªkowalna w p-tej pot�dze, oraz Bt = {x ∈ E :
|g(x)| > t}, to

∫

|g|p dµ =

∫ ∞

0
ptp−1µ(Bt) dµ. (6)Dowód lematu. Zauwa»my, »e µ(Bt) =
∫

E I|g(x)|>t. A zatem
∫ ∞

0
ptp−1µ(Bt) dµ =

∫ ∞

0

(

ptp−1

∫

E
I|g(x)|>t dµ

)

dt =

= ...Fubini... =

∫

E

∫ |g(x)|

0
ptp−1 dt dµ =

=

∫

E
|g(x)|p dµ

�Uzbrojeni w powy»sze narz�dzie jeste±my gotowi do dowodu Stwierdzenia 4.Dowód. Ustalmy t > 0. Okre±lmy funkj� now¡ funkj� g(x) nast�puj¡o(zakªadamy, »e f jest dodatnia, w przeiwnym wypadku bierzemy moduª):
g(x) =

{

f(x) f(x) ≥ t/2

0 f(x) < t/2
.Wtedy f ≤ g + t/2 zatem f∗ ≤ g∗ + t/2 oraz

{x : f∗(x) > t} ⊂ {x : g∗(x) > t/2}.Stosuj¡ Stwierdzenie 3 do funkji g uzyskujemy, »e
µ({x : f∗(x) > t}) ≤ 2Ct−1

∫

gdµ = 2Ct−1

∫

f(x)≥t/2
fdµ.Z Lematu 5

∫

(f∗)p =

∫ ∞

0
ptp−1µ(At)dt ≤ 2Cp

∫ ∞

0
tp−2

∫

x:f(x)≥1/2
fdµdt =

= 2Cp

∫

f(x)

∫ 2f(x)

0
tp−2dtdµ = 2p Cp

p − 1

∫

f(x)p dµ.

�Powy»szy dowód zazerpn¡ªem z ksi¡»ki Mattili. Mo»na go znale¹¢ wbardzo wielu miejsah. 2. Funkje wypukªeReferenj¡ do tego rozdziaªu jest ksi¡»ka Phelpsa (nie tego od rekordów±wiata w pªywaniu) �Convex Funtions, Monotone Operators and Di�eren-tiability� z serii LNiM 1364.



3De�nija 6. Nieh Ω ⊂ V b�dzie podzbiorem wypukªym przestrzeni Banaha.Funkj� f : Ω → R nazwiemy wypukª¡ je±li dla ka»dego x, y ∈ Ω oraz
t ∈ (0, 1) zahodzi znana nierówno±¢

f(tx + (1 − t)y) ≤ tf(x) + (1 − t)f(y).Warunek wypukªo±i Ω jest po to, aby nie kªopota¢ si� o sensowno±¢ wyra»e-nia po lewej stronie.Stwierdzenie 7. Je±li f i g wypukªe, to f + g jest wypukªa. Graniapunktowa i¡gu funkji wypukªyh jest wypukªa. Zªo»enie funkji wypukªejz funkj¡ wypukª¡ i monotonizn¡ jest wypukªe.Lemat 8. Nieh f : R → R b�dzie wypukªa. Okre±lamy ∆xf(y) = f(y)−f(x)
y−x .Wtedy ∆xf jest funkj¡ rosn¡¡ parametru y.Dowód. Przyjmijmy bez zmniejszania ogólno±i, »e x = f(x) = 0. Wtedy

∆xf(y) = f(y)/y. Nieh z > y > 0. Wtedy
f(z)/z − f(y)/y =

1

y

(

f(z)
y

z
+

z − y

z
f(0) − f(y)

)

≥ 0.W dowodzie skorzystali±my z tego, »e f(0) = 0. Dowód faktu dla z > 0 > ypozostawiamy jako ¢wizenie. �Wniosek 9. Dla funkji wypukªej z R w R istniej¡ pohodne jednostronne wka»dym punkie.Dowód. Gdy y → 0+, funkja ∆x(y) jest monotoniznie malej¡a oraz ograni-zona przez ∆x(−ε). St¡d ma grani�. �Wniosek 10. Nieh f : V → R b�dzie wypukªa. Wtedy, dla ka»dego x0 ∈
V istnieje pohodna prawostronna df+(v) w ka»dym kierunku v. Jest onasubaddytywna ze wzgl�du na v.Dowód. Istnienie pohodnej prawostronnej wynika z zastosowania Wniosku 9.Subaddytywno±¢ pokazujemy z wypukªo±i. Mianowiie

f(x + hv1 + hv2) − f(x)

h
≤

f(x + 2hv1) − f(x)

2h
+

f(x + 2hv2) − f(x)

2h
.Przy przej±iu z h do zera otrzymujemy

df+(v1 + v2) ≤ df+(v1) + df+(v2). (7)
�Stwierdzenie 11. Nieh f jak wy»ej. Zaªó»my, »e istniej¡ pohodne kierunk-owe we wszystkih kierunkah w x0 (tzn. pohodna prawostrona jest równalewostronnej). Wtedy ró»nizka df = df+ jest liniowa. Czyli funkja jestró»nizkowalna w sensie Gâteaux w x0.Dowód. Z zaªo»enia df+(−v) = −df+(v). Stosujemy nierówno±¢ (7) dwukrot-nie: raz dla v1, v2, raz dla −v1,−v2. St¡d uzyskujemy równo±¢ w (7). �



4Stwierdzenie 12. Zaªó»my, »e f jest i¡gªa w pewnej kuli B(x0, 2δ) (wystar-zy lokalna ogranizono±¢). Wtedy f jest lokalnie lipshitzowska w B(x0, δ).Dowód. Z zaªo»enia |f(x)| ≤ M1 gdy x ∈ B(x0, 2δ). Nieh x, y ∈ B(x0, δ)oraz α = ||y − x||. Okre±lamy punkt
z = y +

δ

α
(y − x).Zatem z ∈ B(x0, 2δ) i ||z − y|| = δ. Wtedy

y =
α

α + δ
z +

δ

α + δ
x.Zatem z wypukªo±i

f(y) ≤
α

α + δ
f(z) +

δ

α + δ
f(x).Czyli

f(y) − f(x) ≤
α

α + δ
(f(z) − f(x)) ≤

α

α + δ
2M1 ≤ α

2M1

δ
.Ale α = ||y − x||. To ko«zy dowód. �Wniosek 13. Je±li pohodne z¡stkowe istniej¡ we wszystkih kierunkahoraz f jest i¡gªa w x0, to pohodna df jest operatorem liniowym i¡gªym.Dowód. Liniowo±¢ byªa pokazana w Stwierdzeniu 11. Wystarzy pokaza¢, »e

df+(v) ≤ C||v||. To jednak wynika ze Stwierdzenia 12. Istotnie, wiemy, »e
|f(x0 + hv) − f(x0)| ≤ L||x0 + hv − x0||. Dla dostateznie maªyh h. St¡dwystarzy wzi¡¢ C = L. �Zupeªnie inny harakter ma poni»szy fakt, prawdziwy tylko w sko«zonejlizbie wymiarów.Stwierdzenie 14. Je±li f : V → R wypukªa, V sko«zenie wymiarowa i fma pohodne z¡stkowe w x0, to f ma pohodn¡ Fréheta.Dowód. Nieh V = R

n−1. Nieh Dn : S
n−1 → R b�dzie funkj¡ okre±lon¡jako

Dn(v) =
f(x0 + 1

nv)

1/n
.Wtedy Dn jest i¡giem funkji i¡gªyh, zbie»nyh monotoniznie do funkji,która jest i¡gªa. Na moy twierdzenia Diniego (wykorzystujemy zwarto±¢

S
n−1!!!) zbie»no±¢ jest jednostajna. Co oznaza istnienie pohodnej w sensieFréheta. �Przykªad 15. Zaªo»enia o sko«zonej wymiarowo±i nie da si� pozby¢ wogólno±i. We¹my sobie funkj� || · || na C(X). Ma ona prawie wsz�dziepohodn¡ Gâteaux, jest wypukªa, ale nie ma pohodnej Fréheta w »adnympunkie.



5Poni»szy fakt jest równie prosty, jak poprzednie a ma powa»ne konsek-wenje analityzne.Lemat 16. f : R → R jest wypukªa, to df+ jest rosn¡a, zyli df+(x1) ≤
df+(x2), gdzie df+ oznaza pohodn¡ prawostronn¡.Dowód. Zaªó»my, »e x1 = f(x1) = 0. Wtedy

df+(0) = lim
y→0+

f(y)/y.Wiemy z Lematu 8, »eta zbie»no±¢ jest monotonizna, to znazy, »e df+(0) ≤
f(y)/y. Z drugiej strony df+(x2) = limt→0+(f(x2 +t)−f(x2))/t. Wystarzywi� pokaza¢, »e dla dowolnego t > 0 mamy

f(x2)

x2
≤

f(x2 + t) − f(x2)

t
. (8)Poªó»my λ = x2

x2+t . Wtedy x2 = λ(x2 + t) + (1 − λ) · 0. Z wypukªo±iuzyskujemy f(x2) ≤ λf(x2 + t), o przekªada si� na (8). �Wniosek 17. Funkja wypukªa na R ma o najwy»ej sko«zenie wiele punk-tów, w któryh jest nieró»nizkowalna.Dowód. df+ jako monotonizna ma o najwy»ej przelizalnie wiele punk-tów niei¡gªo±i. Wyka»emy, »e ka»dy punkt nieró»nizkowalno±i df+ jestpunktem niei¡gªo±i f . Jest to niemal ozywiste. Zaªó»my, »e istnieje takie
ε > 0, »e dla ka»dego x > 0 > y

f(x)/x − f(y)/y > ε.Wiemy, »e df+(y) ≤ f(z)−f(y)
z−y dla wszystkih z > y. A zatem df+(y) ≤

f(y)/y. To oznaza, »e f(x)/x − df+(y) > ε. Shodz¡ z x do zera mamy
df+(0) − df+(y) > ε. Wobe dowolno±i y mamy skok w prawostronnejpohodnej. �Stwierdzenie 18. Nieh V = R

n. Nieh F1, . . . , Fn b�d¡ podzbiorami R
no tej wªasno±i, »e x ∈ Fk wtedy i tylko wtedy, gdy f nie ma pohodnej wkierunku ∂

∂xk
. Wtedy ka»dy ze zbiorów Fk jest miary zero. Inazej mówi¡,funkja wypukªa w R

n jest ró»nizkowalna prawie wsz�dzie.Dowód. Przeinaj¡¢ V i Fi ze oraz wi�kszymi prostopadªo±ianami mo»emyzaªo»y¢, »e Fi s¡ ogranizone. Fi s¡ ponadto mierzalne. Nieh χ b�dziefunkj¡ harakterystyzn¡ zbioru F1. Mamy
µ(F1) =

∫

Rn

χ =

∫

Rn−1

dx2 . . . dxn

(
∫

R

χ(x1, x2, . . . , xn)

)

dx1.Ale gdy trzymamy x2, . . . , xn, χ(x1) jest funkj¡ harakterystyzn¡ zbioru,w którym funkja x1 → f(x1, x2, . . . , xn) nie ma pohodnej, a wi� zbioruprzelizalnego. Czyli aªka jest zerowa. �



6Twierdzenie 19 (Mazura). Nieh V o±rodkowa przestrze« Banaha. Wt-edy zbiór punktów, w któryh funkja i¡gªa i wypukªa f nie ma pohodnejGâteaux jest g�sty Gδ.Dowód twierdzenia Mazura. Rozpatrzmy sfer� jednostkow¡ w E. Jest toprzestrze« o±rodkowa. Nieh xn b�dzie g�stym zbiorem przelizalnym zesfery. Dla n,m > 1 rozpatrzmy zbiór tyh x takih, »e ∀t ∈ (0, 1) mamy
f(x + txn) − f(x)

t
+

f(x − txn) − f(x)

t
>

1

m
.Zbiór punktów, dla któryh nie istnieje pohodna, jest sum¡ zbiorów An,m.Istotnie, je±li x ∈ An,m to prawostronna pohodna kierunkowa w kierunku

xn jest o o najmniej 1/m wi�ksza, ni» lewostronna.W drug¡ stron�: je±li f jest nieró»nizkowalna w x0, to istnieje taki wektor
v, dªugo±i 1 i takie m > 0, »e

f(x0 + tv) − f(x0)

t
+

f(x0 − tv) − f(x0)

t
>

2

mdla wszystkih t > 0. Nieh L b�dzie staª¡ Lipshitza dla f w otozeniu x0.Wybierzmy takie n, »e ||v−xn|| < 1/2mL. Wtedy |f(x0+tv)−f(x0+txn)| <
Lt/2mL = t/2m oraz |f(x0 − tv) − f(x0 − txn)| < Lt/2mL = t/2m. Znierówno±i trójk¡ta mamy

f(x0 + txn) − f(x0)

t
+

f(x0 − txn) − f(x0)

t
>

2

m
− 2

1

2m
=

1

m
.Inazej mówi¡, funkja nieró»nizkowalna w kierunku v jest równie» nie-ró»nizkowalna w kierunkah dostateznie bliskih v.Na moy twierdzenia Baire'a wystarzy pokaza¢, »e ka»dy pojedynzyzbiór An,m jest domkni�ty, a jego dopeªnienie g�ste.Domkni�to±¢. Zaªó»my, »e mamy i¡g zk → z oraz zk ∈ An,m. Ustalmy

t0 > 0 oraz ε > 0. Nieh M b�dzie lokaln¡ staª¡ Lipshitza dla f w otozeniu
z. Na moy zbie»no±i zk, istnieje takie K > 0, »e dla k > K mamy
||zk−z|| < t0ε

4M . Wtedy, z Lipshitzowsko±i, |f(zk+txn)−f(z+txn)| < t0ε/4.To oznaza, »e dla t ≥ t0 zahodzi
f(z + txn) + f(z − txn) − 2f(z)

t
≥

1

m
− ε.Ale ε byªo dowolne. Ponadto t0 te» byªo dowolne. Wi� z ∈ An,m.G�sto±¢ dopeªnienia. Nieh z0 ∈ An,m. Rozpatrzmy f1(r) = f(z0 + rxn).Jest to funkja wypukªa jednej zmiennej. Zbiór jej nieró»nizkowalno±i jestprzelizalny, wi� jego dopeªnienie jest g�ste. Istnieje wi� dowolnie maªe

r0 takie, »e f1 jest ró»nizkowalne w z1 = z0 + r0xn. To oznaza, »e z1 6∈
An,m. �Przykªad 20. Rozpatrzmy przestrze« l∞ (zbiór x = (x1, . . . , xn, . . . ) z norm¡
||x|| = sup |xi|. Okre±lamy przeksztaªenie

p(x) = lim sup |xn|.



7Wtedy p(x) jest wypukªe i i¡gªe, ale nie ma pohodnej Gâteaux w »adnympunkie.Dowód. Wypukªo±¢ jest ozywista. Ci¡gªo±¢ te», gdy» p(x) ≤ ||x||∞. Za-ªó»my, »e p(x) = 0. Czyli xn → 0. Nieh y = (1, 1, . . . ). Wtedy
1

t
(p(x + ty) − p(x)) =

|t|

t
.W tyh punktah zatem pohodna nie istnieje. Przyjmijmy zatem, »e p(x) >

0. Normuj¡ mo»emy zaªo»y¢, »e p(x) = 1. Istnieje wi� podi¡g {xni
} taki,»e |xni

| → 1 oraz wszystkie xni
s¡ tego samego znaku, mno»¡ przez −1mo»emy nawet przyj¡¢, »e xni

→ 1. Przyjmijmy
yn =











0 n 6= ni

0 n = ni, i nieparzyste
1 n = ni, i parzyste .Wtedy p(x + ty) = 1 + t, gdy t > 0 oraz 1, gdy −1 < t < 0. To oznaza, »e

dp+(y) = 1, dp−(y) = 0. �


