
Zadania z pól wektorowyh.wersja 1.0 z 21 mara 2007Maiej BorodzikTe zadania b�dziemy robi¢ na ¢wizeniah. A przynajmniej z�±¢ z nih. . .Zadanie 1. Nieh v b�dzie pewnym polem wektorowym na Ω ⊂ R
n. Nieh 0 ∈ Ω.Rozwa»my malutki prostopadªo±ian Vε ∈ Ω, o bokah ε(1, 0, . . . , 0), . . . , ε(0, . . . , 0, 1) io jednym z wierzhoªków w 0. Nieh Vt b�dzie przybli»onym prostopadªo±ianem, któryjest obrazem potoku zadanego przez v po zasie t≪ 1. Wyka», »e

d

dt
vol Vt|t=0 =

n
∑

i=1

∂vi

∂xi

.Zadanie 2. Udowodnij, »e potok pola v zahowuje obj�to±¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
div v ≡ 0.Zadanie 3. W przestrzeni R

n o wspóªrz�dnyh x1, . . . , xn okre±lamy operator gwiazd-kowy Hodge'a wzorem
∗ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik = (−1)adxj1 ∧ · · · ∧ dxjn−k

,gdzie a jest wyznazone przez warunek ω ∧ ∗ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn dla form postai
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik . Wyka», »e ∗(∗ω) = (−1)k(n−k) dla wszystkih form ω.Zadanie 4. Dla n = 4 i k = 2 gwiazdka przeprowadza 2�formy na 2�formy. Znajd¹ jejwektory wªasne i warto±i wªasne.Zadanie 5. Zaªó»my, »e mamy w przestrzeni R

n zadany ilozyn skalarny przez maierz
gij w bazie xi. Skonstruuj ilozyn skalarny w przestrzeni Λk

R
n.Uwaga 1. Wzór jest do±¢ nieprzyjemny, »eby nie powiedzie¢ paskudny.Zadanie 6. Nieh gij b�dzie jak wy»ej. Wtedy mamy naturalne uto»samienie przestrzeni

Λn
R

n wzorem x1 ∧ · · ·∧xn →
√

det g. Wyka», »e przy zamianie wspóªrz�dnyh wzór si�zahowuje.Zadanie 7. Nieh ω b�dzie form¡ k−liniow¡ antysymetryzn¡ w R
n. Odwzorowanie

Rω : Λn−k
R

n → R jest zadane przez mno»enie z prawej strony przez ω a potem przezuto»samienie w zadaniu 6. A zatem Rω jest ilozynem skalarnym (w sensie zadania5) z pewn¡ form¡ z η ∈ Λn−k. Wyka», »e je±li gij jest maierz¡ identyzno±iow¡, to
η = ∗ω (ew. z dokªadno±i¡ do znaku). W szzególno±i gwiazdka Hodge'a nie zale»yod metryki.Zadanie 8. Nieh y1, . . . , yn b�d¡ innymi wspóªrz�dnymi w R

n a maierz A zamian¡tyh wspóªrz�dnyh, zyli y = Ax. Opisz dziaªanie gwiazdki w nowyh wspóªrz�dnyh.W szzególno±i wyka», »e je±li A jest ortogonalna, to gwiazdka ma t� sam¡ posta¢.Odpowied¹ 1. Dla formy ∗ dyi1 ∧ . . . dyik mamy
∗ω =

1

(n− k)!
(−1)a

√

| det g|
∑

js,ks

gjsksdyk1
∧ . . . dyks

,gdzie g = gij jest maierz¡ Gramma ukªadu y1, . . . , yn (zyli g = ATA), gij jest maierz¡odwrotn¡ a a jest znakiem permutaji {i1, . . . , ik, j1, . . . , jn−k} zbioru {1, . . . , n}. Sumu-jemy ks po wszystkih permutajah, a js po wszystkih n.Zadanie 9. Nieh ω = dyi1∧· · ·∧dyin. Udowodnij, »e ∗(∗ω) = (−1)k(n−k) sgn(det(g))ω.Zadanie 10. Opisz (wzór jest prosty) operator ∗ na 1�formah i 0�formah w dowolnejmetrye. 1



Zadanie 11. Rozpatrzmy odwzorowanie I, które z pola wektorowego v =
∑

vi
∂

∂xi
robi1�form� ω =

∑

vidxi. Wyka», »e dla dowolnej f : R
n → R, grad f = I−1df .Zadanie 12. NiehX i Y b�d¡ zbiorami otwartymi odpowiednio w R

n i w R
k, wspóªrz�dnew tyh zbiorah b�d¡ oznazane odpowiednio przez x i y. Nieh F : X → Y . Dla dowol-nej funkji f : Y → R okre±lamy g : X → R jako zªo»enie g(x) = f(F (x)). Zaªó»my, »edla ka»dyh takih f i g zahodzi

DF (grad g(x)) = grad f,który to wzór nale»y zyta¢ tak, »e DF jest pohodn¡ i przeprowadza ona wektor z
X na wektor z Y . grad f bierzemy ozywi±ie w punkie F (x). Wyka», »e w takimwypadku F jest lokaln¡ izometri¡ na swój obraz, to znazy ∀x ∈ X maierz DF (x) makolumny prostopadªe i o dªugo±i 1. Je±li k = n jest to to samo, o powiedzie¢, »e DFjest ortogonalna.Zadanie 13. A teraz, nieh X, Y i F b�d¡ jak wy»ej. Nieh ω =

∑

ωidyi b�dzie1�form¡ na Y . Dla dowolnego wektora v ∈ Tx0
X mo»emy wzi¡¢ DF (v) i zaaplikowa¢do niego ω, zyli ω(DF (v)) jest lizb¡. A wi� mamy okre±lon¡ 1�form� na X, nieh tob�dzie ω′. Zapisz ω′ w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dnyh.Zadanie 14. W R

3 opisz nast�puj¡e operaje za pomo¡ I, d i gwiazdki Hodge'a.(a) v → rot v.(b) v → div v.() f → ∆f .W punkie (b) i () zrób to samo w R
n.Zadanie 15. Nieh x1, . . . , xn b�d¡ lokalnym ukªadem wspóªrz�dnyh a gij(x) ilozynemskalarnym wektorów ( ∂

∂xi
, ∂

∂xj
) (maierz Gramma). Zapisz operator Laplae'a w po-danyh wspóªrz�dnyh.Zadanie 16. Zapisz operator Laplae'a we wspóªrz�dnyh biegunowyh na R

3.Zadanie 17. Nieh g =
∑

gi(x)
∂

∂xi
i h =

∑

hj(x)
∂

∂xj
b�d¡ dwoma polami wektorowymi.We¹my x0 = 0 i nieh γ0(t) speªnia γ̇0(t) = g(γ0(t)), γ0(0) = x0. Nieh x1 = γ0(ε). Niehteraz γ̇1(t) = h(γ1(t)), γ1(0) = x1 b�dzie krzyw¡ aªkow¡ pola h. Nieh x2 = γ1(ε).We¹my teraz krzyw¡ aªkow¡ γ̇2(t) = g(γ2(t)), γ2(0) = x2 i poªó»my x3 = γ2(−ε). Wko«u, nieh γ3 b�dzie krzyw¡ aªkow¡ γ̇3(t) = h(γ3(t)), γ3(0) = x3 i x4 = γ3(−ε).Wtedy x4 = x0 + kε2 +O(ε3). Wyka», »e(1) k =

n
∑

i,k=1

(

gi

∂hi

∂xk

− hi

∂xi

∂xk

)

∂

∂xk

.Wtedy k oznazamy przez [g, h] i nazywamy komutatorem lub nawiasem Liego pólwektorowyh. Bior¡ ró»ne x0 dostajemy ozywi±ie k jako nowe pole wektorowe.Powy»sze zadanie mo»na przeformuªowa¢ w sposób nast�puj¡y (i zdeydowanie up-ro±i¢, zobaz Arnold, Mehanika. . . , rozdziaª 39). Nieh v b�dzie polem wektorowym.Okre±lmy przez Av(t) jednoparametrow¡ grup� dyfeomor�zmów zwi¡zan¡ z v, zyli
dAv(t)(x)

dt
|t=0 = v(x). Wtedy dla dowolnej funkji f(x) mo»emy okre±li¢ vf(x), zyte» ∂vf(x) (zale»nie od konwenji) jako d

dt
f(Av(t)x)|t=0. Zapis w lokalnyh wspóªrz�d-nyh pozwala przekona¢ si�, »e w punkie x ∂v jest po prostu pohodn¡ kierunkow¡ wkierunku v(x).We¹my sobie teraz drugie pole wektorowe w. Okre±lmy potok tego pola (dla niew-tajemnizonyh: to jest to samo, o jednoparametrowa grupa dyfeomor�zmów), As

w(nazwa bez skojarze« polityznyh). Pytamy si�, kiedy As
wA

t
v = At

vA
s
w, zyli, zy tepotoki s¡ przemienne.



Nieh f b�dzie dowoln¡ funkj¡ gªadk¡. Popatrzmy sobie na ró»ni� φ(As
wA

t
v(x)) −

φ(At
vA

s
w(x)). Jest to pewna funkja. Dla s = 0 i dla t = 0 jest ona zerowa. Pierwszyjej nieznikaj¡y wyraz w rozwini�iu Taylora w t = 0, s = 0 oznazamy przez ψ.Zadanie 18. Wyka», »e ψ(x) = ∂kφ(x), gdzie k jest okre±lone wzorem (1) z g = v i

h = w. Ponadto, je±li k = 0, to elementy As
w i At

v komutuj¡ dla dowolnyh s i t jakodyfeomor�zmy.Uwaga 2. Struktura grupy dyfeomor�zmów zwartej rozmaito±i M (ozywi±ie dyfeo-mor�zmy tworz¡ grup�, zazwyzaj niesko«zenie wymiarow¡), jest przedmiotem inten-sywnyh bada« naukowyh.Zadanie 19. Udowodnij, »e je±li [g, h] = 0, to x4 = x0 niezale»nie od ε. Oznaza to, »epotoki pól wektorowyh komutuj¡.Zadanie 20. Nieh ω b�dzie 1�form¡ a g, h dwoma polami wektorowymi. Wyka», »e
dω(g, h) = gω(h) − hω(g)− ω([g, h]).Wzór ten nazywa si� wzorem Cartana.Zadanie 21. Nieh teraz g1, . . . , gn+1 b�d¡ polami wektorowymi a ω n�form¡. Udowod-nij wzór

(n+ 1)dω(g1, . . . , gn+1) =

n+1
∑

i=1

giω(g1, . . . , ĝi, . . . , gi+1)+

+
∑

i<j

(−1)i+jω([gi, gj], g1, . . . , ĝi, . . . , ĝj, . . . , gn+1),gdzie ĝi oznaza, »e ten wyraz jest opuszzony.Zadanie 22. Udowodnij, »e je±li g, h i k s¡ polami wektorowymi, to [[g, h], k]+[[h, k], g]+
[[k, g], h] ≡ 0.Zadanie 23. Nieh G b�dzie grup¡ maierzy ortogonalnyh zyli gTg = Id. Nieh
g b�dzie przestrzeni¡ liniow¡ maierzy a takih, »e aT + a = 0. Wyka», »e g jestprzestrzeni¡ styzn¡ do G w punkie g0 = Id.Zadanie 24. Nieh a ∈ g. Nieh g ∈ G. Okre±lamy przeksztaªenie Lg : G→ G wzorem
Lg(h) = g · h (mno»enie z lewej strony przez g. Wtedy DLg(0) jest przeksztaªeniemliniowym mi�dzy TIdG a TgG. Okre±lmy a(g) jako DLg(0)(a). Wyka», »e a(g) jestpolem wektorowym na G, oraz DLg(a) = a, to znazy, »e a jest niezmiennize wzgl�demmno»enia przez G z lewej strony (w skróie lewoniezmiennize).Zadanie 25. Zaªó»my, »e v jest nieznikaj¡ym lewoniezmiennizym polem wektorowymna G. Udowodnij, »e v jest postai a(g) tak jak w poprzednim zadaniu.Zadanie 26. Nieh v1 i v2 b�d¡ dwoma lewoniezmiennizymi polami na G pohodz¡-ymi od elementów a, b ∈ g. Wyka», »e nawias Liego w = [v1, v2] te» jest lewoniezmien-nizy. Ponadto w pohodzi od elementu [a, b] ∈ g, gdzie [a, b] = ab− ba.Zadanie 27. Nieh Ei, Hi i = 1, 2, 3 b�d¡ funkjami (skªadowymi dwóh pól wek-torowyh w R

3). Okre±lamy na R
4 ∋ (x0, x1, x2, x3) form�

F =

3
∑

α=1

Eαdx0 ∧ dxα +H1dx2 ∧ dx3 +H2dx3 ∧ dx1 +H3dx1 ∧ dx2.Wyka», »e równanie
dF = 0równowa»ne jest ukªadowi

rotE = −∂H
∂x0

, divH = 0.



Zadanie 28. Nieh w R
4 zadana b�dzie metryka gii = 1 dla i = 1, 2, 3, g00 = −1, gij = 0dla i 6= j. Nieh j(4) = (ρ, j1, j2, j3) b�dzie polem wektorowym w R

4, a j = (j1, j2, j3)polem w R
3. Wyka», »e ukªad

δF
df
= ∗ d ∗F = 4πj.Równowa»ny jest systemowi

divE = 4πρ, rotH +
∂E

∂x0
= 4πj.Powy»sze dwa zadania dotyz¡ elektrodynamiki. E jest polem elektryznym, H �magnetyznym. ρ jest g�sto±i¡ ªadunku elektryznego, za± (j1, j2, j3) jest pr�dko±i¡ªadunków w R

3. Równania δF = 4πj i dF = 0 s¡ tzw. równaniami Maxwella. Mo»naje uzyska¢ (o zrobimy w przyszªo±i, miejmy nadziej�) z równa« Eulera�Lagrange'adla pewnego lagran»janu (zwi¡zanego z elektrodynamik¡). Je±li dF = 0, to F mo»emy,przynajmniej lokalnie, zapisa¢ jako dA dla pewnej 1�formy A, któr¡ nazywamy poten-jaªem elektromagnetyznym. A nie jest wyznazone jednoznaznie, bo mo»emy doda¢do A ró»nizk� dowolnej funkji df . Wybór A nazywa si� w �zye wyborem ehowania.Z punktu widzenia matematyznego, elektrodynamika jest teori¡, która dzieje si� nazespolonej wi¡ze liniowej. Mianowiie A jest form¡ koneksji takiej wi¡zki, za± F mainterpretaj� krzywizny. Równanie dF = 0 dostajemy w takim przypadku zupeªnie zadarmo.


