
TWIERDZENIE BESIKOWICZA�VITALIEGO.MACIEJ BORODZIKTwierdzenie 1 (zob. Dunford�Shwartz, t.I). Nieh S, ρ b�dzie przestrzeni¡metryzn¡ zwart¡, za± A dowolnym jej podzbiorem. Nieh te» F b�dzie rodz-in¡ podzbiorów domkni�tyh S o dodatnih ±redniah o tej wªasno±i, »e(1) ∀x ∈ A, ∀ε > 0 ∃F ∈ F : x ∈ F,diam(F ) < ε.Wtedy dla ka»dego r > 1 istnieje sko«zona lub przelizalna rodzina {Fi}parami rozª¡znyh zbiorów F takih, »e1. Je±li {Fi} jest rodzin¡ sko«zon¡, to A ∈
⋃

Fi.2. Je±li {Fi} przelizalna, to ∀n ≥ 1 zahodzi.(2) A ∈ F1 ∪ · · · ∪ Fn ∪
∞⋃

k=n+1

S(Fk, r · diam(Fk)),gdzie S(B, c) oznaza poduszk� zbioru B o grubo±i c, zyli
S(B, c) = {x ∈ S : ρ(x,B) ≤ c}.Dowód. Dowód twierdzenia podamy w trzeh krokah. W pierwszym skon-struujemy zbiory Fi tak, »eby byªo dobrze. W dwóh nast�pnyh poka»emy,»e jest dobrze.Ustalmy najpierw takie lizby t > 0 i s > 0, »e(3) r − t ≥ 1 + s.Takie lizby istniej¡, pod warunkiem, »e r > 1. Mo»na na przykªad bra¢

t = (r − 1)/2 oraz s = (r − 1)/3. Poni»ej B(x, r) oznaza kulk� domkni�t¡o ±rodku w x i promieniu r.Krok 1. Konstrukja zbiorów Fn. Jako zbiór F1 bierzemy dowolnypodzbiór, który przeina si� niepusto z A. Przypu±¢my, »e zbiory F1, . . . , Fmzostaªy wybrane. Wtedy, je±li
A ⊂ F1 ∪ · · · ∪ Fm,to dowód jest zako«zony. Zaªó»my wi�, »e ∃p ∈ A taki, »e
p 6∈ F1 ∪ · · · ∪ Fm.W takim przypadku podzbiór

Sm = S \ (F1 ∪ · · · ∪ Fm)jest niepusty i otwarty w F . To znazy, »e pewna kulka otwarta o ±rodku w
p jest zawarta w Sm. W kule otwartej siedzi mniejsza kulka domkni�ta.Nieh wi� δ > 0 b�dzie takie, »e

B(p, δ) ⊂ Sm.1



Z zaªo»enia (1) istnieje taki zbiór F ∈ F , zawieraj¡y p, którego ±redniajest mniejsza ni» δ/(1 + s). Wtedy
F ⊂ B(p, δ/(1 + s)),w szzególno±i

S(F, s diam(F )) ⊂ B(p,
s

1 + s
δ).Oznaza to, »e S(F, s · diam(F )) jest zawarta w Sm.St¡d mamy wniosek, »e rodzina(4) Fm = {F ∈ F : S(F, s · diam(F )) ⊂ Sm}jest niepusta. Nieh(5) εm = sup{diam(F ) : F ∈ Fm}.Z de�niji εm > 0 oraz jest sko«zone na moy zwarto±i S. Wybieramyzbiór Fm+1 jako dowolny zbiór taki, »e(6) Fm+1 ∈ Fm, oraz diam(Fm+1) ≥
r − t

r
εm.W ten sposób indukyjnie konstruujemy i¡g Fm.Krok 3

2
. Zazynamy pokazywa¢, »e ta rodzina speªnia warunek (2). Za-przezenie tego warunku, brzmiIstnieje takie n ≥ 1, oraz punkt p ∈ A taki, »e(7) p 6∈ F1 ∪ · · · ∪ Fn ∪

∞⋃

k=n+1

S(Fk, r · diam(Fk)).Dla uªatwienia przyjmiemy, »e n > 1.Z Kroku 1 wybierzmy sobie element F z rodziny Fn zawieraj¡y p. Inazejmówi¡ S(F, s · diam(F )) jest rozª¡zne z F1, . . . , Fn. Doprowadzimy dosprzezno±i w ka»dym z dwóh poni»szyh przypadków:A. S(F, s · diam(F )) jest rozª¡zne ze wszystkimi zbiorami Fk.B. S(F, s · diam(F )) nie jest rozª¡zne ze wszystkimi zbiorami Fk.Krok 2. Przypadek A.Nieh δ = diam(F ). Je±li S(F, s · diam(F )) jest rozª¡zne ze wszystkimizbiorami F1, . . . , Fk dla ustalonego k, to F nale»y do rodziny Fk (zob. (4)).W szzególno±i mamy
εk ≥ δ.Co oznaza, z warunku (6), »e(8) diam(Fk) ≥

r − t

r
δ.Nieh x1, . . . , xk, . . . b�dzie dowolnym i¡giem punktów w S takim, »e xk ∈

Fk. Wtedy dla k > l mamy
S(Fk, s · diam(Fk)) ∩ Fl = ∅,z warunku (4). To jednak oznaza, »e

ρ(xk, xl) ≥ s diam(Fk) ≥ s
r − t

r
δ.Czyli i¡g xk nie ma podi¡gu zbie»nego. Sprzezno±¢ ze zwarto±i¡ S.Krok 3. Przypadek B.



Nieh k b�dzie najmniejszym takim indeksem, »e
S(F, s · diam(F )) ∩ Fk+1 6= ∅.Z faktu, »e F ∈ Fn wnioskujemy, »e k ≥ n. Ponadto, dla wszystkih l < k+1zahodzi
S(F, s · diam(F )) ∩ Fl = ∅,zyli F jest elementem rodziny Fl. W szzególno±i F ∈ Fk. Tak wi�, namoy (5)(9) diam(F ) ≤ εk.Nieh q b�dzie dowolnym elementem z przei�ia S(F, s · diam(F )) ∩ Fk.Skoro p nie jest zawarte w S(Fk, r diam(Fk)) wiemy, »e

ρ(p, q) > r diam(Fk).Z drugiej strony, skoro q ∈ S(F, s · diam(F )), mamy
ρ(p, q) < (1 + s) diam(F ).St¡d mamy dwustronne szaowanie

(r − t)εk

(6)
< r diam(Fk) < (1 + s) diam(F ) ≤ (1 + s)εk.St¡d dostajemy sprzezno±¢ z de�nij¡ t i s, zobaz (3). �W dowodzie pokazujemy, »e A mo»na prawie pokry¢ zbiorami, które s¡rozª¡zne nie tylko na A, lez tak»e na aªej przestrzeni S. Wnioskujemy, »e

A mo»na pokry¢ rozª¡znymi zbiorami z dokªadno±i¡ do zbioru miary zero.Zanim do tego dojdziemy, musimy zde�niowa¢ pokryie Vitaliego.Nieh S, ρ b�dzie jak wy»ej przestrzeni¡ metryzn¡ zwart¡ za± µ dodatni¡miar¡ borelowsk¡ i sko«zon¡ na S.De�nija 1. Rodzina zbiorów domkni�tyh o niezerowyh ±redniah Fpokrywa A w sensie Vitaliego je±li speªniony jest warunek (1) oraz(10) ∀F ∈ F , µ(S(F, r · diam(F ))) ≤ Rµ(F ).Inazej mówi¡ poduszka zbioru nie ma drastyznie wi�kszej miary ni» samzbiór.Twierdzenie 2. Nieh F b�dzie rodzin¡ podzbiorów S pokrywaj¡yh A wsensie Vitaliego. Wtedy istnieje o najwy»ej przelizalny i¡g rozª¡znyhzbiorów F1, . . . , Fn, . . . z rodziny F , taki, »e
µ(A \

∞⋃

n=1

Fi) = 0.Czyli zbiory Fk pokrywaj¡ prawie aªy zbiór A.Dowód. Je±li istnieje taki i¡g sko«zony F1, . . . , Fk, »e A ⊂ F1 ∪ · · · ∪Fk, tojeste±my w domu. Przypu±¢my zatem, »e z Twierdzenia 1 wybrali±my i¡g
F1, . . . o tej wªasno±i, »e dla ka»dego n ≥ 1 mamy

A ⊂ F1 ∪ · · · ∪ Fn ∪
∞⋃

k=n+1

S(Fk, r · diam(Fk)).



Oszaujemy, dla du»yh n miar� zbioru
Cn = A \ (F1 ∪ · · · ∪ Fn) =

∞⋃

k=n+1

S(Fk, r · diam(Fk)).Po pierwsze miara sumy zbiorów jest mniejsza ni» suma miar. Mamy wi�
µ(Cn) ≤

∞∑

k=n+1

µ(S(Fk), r · diam(Fk)).Z warunku (10) mamy
µ(Cn) ≤ R

∞∑

k=n+1

µ(Fk).Teraz zbiory Fi s¡ rozª¡zne. Nieh
Gn =

∞⋃

k=n+1

Fk.Wtedy µ(Gn) =
∑

∞

k=n+1
µ(Fk).Mamy µ(Gn) ≤ µ(S) < ∞ z zaªo»enia o sko«zono±i miary. Ponadto

∞⋂

n=1

Gn = ∅.Czyli µ(Gn) → 0. Ostateznie
µ(Cn) ≤ Rµ(Gn) → 0.

�De�nija 2. Nieh A b�dzie podzbiorem R
n miary dodatniej. Punktemg�sto±i zbioru A nazwiemy taki punkt p ∈ A, »e(11) lim

r→0

µ(A ∩ B(p, r))

µ(B(p, r))
= 1.Twierdzenie 3. Nieh G b�dzie zbiorem punktów g�sto±i A. Wtedy µ(A \

G) = 0.Dowód. Nieh n, δ > 0 oznazmy przez An zbiór(12) An = {x ∈ A : ∀δ > 0,∃r < δ,
µ(A ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))
< 1 −

1

n
.}Poka»emy, »e dla dowolnego n mamy µ(An) = 0. Przypu±¢my, »e ta mi-ara jest dodatnia Wybierzmy sobie takie pokryie przelizalne C zbioru Ankulkami otwartymi, »e(13) ∑

C∈C

µ(C) ≤ (1 +
1

n
)µ(An).Nieh F b�dzie rodzin¡ wszystkih kulek domkni�tyh B o ±rodkah w punk-tah z An takih, »e

µ(A ∩ B)

µ(B)
< 1 −

1

n
,



oraz B jest zawarty w jakim± zbiorze pokryia C ∈ C. Ta rodzina ozywi±iepokrywa An w sensie Vitaliego.Ponadto dla ka»dego F ∈ F mamy(14) µ(An ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))
<

µ(A ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))
< 1 −

1

n
,gdy» An ⊂ (A).Z Twierdzenia 2 istnieje taki i¡g rozª¡znyh kulek F1, . . . , Fn, . . . , »e je±liprzyj¡¢

A0 = An \ (F1 ∪ . . . ),to µ(A0) = 0. Nieh A1 = An \ A0. Z nierówno±i (14) mamy, »e dla ka»dejkulki Fk zahodzi
µ(A1 ∩ Fk) ≤ (1 −

1

n
)µ(Fk).St¡d, sumuj¡ po k mamy

∞∑

k=1

µ(A1 ∩ Fk) ≤ (1 −
1

n
)

∞∑

k=1

µ(Fk).Z rozª¡zno±i kulek mo»emy zamieni¢ sum� miar na miar� sumy. Ponadtosuma ⋃
Fk = A1 tak wi� otrzymujemy(15) µ(An) = µ(A1) ≤ (1 −

1

n
)µ(

∞⋃

k=1

Fk).Ale ka»da kulka jest Fk jest zawarta w pewnym zbiorze pokryia C. Wszzególno±i mamy
∞⋃

k=1

Fk ⊂
⋃

C∈C

C.W szzególno±i
µ(

∞⋃

k=1

Fk ≤
∑

C∈C

µ(C) ≤ (1 +
1

n
)µ(An),gdzie ostatnie nierówno±¢ wynika z warunku (13). �¡z¡ t� nierówno±¢ znierówno±i¡ (15) mamy

µ(

∞⋃

k=1

Fk) ≤ (1 −
1

n2
)µ(

∞⋃

k=1

Fk).Otrzymana sprzezno±¢ dowodzi, »e
µ(An) = 0.Bior¡ sum� An po n naturalnyh otrzymujemy tez� twierdzenia. �


