
Materiaªy na ¢wizenia 14 mara 2008.Maiej BorodzikZadanie 1. Stosuj¡ zamian� zmiennyh (wspóªrz�dne biegunowe) oblizaªk� ∫
R2

e−x2
−y2

dxdy.Korzystaj¡ z tego obliz aªk� ∫
∞

0 e−x2

dx.Zadanie 2. Obliz moment bezwªadno±i wydr¡»onej kuli o promieniu 1 ipromieniu wydr¡»onego kawaªka równym r ∈ [0, 1). Kula jest jednorodna,g�sto±¢ jest tak dobrana, »eby masa byªa równa 1.Moment bezwªadno±i zbioru A o g�sto±i punktowej ρ(x, y, z) wzgl�dem prostej
l wyra»a si� przez aªk� ∫

A
ρdist((x, y, z), l)2. Zakªadamy, »e w tym przy-padku prosta przehodzi przez ±rodek kuli.Pytanie. Je±li dwie wydr¡»one kulki jak w powy»szym zadaniu i promieni-ah wewn�trznyh odpowiednio 0 ≤ r1 < r2 < 1 stazaj¡ si� po równi, toktóra z nih stozy si� szybiej?De�nija 1. Nieh M b�dzie rozmaito±i¡ klasy C1, B ⊂ M podrozmaito±-i¡ zwart¡ za± A jak¡± abstrakyjn¡ rozmaito±i¡ zwart¡. Nieh f : A → Mb�dzie klasy C1. Powiemy, »e f jest transwersalne do B w punkie y0 ∈ Bje±li dla ka»dego punktu x ∈ A takiego, »e f(x) = y0 zahodzi(1) f∗(TxA) + Ty0

B = Ty0
M.W powy»szym wzorze znak �+� oznaza sum� przestrzeni algebraiznyh.Powiemy, »e f jest transwersalne do B (oznazamy f ⋔ B) je±li jest tran-swersalne do B w ka»dym punkie y ∈ B.Uwaga 1. W szzególno±i, je±li f(A) jest rozª¡zne z B, to f jest transwer-salne do B.Uwaga 2. Je±li A ⊂ M jest podrozmaito±i¡, to mówimy, »e A ⋔ B wtedy,gdy odzworowanie identyzno±iowe z A do A jest transwersalne do B.Zadanie 3. Wyka», »e je±li B jest zbiorem jednopunktowym {y0} to f jesttranswersalne do B wtedy i tylko wtedy, gdy y0 nie jest warto±i¡ krytyzn¡

f .Przykªad 1. Na poni»szym rysunku lewe odwzorowanie nie jest transwer-salne, za± prawe jest.B Bf(A) f(A)Zadanie 4. Proste przykªady(a) Je±li M = R
2 i B jest prost¡ za± A jest jednowymiarowe, to f ⋔ Bwtedy, gdy obraz f(A) przeina pod niezerowym k¡tem B i »adenpunkt b ∈ B nie jest warto±i¡ krytyzn¡ odwzorowania f .1



(b) Je±li M , B i A jak w punkie (a), podaj przykªad takiego f , »e f(A)przeina B pod niezerowym k¡tem, ale f nie jest transwersalne do
A.() Je±li B jest prost¡ ale M = R

3 i A jest te» jednowymiarowe, to f ⋔ Bwtedy, gdy obraz f(A) jest rozª¡zny z B.Uwaga 3. Powy»sze przykªady mog¡ sugerowa¢, »e w de�niji transwer-salno±i lepiej byªoby u»y¢ sumy prostej, a nie zwykªej sumy algebraiznej.Wolimy jednak sum� algebraizn¡, bo je±li na przykªad B i A s¡ powierzh-niami w R
3, to A ⋔ B wtedy, gdy A nie jest nigdzie styzne do B.Uwaga 4. Zwarto±¢ na razie nie byªa istotna. Dopiero teraz zazyna dziaªa¢.Twierdzenie 1 (Twierdzenie o transwersalno±i). Wybierzmy na M metryk�zgodn¡ ze struktur¡ rozmaito±i. Wtedy przestrze« odwzorowa« ró»nizkowal-nyh f : A → M ma struktur� przestrzeni metryznej C(A,M). Wtedy dladowolnego B zwartego, zbiór tyh f , które s¡ transwersalne do B jest otwartyi g�sty w C(A,M).Innymi sªowy, je±li f ⋔ B , to C1-bliskie odzworowanie g te» speªnia g ⋔ B.Ponadto, dla dowolnego f : A → M i dowolnego ε > 0 istnieje g : A → M ,

g ⋔ B i g bli»sze f o mniej, ni» ε.Dowód. Dowód b�dzie przebiegaª w kilku krokah i stosowaª twierdzenie ofunkji uwikªanej i twierdzenie Sarda. Nieh na poz¡tek f : A → M b�dziedowolnym odwzorowaniem klasy C1. Skonstruujemy odwzorowanie dowolniebliskie f , które b�dzie transwersalne do B.(a) Rozpatrujemy przypadek, gdy A jest pewnym otozeniem zera w R
k,

B jest pewnym otozeniem zera w R
n w przestrzeni R

n+m (zyli Mjest otozeniem zera w R
n+m).Nieh π b�dzie rzutowaniem z M na przestrze« R

m, które prz-erzua aª¡ B w punkt x0 = π(B):
B π

f(A)

x0 = π(B)

π(f(A))Wyka», »e w tym przypadku f ⋔ B wtedy i tylko wtedy, gdy x0nie jest warto±i¡ krytyzn¡ zªo»enia π ◦ f .(b) Nieh teraz V b�dzie przestrzeni¡ dopeªniaj¡¡ B w M (zyli V ⊕
B = M). Udowodnij, »e dla istnieje podzbiór otwarty g�sty (zobaz



Twierdzenie 2) peªnej miary Vε taki, »e dla dowolnego v ∈ Vε odw-zorowanie fv : A → M zadane wzorem fv(a) = f(a) + v ma tak¡wªasno±¢, »e x0 nie jest warto±i¡ krytyzn¡ zªo»enia π ◦ f .Uwaga 5. To dodawanie parametru mo»na obejrze¢ na rysunku zpierwszej strony: niebieska krzywa jest przesuni�ta do góry o pewn¡warto±¢.() Korzystaj¡ z argumentu sklejania wyka», »e w ogólnym przypadkuda si� znale¹¢ odwzorowanie bliskie f transwersalne do B.Uwaga 6. Mo»emy pokry¢ zbiór A dostateznie drobnym pokryiem.Potem mody�kujemy f na ka»dym zbiorze pokryia. Problem polegana tym, »e gdyby±my byle jak mody�kowali f na ka»dym zbiorzepokryia, to zmody�kowane funkje fv by si� nie skleiªa do globalnieokre±lonej funkji f . I to jest tre±¢ zadania.(d) Wyka», »e je±li A i B s¡ zwarte f : A → M jest transwersalne do Bi g dostateznie bliskie A wraz z pohodn¡, to g ⋔ B.Uwaga 7. To ju» bezdyskusyjnie mo»na pokazywa¢ w lokalnyhwspóªrz�dnyh tak jak w punkie (a). Sprowad¹ zadanie do stwierdzenia:je±li f : Ω → R
l oraz Ω zwarty i y0 ∈ R

l nie jest warto±i¡ kryty-zn¡ f , to istnieje takie ε > 0, »e je±li ||f − g||C1 < ε, to y0 nie jestwarto±i¡ krytyzn¡ g.Potem udowodnij to stwierdzenie.
�Skorzystali±my z wariantu twierdzenia Sarda mówi¡ego o tym, »e zbiórwarto±i krytyznyh jest brzegowy i domkni�ty. Poni»ej podajemy ±isªesformuªowanie i dowód w zadaniah.Twierdzenie 2 (Wniosek z tw. Sarda). Nieh X i Y b�d¡ rozmaito±iami,przy zym X jest zwarta za± f : X → Y odpowiednio gªadkim odwzorowaniemz X do Y . Wtedy zbiór warto±i krytyznyh jest domkni�ty i brzegowy.Dowód.(a) Wyka», »e zbiór warto±i krytyznyh nie mo»e zawiera¢ »adnego zbioruotwartego.(b) Wyka», »e zbiór punktów krytyznyh f jest domkni�ty.() Udowodnij tez� twierdzenia.(d) Nieh X i Y b�d¡ po prostu R (a wi� nie ma zwarto±i dziedziny). Podajprzykªad, »e teza twierdzenia nie zahodzi. Co si� psuje? �Zastosowania twierdzenia o transwersalno±i (w wersji podanej tutaj imoniejszej, pohodz¡ej od R. Thoma do±¢ trudnej do sformuªowania) s¡bardzo szerokie.Z geometryznego punktu widzenia mo»na my±le¢ o tym takStwierdzenie 1. Nieh M b�dzie rozmaito±i¡ wymiaru m za± B ⊂ Mzwart¡ podrozmaito±i¡ wymiaru k. Wtedy, je±li A jest rozmaito±i¡ wymiaru

l < m − k, to dowolne odwzorowanie gªadkie f : A → M jest homotopijne zodwzorowaniem omijaj¡ym B.



W taki sposób mo»na u»ywa¢ transwersalno±i jako metody lizenia np.grup homotopii rozmaito±i M .Inny przykªad to wtedy, gdy wymiary si� dopeªniaj¡, zyli l+k = m. Wt-edy (udowodnij!) je±li f ⋔ B, to przei�ie f(A)∩B skªada si� ze sko«zonejlizby punktów. W topologii bardzo przydatna jest nast�puj¡a de�nijaDe�nija 2. Nieh M , A i B jak wy»ej, przy zym zakªadamy, »e wszystkierozmaito±i s¡ teraz zorientowane oraz dimA + dim B = dim M . Nieh
f : A → M b�dzie transwersalne do B. Okre±lamy

f(A) · B =
∑

y:f(A)∈B

δy,gdzie δy = +1 je±li orientaja sumy f∗TyA ⊕ Tf(y)B zgadza si� z orientaj¡
Tf(y)M , −1 w przeiwnym przypadku. Napisali±my ⊕, aby podkre±li¢, »ew tym przypadku przei�ie obu przestrzeni jest trywialne. Je±li A ⊂ Mpiszemy A · B i zakªadamy, »e f jest identyzno±i¡.Zadanie 5. Wyka», »e w Przykªadzie 1 indeks przei�ia niebieskiej i zarnejkrzywej jest równy zero, niezale»nie od wyboru orientaji.Zadanie 6. Wyka», »e je±li g dostateznie bliskie f i f ⋔ B, to f(A) · B =
g(A) · B.Tak naprawd� to indeks przei�ia nie zale»y od klasy homotopii f . Jakmógªby wygl¡da¢ dowód? Bierzemy homotopi� F : A × [0, 1] → M i
F (A, 0) = f0, F (A, 1) = f1. Je±li daªoby si� zagwarantowa¢, »e dla ka»dego
t ft ⋔ B, Zadanie 6 zaªatwiªoby spraw�.Niestety, tak zrobi¢ si� nie da. Mianowiie we¹my nast�puj¡y przykªad:B B

f0(A)
f1(A)Ozywi±ie f0 i f1 s¡ homotopijne. Ale zawsze przejdziemy przez punkt,kiedy ft b�dzie styzne do B. Gdyby tak nie byªo, to f0 i f1 przeinaªyby Bw takiej samej ilo±i punktów (dlazego?).Mo»emy jednak zagwarantowa¢, »e (przy przej±iu do lokalnyh wspóªrz�d-nyh i zªo»eniu z rzutowaniem π) π · ft ma tylko niezdegenerowane warto±ikrytyzne oraz istnieje tylko sko«zenie wiele takih t1, . . . , tk, »e fti nie jesttranswersalne do B. Wynika to po±rednio z twierdzenia o transwersalno±i(dokªadnie, z silniejszej wersji).Przy zmianie t z ti − ε do ti + ε pojawia si� (lub znika) para punktówprzei�ia ft(A) ∩ B, z któryh jeden ma indeks δ = +1 za± drugi −1.Szzegóªy pomijamy.


