
Kolokwium z Analizy. Zadania przygotowawze.Spo±ród tyh zada« najwa»niejsze s¡ pierwsze, polegaj¡e w skróie napolizeniu �aªki z zego± gªupiego po zym± gªupim�. Umiej�tno±¢zrobienia zada« 1�5 (z dokªadno±i¡ do ewentualnyh niedu»yhbª�dów rahunkowyh) wystarza na oen� 4.5. Nieumiej�tno±¢zrobienia »adnego z tyh zada« (nawet, je±li si� zrobi wszystkie inne)nie pozwala na osi¡gni�ie oeny wy»szej, ni» 4.5. Zadania zkohomologii s¡ bardzo proste i, ozywi±ie, nieobowi¡zkowe.Zadanie 1. Obliz aªk�
∫
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x3dy ∧ dz,gdzie S jest poªówk¡ sfery x2 + y2 + z2 = 1, x ≥ 0.Zadanie 2. Obliz pole powierzhni torusa o du»ym promieniu R imaªym promieniu r.Zadanie 3. Obliz aªk�
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7 = 1}.Zadanie 4. Obliz ±rodek i�»ko±i jednorodnej póªsfery x2 +y2 +z2 +
u2 = 1, u ≥ 0 w R

4. Wspóªrz�dne ±rodka i�»ko±i lizymy nast�puj¡o:
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xρ,gdzie ρ jest g�sto±i¡, S jest powierzhni¡. Mx jest wspóªrz�dn¡ x, iten wªa±nie x wyst�puje po prawej stronie wzoru.Zada« tego typu nie robili±my na ¢wizeniah, bo s¡ one wyª¡znierahunkowe.Zadanie 5. Obliz pole powierzhni ogranizonej przez kardioid� r =
2(1 + cosφ), φ ∈ [0, 2π].Zadanie 6. Nieh v = (vx, vy, vz) b�dzie polem wektorowym na R

3.Nieh Φ(t) b�dzie potokiem tego pola, zyli grup¡ dyfeomor�zmów.Nieh ω = dx ∧ dy ∧ dz oznaza form� obj�to±i na R
3. Okre±lamy

ωt = Φ(t)∗ω. Udowodnij, »e
lim
t→0

1

t
(ωt − ω) = (div v) · ω.Jest to wariant twierdzenia Liouvilla. Mówi ono, »e Φ(t) zahowujeobj�to±¢ wtedy i tylko wtedy, gdy div = 0.Zadanie 7. Nieh A i B b�d¡ dowolnymi maierzami 3×3. Okre±lamypole wektorowe

vA(x, y, z) = (a11x+a12y +a13z, a21x+a22y +a23z, a31x+a32y +a33z).1



Udowodnij, »e [vA, vB] = v[A,B].Zadanie 8. Udowodnij, »e dla dowolnej 1�formy ró»nizkowej ω za-hodzi
dω(v1, v2) = v1 · ω(v2) − v2 · ω(v1) − ω([v1, v2]),gdzie vi· oznaza ró»nizkowanie kierunkowe w kierunku vi.Zadanie 9. Nieh U i V b�d¡ dwoma podzbiorami otwartymi R

n.Nieh H : U → V b�dzie dyfeomor�zmem takim, »e dla ka»dej f :
V → R klasy C1 mamy

∇(f(H(x)) = (DH)−1∇f(y)|y=H(x).Wyka», »e DH jest przeksztaªeniem ortogonalnym.Zadanie 10. Obliz grupy kohomologii dwuprela, zyli torusa z dwomadziurami.Zadanie 11. Nieh M b�dzie rozmaito±i¡. Nieh ω1 ∈ Hk(M) i ω2 ∈
H l(M) b�d¡ dwoma reprezentantami klas kohomologii. Rozpatrzmy
η = ω1 ∧ ω2. Wyka», »e dη = 0, ponadto klasa kohomologii formy
η nie zale»y od wyboru reprezentantów ω1 i ω2. Zauwa», »e dobrzeokre±lone odwzorowanie Hk(M)×H l(M) → Hk+l(M) jest dwuliniowe iprzemienne, gdy k ·l parzyste, za± antyprzemienne, gdy k ·l nieparzyste.Zadanie 12. Nieh M1 i M2 b�d¡ rozmaito±iami. Udowodnij, »e
Hn(M) = ⊕p+q=n Hp(M1) ⊗ Hq(M2).Wskazówka. Zadanie to jest uogólnieniem Zadania 3


