
Kilka problemów otwartyh.Ju» dwa, w tym jeden ma z�±¢ informatyzn¡.28 kwietnia 2007Maiej Borodzik1. Oblizenie wyznaznika.Problem 1. Rozwa»my sobie i¡g wielomianów okre±lony rekurenyjnie.
φ1(u) = 1, φ2(u) = u

φn(u) = uφn−1 − (u2 − 3)φn−2.Nietrudno zauwa»y¢, »e deg φ3k+1 = 3k, deg φ3k+2 = 3k + 1 oraz deg φ3k+3 = 3k.Ponadto, o nie jest ju» takie ozywiste, φ3k+3 jest liniowo zale»ny od wielomianów φidla i mniejszyh stopni. Nieh ψ2k+1 = φ3k+1 oraz ψ2k+2 = ψ3k+2. Wtedy, dla dowolnego
n, wielomiany ψ1, . . . , ψn tworz¡ baz� w przestrzeni wielomianów stopnia mniejszego,b¡d¹ równego n− 1.Problem jest nast�puj¡y. Polizy¢
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∣Interesuj¡e jest zwªaszza pokazanie, »e Kn 6= 0. Eksperymenty numeryzne, toznazy polizenie tego wyznaznika przez maierze, prowadz¡ do tego, »e Kn ma bardzoiekawy rozkªad na zynniki pierwsze, sugeruj¡y istnienie prostego wzoru na Kn.Problem 2. Analogizny problem dotyzy sytuaji, gdy φi(u) s¡ zde�niowane rekuren-yjnie przez φ1 = 1, φ2 = u, φn(u) = uφn−1 −
u
3+au

2+1
2u+a

φn−2. Okre±lamy ψ3k+i = φ4k+idla i = 1, 2, 3. Wtedy tak samo nale»y oblizy¢ wyznaznik Kn i pokaza¢, »e jest ró»nyod zera, je±li tylko parametr a jest niezerowy.Zastosowanie tego (na oko) prostego problemu prowadzi do gª�bokih wniosków wteorii krzywyh algebraiznyh w przestrzeni.2. Teoria Morse'a dla w�zªówRozwa»my powierzhni� C w C2 zadan¡ przez równanie f(x, y) = 0. f jest wielomi-anem dwóh zmiennyh zespolonyh. Zakªadamy, »e C mo»e mie¢ punkty osobliwe.Rozpatrzmy sfery Sr = {||x||2 + ||y||2 = r2}. Dla prawie wszystkih r poza sko«zon¡lizb¡ przei�ie C z Sr jest gªadk¡ zwart¡ podrozmaito±i¡ Lr sfery trójwymiarowej, awi� w�zªem lub splotem.Problem ogólny: powi¡za¢ wªasno±i powierzhni C z wªasno±iami Lr.Je±li C jest osobliwe w punkie (0, 0) a r dostateznie maªe, to wiadomo wszystko.Ponadto, je±li R jest bardzo du»e, to równie» mo»na zidenty�kowa¢ LR w terminahkrzywej C. Zbadanie, jak zmienia si� Lr gdy zmieniamy r (typ w�zªa powinien by¢staªy na zbiorah otwartyh), mo»e doprowadzi¢ do stwierdze«, »e powierzhnia C opewnyh wªasno±iah mo»e istnie¢, albo nie mo»e.Problem 3. Napisa¢ program komputerowy, który dla zadanego z góry wielomianu (by¢mo»e wielomian musiaªby by¢ wpisywany w ¹ródªo, ale to nie szkodzi), rysuje w�zeª
Lr w R3 (przehodzimy ze sfery trójwymiarowej do R3 poprzez rzut stereogra�zny
(x, y, z, u) → 1

1−u
(x, y, z)). Za pomo¡ klawiatury mo»na byªoby zmienia¢ parametr

r, ze wzgl�du na utrudnion¡ mo»liwo±¢ dostrze»enia �najlepszego� punktu widzenia,wskazana byªaby mo»liwo±¢ obrotu rysunku za pomo¡ myszy oraz przesuwanie ±rodkarzutu stereogra�znego (stosowanie przeksztaªenia ortogonalnego R
4).1


