Staba zbiezno$é miar..
Maciej Borodzik

Lemat 1. Niech X bedzie zbiorem a K, : X — R rodzing funkcji rzeczywistych ograniczonych
na X oraz

I, = inf K,(x), S, =sup K,(x).
reX reX

Zatdozmy, ze istnieje taka funkcja rzeczywista K : X — R, ze Vo € X K, (x) — K(x) (zbieznosé
punktowa). Niech

I = inf K(x), S =supK(z).
reX zeX

Wtedy zachodzi
limsupl, < I, liminfS§, > S.

Proof. Zamiana K, na —K,, prowadzi do tego, ze wystarczy rozwazy¢ przypadek inf. Z definicji
I wynika, ze istnieje taki ciagg x,, € X, ze

1
K <I+—.
(zm) + om

Dla kazdego m istnieje takie n,,, ze
1
| K (Ym) — K(ym)| < gy dla n > n,y,, bo K,, — K punktowo.

Stad wynika, ze K, (ym) < I + % dla dostatecznie duzych n. A zatem [, < I + % A co za
tym idzie

1
limsupl, <1+ —.
m
Wobec dowolnosci m otrzymujemy teze. O
Uwaga 1. Nie mozemy wnioskowad, ze lim [,, istnieje. Istotnie, wezmy funkcje f(x) = Zj

(funkcja charakterystyczna odcinka [0, 1]) Niech X = R, Ky, (x) = 2f(x — 2n), Kopt+1(z) =
flx —2n —1). Wtedy K,, — 0 punktowo, ale I, = 2, I3,11 = 1.

Stwierdzenie 1. Niech Q) bedzie przestrzenig topologiczng a p, i, bedg borelowskimi miarami

dodatnimi i skoriczonymi na ). Nastepujgce warunki sqg rownowazne
W1 Dla kazdego zbioru otwartego U zachodzi

lim inf u,(U) > wU),
oraz dla kazdego zbioru domknietego B mamy

lim sup pin(B) = p(N).

n—oo

W2 Dla dowolnego zbioru borelowskiego C, takiego, ze 1(0C) =0 (miara brzegu) zachodzi
lim 1, (C) = p(C)
W3 Dla dowolnej funkcji ciggtej i ograniczonej na  mamy

lim/szfdun:/ﬂfdu.

Dowdd. Implikacja W2 — W3 byla pokazana na ¢éwiczeniach. Dla pokazania W3 — W1
wykorzystamy Lemat 1. Mianowicie, przypusémy, ze U jest zbiorem otwartym. Niech Fy
bedzie zbiorem funkcji ciagtych o wartosciach w [0, 1] znikajacych poza U. Jest oczywiste, ze

= Sup / fd:u’na
feFy
oraz analogicznie dla u(U). Istotnie, miara zbioru to catka z funkcji stale rownej jeden. My
przyblizamy funkcje charakterystyczng zbioru U funkcjami ciggtymi na U od dotu.
Stosujemy lemat biorac Fys za przestrzen X, K, (f) = [ fdun, K(f) = [ fdu.
Analogicznie, biorac za Fp zbior funkcji ciggltych o wartosciach w [0,1] réownych 1 na B

pokazujemy drugg cze§é¢ warunku W1. )



Z W1 natychmiast wynika W2. Zal6zmy, ze C jest otwarty, oraz u(90C) = 0. Wtedy

lim sup g, (C) + lim sup p,, (0C) < pu(C) = p(C)
liminf p, (C) > pu(C).
Stad dostajemy lim sup pu,,(C) = lim inf p,, (C) = u(C). O
Definicja 1. O ciggu miar spetniajgcych jeden z trzech powyzszych warunkéw powiemy, ze jest
stabo zbiezny do miary p.

Uwaga 2. W warunku W1 nie mozna opusci¢ czerwonych napiséw. Istotnie, wezmy sobie
dwa ciggi miar na R
1 1

oy = %6_"“3‘0&:
9 %e_mda:, gdy z >0
Hn ﬁe”xdx, gdy x <0

Wtedy oba te ciagi zbiegaja do miary Diraca . Niech U = (0,00). Wtedy pl(U) = 3 a
p2(U) = 3. Wystarczy teraz przeples¢ miedzy soba te ciagi, wtedy s, (U) nie bedzie miat

1
granicy.



