
Prawa elektromagnetyzmu i równania Maxwellawg. Resnik, Holliday t. 2, Dubrovin Novikov Fomenko �ContemporaryGeometry�Maiej Borodzik1. Prawo Coulomba i prawo GaussaPrawo Coulomba, znane ze szkoªy ±redniej, mówi, »e na dwa ªadunki elek-tryzne w pró»ni q0 i q oddalone od siebie o r dziaªa siªa
Fel =

1

4πε0

q0 · q1

r2
,gdzie ε0 ≃ 8.854187818 · 10−12C2/(N · m2) jest nazywane przenikalno±i¡elektryzn¡ pró»ni. Mo»na z dobrym przybli»eniem przyj¡¢, »e 1/4πε0 =

9.0 · 109 · N · m2/C2.Prawo Coulomba mo»na przeformuªowa¢ nast�puj¡oPrawo Coulomba. �adunek punktowy q0 w pró»ni wytwarza pole elek-tromagnetyzne E = 1
4πε0

q0

r2
· ~r
||r|| . Pole to dziaªa na inny ªadunek q siª¡

F = Eq.W przypadku, gdy mamy do zynienia nie z ªadunkiem punktowym a zªadunkiem rozmytym, okre±lonym na zbiorze Ω ⊂ R
3 z g�sto±i¡ ªadunku

ρ (ρ jest to pewn¡ miar¡ na Ω, której atomy odpowiadaj¡ ªadunkom punk-towym), to pole elektryzne w punkie y ∈ R
3 zadane jest wzorem

E(y) =
1

4πε0

∫

Ω

x − y

||x − y||3
dρ(x). (1)Przykªad 1. Rozwa»my okr¡g S = {x2 + y2 = r2, z = 0} o ªadunku

q rozmieszzonym jednorodnie. W punkie (0, 0, z) pole elektryzne gen-erowane przez ten okr¡g jest skierowane w kierunku osi Oz i dane wzorem
E =

1

4πε0

∫

S

q

2πr

z

(z2 + r2)3/2
dS.Tutaj g�sto±¢ ρ = q

2πrdS. Poniewa» funkja podaªkowa jest staªa na okr�gu,wynik jest po prostu miar¡ okr�gu pomno»on¡ przez funkj� podaªkow¡,zyli
E =

1

4πε0

qz

(z2 + r2)3/2
.Poni»sze poj�ie ma (stosunkowo) niewielkie znazenie dla rozwi¡zywaniazada«, jest jednak bardzo istotne w sformuªowaniu praw �zyki.De�nija 2. Strumieniem pola elektryznego przez powierzhni� zamkni�t¡

S nazwiemy aªk�
∫

S

~E =

∫

S
Ex dy ∧ dz + Ey dz ∧ dx + Ez dx ∧ dy.1



2 Na moy twierdzenia Stokesa, je±li S ograniza zbiór B, to strumie« polajest równy
∫

B
div E.Oblizmy teraz dywergenj� pola (1). Wiemy, »e

divy
x − y

||x − y||3
= 0je±li tylko x 6= y. Oznaza to, »e dywergenja pola jest skonentrowana nazbiorze Ω. Je±li pole E jest wytwarzane przez ªadunek punktowy wielko±i

q, to strumie« pola wzdªu» maªej sfery jest w otozeniu q jest równy q
ε0
. Ar-gumenty z teorii miary pozwalaj¡ stwierdzi¢, »e div E = 4πρ (w sensie dys-trybuyjnym: je±li ρ jest g�sto±i¡ ªadunku punktowego, to div E = 4πδy),o po wyaªkowaniu po B prowadzi doPrawo Gaussa. Strumie« pola elektryznego przez powierzhni� zamkni�t¡

S równy jest aªkowitemu ªadunkowi elektryznemu zawartemu wewn¡trz tejpowierzhi. Zapisuj¡ wzorem
∫

S

~E =

∫

B
ρ.Prawo Gaussa w postai in�nitezymalnej ma posta¢

div E(y) =
1

ε0
ρ(y). (2)Z prawa Gaussa pªynie nast�puj¡y wniosekWniosek 3. W zamkni�tym przewodniku izolowanym (np. w metalowejkuli) ªadunek skupia si� na brzegu przewodnika.Dowód. Rozpatrzmy przewodnik B z brzegiem S i we¹my dowoln¡ powierzh-ni� zamkni�t¡ K zawart¡ aªkowiie we wn�trzu B. Jako »e materiaª jestprzewodnikiem, w stanie równowagi elektrostatyznej strumie« pola przez Kjest równy zero. Zaªo»enie, »e g�sto±¢ ªadunku w jakim± punkie we wn�trzu

B jest dodatnia prowadzi wi� do sprzezno±i. �2. Prawo Ampère'a i indukjaNieh B b�dzie polem magnetyznym w pró»ni. Je±li ªadunek q poruszasi� w tym polu z pr�dko±i¡ v, dziaªa na niego siªa
Fmagn = qv × B.Pole magnetyzne wywoªuje równie» przepªyw pr¡du. Do±wiadzalnie stwierd-zonoPrawo Ampère'a. W przypadku braku pola elektryznego, pole magnety-zne B wywoªuje przepªyw pr¡du i równy

∫

l
B = µ0i, (3)



3gdzie l jest krzyw¡ zamkni�t¡, i pr¡dem przepªywaj¡ym przez powierzhni�
S ogranizaj¡¡ l a µ0 = 4π · 10−7T · m/A jest nazwane przenikalno±i¡dielektryzn¡ pró»ni. T oznazaj¡ tesl� (jednostk� indukji magnetyznej),za± A ampery.Je±li B = (Bx, By, Bz), to aªka w lewej stronie (3) jest równa

∫

l
Bxdx + Bydy + Bzdz.Stosuj¡ wzór Stokesa uzyskujemy ∫

l B =
∫

S rotB.Z drugiej strony pr¡d przepªywaj¡y przez powierzhni� S jest równy aªepo S z wektora nat�»enia pr¡du. W tym miejsu przypominam, »e pr¡d jestto przepªyw ªadunków. Pr¡d przez powierzhni� to to samo, o strumie«nat�»enia pr¡du przez powierzhni�. a wi� i =
∫

S J . Wstawiaj¡ to do (3),wobe dowolno±i S mamy
rotB = µ0J.Prawo Ampère'a mówi o indukji magnetyznej. Je±li dane s¡ dwa przewod-niki i w jednym pªynie pr¡d I1, wytwarza on pole pewne pole magnetyzne

B1. To pole wytwarza w drugim przewodniku pr¡d I2, który jest indukowanyz pr¡du I1.Powy»sze wzory obowi¡zuj¡, gdy pole elektryzne nie istnieje, lub jeststaªe w zasie. Zmiana pola elektryznego indukuje pole magnetyzne (faktzostaª zapostulowany przez symetri� równa« Maxwella i potwierdzony do±wiad-zalnie pó¹niej). Wzór (3) uogólnia si� do
∫

l
B = µ0(i + ε0

dΨE

dt
),gdzie ΨE jest strumieniem pola elektryznego przez powierzhni� ogranizan¡przez l. Równanie Maxwella w ogólno±i przyjmuje posta¢

rot B = µ0J + µ0ε0
∂E

∂t
. (4)Mo»na te» sformuªowa¢ in�nitezymaln¡ wersj� prawa Ampère'a. MianowiiezahodziPrawo Biota�Savarta. Pr¡d o nat�»eniu i pªyn¡y przez odinek dl wpunkie oddalonym o ~r od l pole magnetyzne równe

dB =
µ0i

4π

dl × ~r

||r||3
.Prawo Ampère'a uzyskujemy po wyaªkowaniu obu stron po dl. Za-uwa»amy podobie«stwo do prawa Gaussa: pole magnetyzne rozhodzi si�tak jak 1/r2.Przypu±¢my, »e istniaªby odosobniony ªadunek magnetyzny. Zgodnie zprawem Biota�Savarta wytwarzaªby on pole magnetyzne zahowuj¡e si� wtak jak ~r/||r||3.



4 e±li zastosowa¢ do strumienia pola magnetyznego t� sam¡ proedur�, odo strumienia pola elektryznego, uzyskamy, »e dywergenja pola B jestrówna g�sto±i ªadunku magnetyznego w danym punkie. Jako, »e nie ist-nieje monopol magnetyzny, g�sto±¢ ta jest zerowa. Otrzymujemy zatemkolejne równanie Maxwella
div B = 0. (5)To równanie jest prawdziwe przy zaªo»eniu, »e nie istnieje monopol magne-tyzny.2.1. Zastosowania. Po pierwsze, pr¡d pªyn¡y przez przewodnik indukujepole magnetyzne. A wi� powoduje przesuwanie si� magnesu. Dobrzeumieszzony przewodnik (zwoje drutu) i magnes mo»e sprawi¢, »e magnesyzazn¡ si� obraa¢. Na tej zasadzie dziaªa silnik elektryzny.Jako drugie zastosowanie mo»na wymieni¢ zamki otwierane zdalnie (np.w domofonah), gdzie wª¡zone napi�ie powoduje zwolnienie blokady przedotwariem drzwi.Trzeim z milionów zastosowa« s¡ japo«skie superszybkie poi¡gi. Otó»pr¡d pªyn¡y przez szyn� mo»e wytwarza¢ poduszk� magnetyzn¡ tak, »epoi¡g nie jedzie po szynah (eliminaja taria) a sunie kilka � kilkadziesi¡tentymetrów ponad nimi. Ponadto taki poi¡g mo»e by¢ równie» magnety-znie nap�dzany. 3. Zasada indukji FaradayaW roku 1831 M. Faraday i J. Henry niezale»nie od siebie sprawdzili, »ezbli»anie magnesu do ewki w obwodzie zamkni�tym powoduje, »e przez ob-wód przepªywa pr¡d. Do±wiadzalnie stwierdzono, »e je±li krzyw¡ zamkni�t¡

l ogranizony powierzhni¡ S i ΦB oznaza strumie« pola przez S, to siªaelektromotoryzna E indukowana w tym obwodzie wynosi −dΦB

dt . Znak mi-nus oznaza, »e indukowany przepªyw ªadunków przeiwdziaªa zmianie polamagnetyznego.Siªa elektromotoryzna SEM (ma wymiar J/C, lub równowa»nie V ) jestsiª¡, która wykonuje pra� nad ªadunkiem elektryznym. Siªa w obwodziezamkni�tym l wykonuje pra� nad ªadunkiem q równ¡ Eq (przy jednokrotnymobiegu obwodu). �atwo si� przekona¢, »e ta de�nija odnosi si� np. dobaterii: je±li bateria podª¡zona do obwodu zamkni�tego SEM U (np. 12V) iprzez obwód zamkni�ty pªynie pr¡d I = 2A, bateria taka ma mo U · I a wi�w jednoste zasu t wykona pra� U · I · t. Z drugiej strony I jest pr�dko±i¡przepªywu ªadunków, zyli I = q/t, je±li jest staªy w zasie. A wi� istotniepraa wynosi U · q i jest to praa, któr¡ bateria wykonuje nad ªadunkiem.W dowolnym punkie obwodu siªa elektryzna dziaªaj¡a na ªadunek qwynosi Eqdl, gdzie E jest nat�»eniem pola elektryznego. A zatem E =
∫

Edl. Stosuj¡ twierdzenie Stokesa uzyskujemy



5Prawo Faradaya (wersja Maxwella). Zmiana pole magnetyznego B in-dukuje pole elektryzne E zgodnie ze wzorem
rot E = −

∂B

∂t
. (6)3.1. Zastosowania. Pr¡dnia sªu»y do wytwarzania pr¡du z ruhu. Trans-formatory przenosz¡ pole zmienne o zadanym napi�iu na pole zmienne oinnym napi�iu. Transformatory stanowi¡ integraln¡ z�±¢ prostowników izasilazy. Podobnie zastosowaniem jest radio.4. Podsumowanie równa« MaxwellaRównania Maxwella przyjmuj¡ nast�puj¡¡ posta¢

div E =
1

ε0
q Prawo Gaussa (7)

rot E = −
∂B

∂t
Prawo Faradaya (8)

div B = 0 brak monopoli magnetyznyh (9)
rot B = µ0J + µ0ε0

∂E

∂t
prawo Ampère'a. (10)Przypomnijmy teraz, »e div rot = 0. Je±li zró»nizkujemy pierwsze rów-nanie po t i dodamy do obu stron dywergenj� zwartego rówania, wszystkiewyrazy z E i B si� poskraaj¡. Uzyskamy w ten sposób zasad� zahowaniaªadunku

div J +
dq

dt
= 0. (11)Interpretaja tego równania jest bardzo prosta: pr¡d jest to wypªyni�ieªadunku. div J mówi, ile ªadunku wypªywa. Mo»na te» saªkowa¢ (11) pokuli i stwierdzi¢, »e ∫

div J to strumie« pr¡du przez brzeg kuli, a ∫

q′ tozmiana aªkowitego ªadunku zawartego w kuli.4.1. Siªa Lorentza. Je±li mamy dany ªadunek q, który porusza si� z pr�d-ko±i¡ v w polu elektryznym E i magnetyznym B, to aªkowita siªa, któradziaªa na niego wynosi
F = qE + qv × B.Czym jest qv? Otó» jest to wektor mówi¡y o przepªywie danego ªadunku.Inazej mówi¡ qv = J . Czyli siªa Lorentza dziaªaj¡a na poruszaj¡y si�ªadunek wynosi
F = qE + J × B.4.2. Pola swobodne. O polah swobodnyh mówimy, gdy q = 0 i J = 0.W takim przypadku przypomnijmy, »e rot rot v = −∆v + grad div v, gdzielaplasjan ∆ dziaªa po wspóªrz�dnyh. A zatem rot rot E = −∆E, bo div E =



6
0 gdy nie ma ªadunku elektryznego. Z drugiej strony, rot E = − rot ∂B

∂t =

− ∂
∂t rot B = −µ0ε0

∂2E
∂t2

. A wi� uzyskujemy
∆E = µ0ε0

∂2

∂t2
E. (12)Czyli, przy braku ªadunku i pr¡du, nat�»enie pola E speªnia jednorodnerównanie falowe. Identyzne równanie speªnia B, ho¢ obie te wielko±i nies¡ niezale»ne. Wielko±¢ (µ0ε0)

1/2 oznaza pr�dko±¢ rozhodzenia si� fali.Nietrudno zauwa»y¢, »e jest to pr�dko±¢ ±wiatªa w pró»ni.4.3. Potenjaª i ehowanie. Przyjmijmy na hwil�, »e nie ma pól mag-netyznyh. Wtedy rotE = 0. St¡d, przynajmniej lokalnie na R
3 istniejetaka funkja skalarna φ, »e E = grad φ. T� funkj� nazywamy potenjaªemelektryznym lub potenjaªem skalarnym.Potenjaª nie jest okre±lony jednoznaznie. Mo»emy dowolnie wybra¢ so-bie staª¡. Jednoznaznie okre±lona jest ró»nia potenjaªów mi�dzy dwomapunktami w przestrzeni. Mierzy si� j¡ ozywi±ie w woltah i powszehnienazywa napi�iem. Zgodnie z de�nij¡, φ(y) − φ(x) =

∫ y
x Edl.Je±li istnieje pole B sytuaja troh� si� komplikuje. Ale z faktu, »e div B =

0 wnosimy, »e istnieje takie pole A (nazywane potenjaªem wektorowym), »e
B = rot A. Wtedy potenjaª φ okre±lamy tak, »e grad φ = E + ∂

∂t rot A.Potenjaª A nie jest wyznazony jednoznaznie. Istotnie, mo»emy do Adoda¢ gradient ∇F i wtedy B si� nie zmieni. Przeksztaªenie A → A + ∇Fnazywamy przeksztaªeniem ehowania. Je±li przyj¡¢, »e pole magnetyznenie zmienia si� w zasie (np. rozpatrujemy potenjaª dla nieruhomego mag-nesu, to A speªnia.
grad div A − ∆A = µ0J.Mo»emy teraz wybra¢ ehowanie (poprzez dodanie do A pewnej funkji) iprzyj¡¢, »e div A = 0. Wtedy A b�dzie speªniaªo po wspóªrz�dnyh równaniePoissona ∆Ai = µ0Ji.W ogólno±i równania Maxwella w terminah potenjaªu redukuj¡ si� doukªadu dwóh równa«

∆φ −
1

ε0

∂

∂t
div A = −ρ.

∆A −
1

c2
− grad(div A +

1

c

∂φ

∂t
) = J.

(13)Dwa równania div B = 0 i rotE + ∂B
∂t = 0 wynikaj¡ bezpo±rednio z de�niji

φ i A.Równania (13) s¡ niezmiennize ze wzgl�du na przeksztaªenie ehowania,które w ogólno±i przyjmuje posta¢
A → A′ = A + grad F

φ → φ′ = φ −
∂F

∂t

(14)



7Wybieraj¡ ehowanie tak, »eby div A + 1
c

∂φ
∂ t = 0 (ehowanie Lorentza)uzyskujemy ∆φ− c2φ′′

tt = −ρ i ∆A− c2A′′
tt = J , a wi� równania si� odprz�-gaj¡ (ozywi±ie w sensie �zyznym), bo trzymamy warunek ehowania.Ale i warunek ehowanie Lorentza nie jest do ko«a jednoznazny. Istot-nie, je±li F speªnia równanie falowe ∆F = c2F ′′

tt, to zastosowanie transfor-maji ehowania nie zmienia warunku Lorentza.Inny mo»liwy wybór ehowania, ehowanie Coulomba zakªada, »e div A =
0. Wtedy φ speªnia ∆φ = ρ, o daje si� ªatwo rozwi¡za¢ przez aªk� Poissona.5. Forma nat�»enia polaW tym rozdziale b�dziemy zakªada¢, »e pr�dko±¢ ±wiatªa, przenikalno±¢elektryzna pró»ni, ªadunek i masa elektronu s¡ równe 1.Dla pola elektryznego E i magnetyznego F okre±lamy form� (tensor)nat�»enia pola wzorem

F =
3

∑

i=1

Eidx0 ∧ dxi + B1dx2 ∧ dx3 + B2dx3 ∧ dx1 + B3dx1 ∧ dx2,gdzie x0 oznaza teraz wspóªrz�dn¡ zasow¡. Wprowad¹my w R
4 ilozynskalarny wzorem

(x0, xi) · (y0, yi) = −x0y0 + xi · yi,gdzie xi · yi jest standardowym ilozynem skalarnym w R
3. Tak wybranyilozyn, który nie jest dodatnio okre±lony, nazywamy metryk¡ Minkowskiego.Ta �metryka� jest � zgodnie ze szzególn¡ teori¡ wzgl�dno±i � zahowanaprzez przeksztaªenia, które odpowiadaj¡ zmianom punktu odniesienia.Zauwa»my najpierw, »e

dF = dx0 ∧

((

−
∂E1

∂x2
+

∂E2

∂x1
+

∂B3

∂x0

)

dx1 ∧ dx2 + . . .

)

+

+ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 div B.A zatem dF = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy rot E + ∂B
∂x0

= 0 i div B = 0.Z drugiej strony, obserwujemy, »e w metrye Minkowskiego mamy ∗ dx0 ∧
dx1 = −dx2 ∧ dx3 i tak dalej. A zatem

∗F = −

3
∑

i=1

Bidx0 ∧ dxi + E1dx2 ∧ dx3 + E2dx3 ∧ dx1 + E3dx1 ∧ dx3.St¡d wylizamy, »e
d ∗F = dx0 ∧

((

∂B1

∂x2
−

∂B2

∂x1
+

∂E3

∂x0

)

dx1 ∧ dx2 + . . .

)

+

+ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 div E.



8W szzególno±i, je±li oznazymy sobie j = qdx0 + J1dx1 + J2dx2 + J3dx3,to równania div E = q i rot B − ∂E
∂x0

= J przyjm¡ zwart¡ posta¢
∗ d ∗F = j.Zasada zahowania ªadunku, która teraz mówi, »e ∗ d ∗ j = 0 wynika z faktu,»e je±li δ = ∗ d ∗, to δ2 = 0.5.1. Pola swobodne. Lagran»jan. Rozpatrzmy najpierw ogóln¡ sytuaj�.Dana jest zwarta zorientowana rozmaito±¢ ró»nizkowa M wraz z pewn¡metryk¡ Riemanna, zyli ilozynem skalarnym wektorów vi, vj w przestrzenistyznej. Ilozyn skalarny k formy przez k form� okre±lamy w bardzo prostysposób. Mianowiie, je±li x0 ∈ M a v1, . . . , vn stanowi¡ zorientowan¡ baz�ortonormaln¡ przestrzeni Tx0

M , to formy φ1, . . . , φn, które stanowi¡ baz�dualn¡ do v1, . . . , vn b�d¡ zorientowan¡ baz¡ ortonormaln¡ w T ∗
x0

M . Terazb�dziemy »¡da¢, »eby wektory φi1 ∧· · ·∧φik dla i1 < · · · < ik stanowiªy baz�ortonormaln¡ w ΛkT ∗
x0

M .Mo»emy zada¢ operaj� ∗. We¹my sobie k−form� η. Dla dowolnej n − kformy ω mamy ω∧η = a(ω) ·dvol, gdzie a jest skalarem. Przyporz¡dkowanie
ω → a(ω) jest liniowe. A wi� jest ilozynem skalarnym ω przez jak¡± n−k�form� η′. Wtedy η′ = ∗ η z de�niji ∗.Przykªad 4. Ustalmy I = {i1, . . . , ik} Nieh ηI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxik b�dzieform¡ w R

n zapisan¡ w standardowym ukªadzie wspóªrz�dnyh. (n − k)�formy w R
n s¡ rozpi�te przez ωJ = dxj1 ∧ · · · ∧ dxjn−k

, J = {j1, . . . , jn−k}.Nieh I ′ = {1, . . . , n} \ I. Wtedy ωJ ∧ ηI jest równe 0 gdy J 6= I ′; natomiast
ωI′ ∧ ηI jest równe znakowi sI,I′ permutaji {1, . . . , n} → I ∪ I ′. A zatem, zde�niji, ∗ ηI jest prostopadªe do wszystkih ωJ poza ωI′ . Czyli ∗ ηI = cωI′ .Ale musimy mie¢

(ωI′ , ∗ ηI)dx1 ∧ · · · ∧ dxn = ωI′ ∧ ηI .Z tego warunku uzyskujemy, »e c = sI,I′ .Przykªad 5. We¹my teraz R
3 i wspóªrz�dne biegunowe x = r cos φ cos θ,

y = r cos φ sin θ, z = r sin φ, albo
∂

∂θ
= −r cos φ sin θ

∂

∂x
+ r cos φ cos θ

∂

∂y

∂

∂φ
= −r sinφ cos θ

∂

∂x
− r sin φ sin θ

∂

∂y
+ r cos φ

∂

∂z

∂

∂r
= cos φ cos θ

∂

∂x
+ cos φ sin θ

∂

∂y
+ sin φ

∂

∂z
,gdzie ∂

∂x , ∂
∂y , ∂

∂z oznazaj¡ wersory styzne. Tworz¡ one ortonormalny ukªadwspóªrz�dnyh.Z powy»szego wzoru wynika, »e wektory styzne ∂
∂r , ∂

∂φ i ∂
∂θ s¡ do siebiewzajemnie prostopadªe. Przy tym pierwszy z nih ma dªugo±¢ 1, drugi r,trzei r cos φ. To oznaza, »e wektory ∂

∂r , 1
r

∂
∂φ i 1

r cos φ
∂
∂θ tworz¡ baz� ortonor-maln¡ w przestrzeni styznej. St¡d wynika, »e formy ω1 = dr, ω2 = rdφ i



9
ω3 = r cos φdθ stanowi¡ baz� ortonormaln¡ przestrzeni kostyznej. A za-tem, na moy poprzedniego przykªadu ∗ω1 = ω2 ∧ ω3, ∗ω2 = ω3 ∧ ω1,
∗ω3 = ω1 ∧ ω2. A wi�

∗ dr = r2 cos φdφ ∧ dθ,

∗ dφ = cos φdθ ∧ dr,

∗ dθ =
1

cos φ
dr ∧ dφ

∗ dr ∧ dφ ∧ dθ =
1

r2 cos φ
.Powy»sze wzory s¡ bardzo sugestywne i ªatwo si� przenosz¡ na wy»sze wymi-ary.Przykªad 6. Skoro laplasjan zapisuje sie jako ∗ d ∗ df popatrzmy, jak wygl¡dalaplasjan we spóªrz�dnyh biegunowyh. Mamy

df =
∂f

∂r
dr +

∂f

∂φ
dφ +

∂f

∂θ
dθ.Czyli

∗ df = r2 cos φ
∂f

∂r
dφ ∧ dθ + cos φ

∂f

∂φ
dθ ∧ dr +

1

cos φ

∂f

∂θ
dr ∧ dφ.Czyli

d ∗ df =

(

r2 cos φ
∂2f

∂r2
+ 2r cos φ

∂f

∂r
+ cos φ

∂2f

∂φ2
− sin φ

∂f

∂φ
+

1

cos φ

∂2f

∂θ2

)

dr ∧ dφ ∧ dθ.Ostateznie
∆f =

∂2f

∂r2
+

2

r

∂f

∂r
+

1

r2

(

∂2f

∂φ2
− tg φ

∂f

∂φ
+

1

cos2 φ

∂2f

∂θ2

)

.Ten sposób wyprowadzenia laplasjanu jest o wiele prostszy od bezpo±red-niego podstawiania. Mo»na go bez »adnyh trudno±i zastosowa¢ do wy»szyhwymiarów.Przykªad 7. Zobazmy o si� dzieje z gwiazdk¡, gdy zadana jest �metryka�o sygnaturze (−,+,+,+), która nie jest dodatnio okre±lona na R
4. Nieh

v0, v1, v2, v3 b�d¡ wektorami ortonormalnymi, tj. ||v0|| = −1, ||v1|| = ||v2|| =
||v3|| = 1 (oznazenie || · || na �dªugo±¢� wektora jest tutaj drobnym nadu»y-iem). Wtedy wektory w0 = iv0, wj = vj dla j = 1, 2, 3 tworz¡ baz� ortonor-maln¡ R

4. Znowu, dokonujemy pewnego nadu»yia, bo wektor w0 nie jestrzezywisty. Nieh ηµ b�dzie baz¡ dualn¡ do wµ, za± ωµ baz¡ dualn¡ do vµ.Naturalnie η0 = −iω0, poza tym η i ω si� pokrywaj¡. Aby gwiazdka byªarzezywista, musimy przyj¡¢, »e ω0 ∧ ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 = iη0 ∧ η1 ∧ η2 ∧ η3 jest



10form¡ obj�to±i. Mamy
∗ η0 ∧ η1 = −iη2 ∧ η3 ∗ η2 ∧ η3 = −iη0 ∧ η1

∗ η0 ∧ η2 = iη1 ∧ η3 ∗ η1 ∧ η3 = iη0 ∧ η2

∗ η0 ∧ η3 = −iη1 ∧ η2 ∗ η1 ∧ η2 = −iη0 ∧ η3.Dzi�ki zale»no±i, jaka wi¡»e ω i η uzyskujemy
∗ω0 ∧ ω1 = ω2 ∧ ω3 ∗ω2 ∧ ω3 = −ω0 ∧ ω1

∗ω0 ∧ ω2 = −ω1 ∧ ω3 ∗ω1 ∧ ω3 = ω0 ∧ ω2

∗ω0 ∧ ω3 = ω1 ∧ ω2 ∗ω1 ∧ ω2 = −ω0 ∧ ω3.Ozywi±ie, ten przykªad to jest razej agitaja, ni» ±isªy dowód.Okre±lamy ilozyn skalarny w przestrzeni wszystkih k−form na M wzorem
(ω1, ω2)

def
=

∫

M
(ω1 · ω2)dvolM =

∫

M
ω1 ∧ ∗ω2,gdzie aªkujemy wzgl�dem formy obj�to±i okre±lonej przez metryk� na M .Mamy (ω1, ω2) = (∗ω1, ∗ω2) = (ω2, ω1)(dlazego?). Ponadto zahodzi

(ω1, dω2) = ±(∗ d ∗ω1, ω2).Istotnie, z de�niji (ω1, dω2) =
∫

ω1 ∧∗ dω2 =
∫

∗ω1 ∧ dω2. Ale ∗ω1 ∧ dω2 =
d(∗ω1 ∧ ω2) ± d ∗ω1 ∧ ω2. Caªkuj¡ uzyskujemy tez�.Czyli δ = ∗ d ∗ jest operatorem sprz�»onym do operatora d. Rozpatrzmyteraz przestrze« a�nizn¡ A form ω reprezentuj¡yh t� sam¡ klas� koho-mologii. To znazy ∀ω ∈ A zahodzi dω = 0 a ponadto ∀ω1, ω2 ∈ A
ω1 − ω2 = dη.Lemat 8. Spo±ród wszystkih form ω z A najmniejsz¡ norm� ma formataka, »e δω = 0.Dowód. Rozpatrzmy D(ε) = ||ω + εdη||2 − ||ω||2. Jest to równe

ε

∫

∗ω ∧ dη + O(ε2).Ale ∗ω∧ dη = d(∗ω ∧ η)± d ∗ω∧ η. A wi� z�±¢ liniowa w D(ε) jest równa
±

∫

d ∗ω ∧ η = ±(η, δω).Czyli D mo»e mie¢ ekstremum tylko wtedy, gdy δω = 0. Ale gdy δω1 =
δω2 = 0 i ω1, ω2 ∈ A, to ω1 −ω2 = dη i ∗ d ∗ dη = 0. A wi� (η, ∗ d ∗ dη) = 0.To pokazuje, »e ||dη||2 = 0, zyli dη = 0, sk¡d ω1 = ω2. St¡d D ma tylkojedno ekstremum. Jako, »e D jest wypukªe i dodatnio okre±lone, jest tominimum. �



11Wraaj¡ na nasze podwórko widzimy, »e je±li nie ma zewn�trznyh pr¡dów,zyli δF = 0, to dwa równania Maxwella wynikaj¡ z poªo»enia warunku ek-stremalnego
L =

∫

F ∧ ∗Fmusi by¢ minimalne. Istotnie, równania Eulera�Lagrange'a sprowadz¡ si� do
δF = 0.Chemy teraz wª¡zy¢ dziaªanie pola zewn�trznego, a wi� umie±i¢ J wlagran»janie. Okazuje si�, »e wªa±iw¡ metod¡ jest dodanie zªonu ∑

AµJµdo lagran»janu, gdzie J = (q, j1, j2, j3). Istotnie, mamy ∂
∂Aν

∑

AµJµ = Jν .Ponadto ∂
∂(∂ξAν)

∑

AµJµ = 0, bo dodawany zªon nie zale»y od pohodnej
A. Wariaja lagran»janu wzgl�dem µ�tej skªadowej wektora A

4
∑

ν=0

d

∂xν

∂L

∂(∂νAµ)
−

∂L

∂Aµ
.Jest liniowa wzgl�dem L i, jak zaagitowali±my, dla L = F ∧ ∗F jest równa

µ�tej skªadowej wektora δF . A wi� dla lagran»janu L(A) = F ∧∗F + A · Jrównanie Eulera�Lagrange'a przyjmuj¡ istotnie posta¢
δF = J.Problem jest taki, »e L = F ∧ ∗F + A · J zale»y od wyboru ehowania.Istotnie, zamiana A → A′ = A + df przeprowadza nam wyraz A · J w

A · J + df · J . Aby to zrozumie¢, musimy rozszyfrowa¢ symbol A · J . Otó»je±li, jak wy»ej A =
∑

Aµdxµ za± J =
∑

Jµdxµ, to przez A ·J rozumieli±my
∑

AµJµ, zyli ilozyn skalarny. Otó» w j�zyku form ró»nizkowyh mamy
A · J = A ∧ ∗ J . W takim wypadku df · J = df ∧ ∗ J .Lemat 9. Je±li d ∗ J = 0, to ∫

R4 df ∧ ∗ J = 0.Dowód. Rozpatrzmy form� ω = f ∧ ∗ J . Mamy dω = df ∧ ∗J + f ∧ d ∗ J =
df ∧ ∗ J . Czyli ∫

R4 df ∧ ∗ J =
∫

R4 dω = 0. �Ozywi±ie R
4 nie jest rozmaito±i¡ zwart¡, wi� milz¡o zakªadamy, »epr¡d J znika poza pewnym zwartym zbiorem. To zaªo»enie przewija si�przez aªy zas w elektrodynamie. Istotnie, je±li F nie znika poza zbioremzwartym, to F ∧ ∗F mo»e nie by¢ aªkowalna. Wtedy w ogóle nie ma sensumówi¢ o lagran»janie.W równaniu d ∗ J = 0 (lub δJ = 0) odzytujemy �zyzne równaniei¡gªo±i. Co si� jednak dzieje z lagran»janem, gdy d ∗ J 6= 0? RównanieEulera�Lagrange'a ma posta¢ δF = J . W wyprowadzeniu tego równanianigdzie nie korzystali±my z symetrii ehowania. Przyªó»my δ = ∗ d ∗ do obustron równania. Mamy δ2F = δJ . Jednak δ2 = 0. Je»eli wi� δJ 6= 0, torównanie Eulera�Lagrange'a nie ma rozwi¡za«.


