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Maciej Borodzik
wersja poprawiona poniewczasie Na ocene bardzo dobra nalezy zrobié¢ 6 zadan
spoérod podanych. Na ocene dostateczng nalezy zrobi¢ 3 zadania.

Zadanie 1. Niech f: R? — R bedzie zadana wzorem

r+2—2% 2€Q

J(@,y,2) = {x+2y+z4 2z ¢ Q.

Wykaz, ze f ma rézniczke w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ciagta
w punkcie a.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe warto$ci przyjmowane przez funk-
cje % + % — % na zbiorze zadanym przez rownania xyz = /x4 /y +/z =4
(z, y 1 z sa dodatnie).

Zadanie 3. Dlugos¢ krzywej v sparametryzowanej przez t — (x(t),y(t)) €
R2 t € [0,1], y > 0 w metryce hiperbolicznej zapisuje sie wzorem
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gdzie & i1 y oznaczaja pochodne.

Wypisujac rownania Eulera—Lagrange’a wykaz, ze najkrotsza krzywa ta-
czaca dwa dane punkty to polokrag o srodku lezacym na prostej y = 0 (jesli
wspoélrzedne z—owe tych dwoch punktéow sa rowne, potokrag zastepujemy
potprosta pionowa.

Wskazowka: Latwiej jest minimalizowaé catke z kwadratu diugosci (uza-
sadnij, dlaczego mozna). Ponadto mozna przyjac, ze krzywa jest parametry-
zowana dlugoscig tuku, to znaczy %\/:1':2 + 92 nie zalezy od t.

Zadanie 4. Na przestrzeni ciggow I'(R) (ciagi ag,a1,... o wyrazach rze-
czywistych, takie, ze ||a|| := ) |a;| < 0o0) rozpatrujemy funkcje a — ||al|.
Zbadaj istnienie pochodnych kierunkowych i pochodnej zupelnej.

Zadanie 5. Znajdz (moze by¢ opisowo, byle czytelnie) jakas funkcje Morse’a
na butelce Kleina. Znajdz jej punkty krytycznie i okresl ich indeks. Oblicz
charakterystyke Eulera butelki Kleina.!

Zadanie 6. Znajdz wszystkie punkty ekstremalne w domknietej kuli jed-
nostkowej w przestrzeni C([0, 1]) z norma sup.

Zadanie 7. Rozstrzygnij, czy zbior takich macierzy z SO(3), ktorych co
najmniej dwie wartosci wlasne sg sobie rowne, jest rozmaitoscia. Jesli tak,
podaj jej wymiar. Co sie dzieje, gdy zamieni¢ SO(3) na GL(3;R)?

Zadanie 8. Niech f: R? — R bedzie klasy C2. Wykaz, ze f spelnia réwnanie
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1Butelka Kleina moze by¢ opisana topologicznie jako [0,1] x [0,1]/ ~, gdzie (0,y) ~
(1,y) oraz (z,0) ~ (1 —z,1).
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we wszystkich punktach (z,y) € R? wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
(z,y) i dowolnego t € R zachodzi

flx,y+2t)+ f(z,y) = fe+t,y+t)+ f(z —t,y + t).

Zadanie 9. Funkcja f: R? — R jest klasy C* a punkt (0, 0) jest jej punktem
krytycznym i f(0,0) = 0. Przypusémy, ze

0%f

@(O, 0) # 0.
Wykaz, ze istnieje takie € > 0, ze zbiér

Ac = {(2,9) # (0,0): 2 +¢* <&, f(z,y) = 0}
ma co najwyzej cztery skltadowe spdjne.
Wskazowka: skorzystaj z twierdzenia Tougerona.

Zadanie 10. Niech v C R? bedzie C' gladka krzywa zamknieta homeomor-
ficzng z okregiem (tzn. krzywa Jordana, kazda taka krzywa rozcina R? na
dwie niepuste sktadowe, z ktorych jedna jest ograniczona). Rozwazmy funk-
cje f: R? = R zadang wzorem

f(z) = dist(z, C)?,
czyli kwadrat odleglosci euklidesowej punktu x od krzywej. Wykaz, ze f jest

C! gtadka w otoczeniu C, ale nie jest gladka na calej R? niezaleznie od
wyboru ~.

Zadanie 11. Niech M C R" bedzie k—wymiarowa (k < n) nieoriento-
walna podrozmaitoscia domknieta. Wykaz, ze nie istnieja funkcje gladkie
fi,.oo, fuoi takie, ze M = {f1 = ... = fh_p = 0} oraz dla kazdego x € M
gradienty V fi(z), ...,V f,_r(z) sa liniowo niezalezne.

Zadanie 12. Wykaz, ze jeli zwarta rozmaito$¢ n—wymiarowa bez brzegu
dopuszcza funkcje Morse’a z doktadnie dwoma punktami krytycznymi, to
jest homeomorficzna ze sferg.

Zadanie 13. Niech U bedzie macierza hermitowska wymiaru (n+1) x (n+1)
majaca roézne wartosci wtasne. Wykaz, ze funkcja

A(2) = (2,U2) /|||
okreslona na C"*!\ {0} zadaje funkcje na zespolonej przestrzeni rzutowej
CP™. Znajdz punkty krytyczne i oblicz ich indeks.



