
Kolokwium z Analizy II∗1.VI.2007.Zadanie 1 (aªki). Znajd¹ tak¡ krzyw¡ C ⊂ R2, gªadk¡ i zamkni�t¡, dodatnio z-orientowan¡ (tzn. wektor styzny i normalny zewn�trzny stanowi¡ orientaj� dodatni¡),»eby aªka
∫

C

(4y3 − 6xy)dx + (4x − 3x3)dybyªa mo»liwie najwi�ksza i obliz t� aªk�.Rozwi¡zanie. Nieh ω = (4y3 − 6xy)dx+(4x− 3x3)dy. Obserwujemy, »e dω = (−9x2 −
6x + 4− 12y2)dx∧ dy).Czyli dω jest dodatnia (dokªadnie jest dodatni¡ wielokrotno±i¡formy dx∧ dy) na zbiorze S = {(3x + 1)2 + 12y2 < 3}, ujemna we wn�trzu dopeªnieniutego zbioru i znika na ∂S.Jasne jest wi�, »e ∫

C
ω b�dzie maksymalne wtedy, gdy C =

∂S. A wi� b�dzie równe
∫

S
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u = r cos φ

v = r sin φ

dudv = rdrdφ











= 12π
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∫ 1

0

(r − r3)dr = 3π
√

3.

�Zadanie 2 (aªki). Nieh S = {(r, φ) ∈ R2 : r ≤ cos3 φ, φ ∈ [−π
2
, π

2
]} b�dzie podzbioremw R2. Obliz

∫

S

1

3

1√
1 − x2/3

x−2/3earc cos 3
√

xdx∧dy.Rozwi¡zanie. Kluzowa jest obserwaja, »e η = 1
3

1√
1−x2/3

x−2/3earc cos 3
√

xdx ∧ dy jestró»nizk¡ formy ω = earc cos 3
√

xdy. Czyli, z twierdzenia Stokesa
∫

S

η =

∫

r=cos2 φ

earc cos 3
√

xdy.Ostatni¡ aªk� wylizamy bior¡ x = r cos φ, y = r sin φ, zyli dy = (−2 cos φ sin2 φ +
cos3 φ)dφ. Ostateznie

∫

S

η =

∫ π/2

−π/2

eφ(cos3 φ − 2 cos φ sin2 φ)dφ.Doj±ie do tego momentu wystarzaªo na uzyskanie peªnej lizby punktów: uznaªem, »elizenie tej aªki jest zasohªonne. Jeden z najprostszyh sposobów polizenia tej aªkipolega na zastosowaniu wzoru
cos φ =

1

2
(eiφ + e−iφ), sin φ =

1

2
(−ieiφ + ie−iφ).Nieh a = 1

2
eiφ, b = 1

2
e−iφ. Wtedy cos3 φ = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3, za± cos φ sin2 φ =

−a3 + ab2 + a2b− b3. A zatem cos3 φ− 2 cos φ sin2 φ = 3a3 + a2b + ab2 + 3b3 = 1
8
(3e3iφ +

eiφ + e−iφ + 3e−3iφ. Zaobserwujmy, »e
∫ π2

−π/2

eφ · eikφ =
1

1 + ik

(

eπ/2(cos k
π

2
+ i sin k

π

2
) − e−π/2(cos k

π

2
− i sin k

π

2
)
)
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St¡d uzyskujemy, »e wyj±iowa aªka, z dokªadno±i¡ do zynnika 1
8
wynosi
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.Istotnie, kosinus k¡tów b�d¡yh nieparzystymi wielokrotno±iami π/2 znika. Mamy
i

1+i
+ −i

1−i
= 1. Ponadto −i

1+3i
+ i

1−3i
= −3

5
. Ostateznie

∫

S

η = − 1

10
(eπ/2 + e−π/2).

�Zadanie 3 (Twierdzenie E. Noether). Nieh L(y, z) : R6 → R b�dzie gªadk¡ funkj¡dwóh zmiennyh wektorowyh. Zaªó»my, »e istnieje grupa hs (w lokalnyh wspóªrz�d-nyh hs(y) = (h1(y), h2(y), h3(y))) dyfeomor�zmów R3 taka, »e dla dowolnego s(1) L(hs(y), Dhs(y) · z) = L(y, z)

L jako funkja z TR3 → R jest niezmienniza wzgl�dem hs, przy zym ozywi±ie(2) Dhs(y) · z =
∑ ∂hs

i (y)

∂yj

zj .Udowodnij, »e wielko±¢
3
∑

i=1

∂L

∂zi

dhs
i (y)

ds

∣

∣

∣

∣

s=0

,jest aªk¡ pierwsz¡ ukªadu Eulera�Lagrange'a zwi¡zanego z dziaªaniem
I[y] =

∫

R

L(y(x), y′(x))dx.Wypisz t� aªk� pierwsz¡ w sytuaji gdy L(y, z) = 1
2
(z2

1 + z2
2 + z2

3) − U(y2
1 + y2

2 + y2
3),

U : R+ → R jest dowoln¡ funkj¡ gªadk¡, za± grupa dyfeomor�zmów dana jest przez
hs(y) = eAsy przy zym A jest maierz¡ 3 × 3 tak¡, »e A + AT = 0.Rozwi¡zanie. Oznazmy przez Xi(y) wspóªrz�dn¡ dhs

i (y)

ds

∣

∣

∣

s=0
. (Wektor X = (X1, . . . , X3)nazywa si� zasem in�nitezymalnym generatorem grupy hs, ale tego wiedzie¢ nie trzeba).Ró»nizkuj¡ Q =

∑3
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Xi(y) po x uzyskujemy(3) dQ
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Xi(y).Chemy pokaza¢, »e ta pohodna jest zero. Wielko±¢ d

dx
∂L
∂zi

przywodzi na my±l równanieEulera�Lagrange'a. Je±li poka»emy, »e(4) 3
∑

i=1

∂L

∂zi

d

dx
Xi(y) = −
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∂L

∂yi

,to wstawiaj¡ (4) do (3) dostaniemy
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,o zniknie na moy równa« E�L. Pozostaje wi� pokaza¢ (4). To b�dzie wynikaªoz niezmiennizo±i lagran»janu wzgl�dem dziaªania hs. Gdzie± przeie» trzeba z tegoskorzysta¢. Ró»nizkuj¡ wyra»enie (1) po s i bior¡ s = 0 otrzymujemy
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Drugi zªon w powy»szym wzorze wynika z ró»nizkowani po s wielko±i (2). Z drugiejstrony
d

dx
Xi(y(x)) =

3
∑

j=1

∂Xi

∂yj

∂yj

∂x
=

3
∑

j=1

∂Xi

∂yj

zj .Poª¡zenie dwóh ostatnih wzorów daje (4). Czyli istotnie dQ
dx

= 0.Druga z�±¢ jest banalna. Istotnie, je±li A + AT = 0, to eAs jest maierz¡ obrotów.Czyli hs dziaªa liniowo przez izometrie, w szzególno±i zahowuje norm� punktu i dªu-go±¢ wektorów styznyh. A wi� zahowuje L.W takim wypadku mamy ∂L
∂zi

= 2zi. Natomiast dhs(y)
ds

= Ay. Czyli ostateznie
Q = 2

3
∑

i,j=1

ziAijyj.Zauwa»aj¡, »e maierz
A = a





0 1 0
−1 0 0
0 0 0



+ b





0 0 1
0 0 0
−1 0 0



 + c





0 0 0
0 0 1
0 −1 0



 ,mo»emy przyj¡¢, »e Q = aQ1 + bQ2 + cQ3, gdzie
Q1 = z1y2 − z2y1

Q2 = z1y3 − z3y1

Q3 = z2y3 − z3y2.

Q1, Q2 i Q3 s¡ trzema skªadowymi wektora momentu p�du. �Zadanie 4 (kohomologie). Obliz grupy kohomologii zespolonej przestrzeni rzutowej
CP 2. Wskazówka. Skorzystaj z tego, »e CP 2 = C2 ∪ CP 1, gdzie CP 1 = S2. Mamy te»
H0(Sn) = Hn(Sn) = R a pozostaªe grupy znikaj¡.Rozwi¡zanie. Poni»sze rozwi¡zanie jest bardzo szzegóªowe, wi� mo»e wydawa¢ si�trudne. Takie jednak nie jest.Zbadajmy przei�ie C2 z otozeniem CP 1. Nie potrzebujemy tutaj wielu informajio strukturze CP 2 poza tym, »e jest to uzwarenie C

2: C
2 jest g�sty i otwarty w CP 1.Przydatna tutaj mo»e by¢ analogia z uzwareniem jednopunktowym (Aleksandrowa)lokalnie zwartej przestrzeni topologiznej. Otó» zbiór otwarty, który zawiera CP 1 totaki, którego dopeªnienie w C2 jest zwarte. We¹my sobie zbiór U1 = |z1|2 + |z2|2 < R izbiór U0

2 = |z1|2 + |z2|2 > r wtedy zbiór U2 = U0
2 ∪CP 1 jest otwarty w CP 2. Przei�ie

U1∩U2 jest pogrubion¡ sfer¡ S3. Pozostaje pokaza¢, »e U2 jest homotopijnie równowa»nyz CP 1. Do tego elu mo»na albo zamaha¢ r�kami, albo skonstruowa¢ retrakj� U2 na
CP 1. Mianowiie punktowi (z1, z2) ∈ U2 przypisujemy lizb� zespolon¡ z1/z2 ∈ C lubpunkt w niesko«zono±i, gdy z2 = 0. W ten sposób mamy okre±lone odwzorowanie z
π : U0

2 → CP 1. Z de�niji π przedªu»a si� na U2 i jest staªe na wklejonej CP 1. Dlaka»dego z ∈ CP 1 zbiór π−1(z) skªada si� z punktów (z1, z2) : z1/z2 = z, |z1|2 + |z2|2 > r(które to zbiór jest homeomor�zny z wykªutym dyskiem) i punktu z ∈ CP 1, który tendysk zakleja. W zwi¡zku z tym π−1(z) jest dyskiem, zyli jest ±i¡galny. Teraz ju» jestzupeªnie jasne, »e π jest homotopijn¡ równowa»no±i¡.Mamy wi� nast�puj¡y i¡g dokªadny:



0 −→ H0(CP 2) −→ H0(CP 1) ⊕ H0(C2) −→ H0(S3) −→

−→ H1(CP 2) −→ H1(CP 1) ⊕ H1(C2) −→ H1(S3) −→

−→ H2(CP 2) −→ H2(CP 1) ⊕ H2(C2) −→ H2(S3) −→

−→ H3(CP 2) −→ H3(CP 1) ⊕ H3(C2) −→ H3(S3) −→

−→ H4(CP 2) −→ H4(CP 1) ⊕ H4(C2) −→ H4(S3) . . .W pierwszej linije mamy 0 → R → R2 → R w szzególno±i H1(CP 2) → H1(CP 1)jest wªo»eniem. Poniewa» CP 1 = S2, mamy H1(CP 2) = 0.Po drugie H1(S3) = H2(S3) = 0. Tak wi� odwzorowanie H2(CP 2) → H2(CP 1) jestizomor�zmem. St¡d H2(CP 2) = R.Teraz patrzymy na H3(CP 2). Mamy H2(S3) = 0 i H3(CP 1) = 0. St¡d H3(CP 2) = 0.Polizmy H4(CP 2). Mamy H3(CP 1) = H4(CP 1) = 0. A wi� H3(S3) jest izomor-�zne z H4(CP 2). Czyli ta ostatnia grupa jest R. Nietrudno zauwa»y¢, »e wszystkiewy»sze grupy s¡ zerowe. Ostateznie
H i(CP 2) =

{

R gdy i = 0, 2, 4

0 w pozostaªyh przypadkah.
�Zadanie 5 (gwiazdka Hodge'a). Torus T ⊂ R3 sparametryzowany jest przez











x = (R + r cos φ) cosλ

y = (R + r cos φ) sin λ

z = r sin φ,gdzie 0 < r < R. Obliz ∗dφ na T .Rozwi¡zanie. Mamy
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.St¡d widzimy, »e wektory ∂
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i ∂
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s¡ prostopadªe. Pierwszy ma dªugo±¢ r, drugi za±

(R+r cos φ). Oznaza to, »e wektory v = 1
r

∂
∂φ

i w = 1
R+r cos φ

∂
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tworz¡ baz� ortonormaln¡przestrzeni styznej do T . A wi� formy ω1 = rdφ i ω2 = (R + r cos φ)dλ tworz¡ baz�ortonormaln¡ przestrzeni 1−form. Czyli
∗ω1 = ω2, ∗ω2 = −ω1.Z liniowo±i gwiazdki mamy
∗dφ =

R + r cos φ

r
dλ.Zauwa»my, »e ∗dφ musi by¢ jednoform¡, dlatego »e T jest dwuwymiarowe. �


