
JESZCZE O FUNKCJACH k-LINIOWYCH.MACIEJ BORODZIKDe�nija 1. Nieh V b�dzie przestrzeni¡ Banaha. Funkj¡ a. form¡ k�liniow¡ (przyzym to drugie okre±lenie stosowane jest przede wszystkim dla funkji symetryznyh, lubantysymetryznyh) nazwiemy odwzorowanie F : V ×· · ·×V → R (ilozyn k-krotny), takie »e
F (a1, . . . , ai−1, λai + µbi, ai+1, . . . , ak) =

= λF (a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , ak) + µF (a1, . . . , ai−1, bi, ai+1, . . . , ak)dla dowolnyh skalarów λ, µ i a1, . . . , ak, bi ∈ V .De�nija 2. Powiemy, »e funkja k�liniowa jest ogranizona je±li istnieje taka staªa C > 0,»e dla wszystkih a1, . . . , ak ∈ V zahodzi
|F (a1, . . . , ak)| ≤ C · ||a1|| · ||a2|| · · · · · ||ak||.Lemat 1. F jest i¡gªa wtedy i tylko wtedy, gdy jest ogranizona (na V × · · · × V bierzemytopologi� produktow¡, zadan¡ na przykªad przez ||(v1, . . . , vk)|| = max{||v1||, . . . , ||vk||}).Dowód. Przypu±¢my, »e F jest ogranizona. Nieh a1, . . . , ak ∈ V . Okre±lamy M = 2 ·

max ||ai||. We¹my (v1, . . . , vk) takie, »e ||vi|| < ε
CkMk−1 dla 1 ≤ i ≤ k. Poka»emy (bardzorozrzutnie), »e

|F (a1 + v1, a2 + v2, . . . , ak + vk) − F (a1, . . . , ak)| ≤ ε.Zahodzi
∆i

def
= |F (a1 + v1, . . . , ai + vi, ai+1 + vi+1, ai+2, . . . , ak)

−F (a1 + v1, . . . , ai + vi, ai+1, ai+2, . . . , ak)| =

=|F (a1 + v1, . . . , ai + vi, vi+1, ai+2, . . . , ak)| ≤

≤C||a1 + v1|| · · · · · ||ai + vi|| · ||vi+1|| · ||ai+2|| · ||ak|| ≤

≤CM i ε

CkMk−1
Mk−i−1 =

ε

k
.Ale zahodzi teraz

|F (a1 + v1, a2 + v2, . . . , ak + vk) − F (a1, . . . , ak)| ≤ ∆k−1 + . . . + ∆0 ≤ εna moy nierówno±i trójk¡ta. W ten sposób dostajemy i¡gªo±¢ z ogranizono±i.Przypu±¢my teraz, »e F nie jest ogranizona. Oznaza to, »e istnieje taki i¡g (a
(n)
1 , . . . , a

(n)
k ),»e ||a

(n)
i || = 1 (zawsze sobie tak mo»emy ustali¢) ale(1) |F (a

(n)
1 , . . . , a

(n)
k )| > nk+1.Kªadziemy teraz b

(n)
i =

a
(n)
i

n
. Mamy max

i=1,...,k
||b

(n)
i || = 1

n
, wi� (b

(n)
1 , . . . , b

(n)
k ) → 0. Z drugiejstrony z k-liniowo±i odwzorowania F oraz warunku (1) mamy

|F (b
(n)
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k )| > n.Co przezy i¡gªo±i F . �Okre±lmy teraz pohodn¡ Freheta funkji F . ZahodziLemat 2. Je±li F jest k-liniowa i ogranizona, to ma pohodn¡ Fréheta w ka»dym punkie

(a1, . . . , ak) ∈ V × V . Pohodna Fréheta jest zadana wzorem
(v1, . . . , vk) →D(v1, . . . , vk)

def
= F (v1, a2, . . . , ak)+

+ F (a1, v2, a3, . . . , ak) + . . . + F (a1, a2, . . . , ak−1, vk),
(2) 1



przy zym wzór (2) nale»y rozumie¢ jako przeksztaªenie liniowe, które elementowi przestrzeni
V × · · · × V przypisuje element po prawej stronie wzoru (2). Innymi sªowy, struktura ta jestzadana przez

λ(v1, . . . , vk) = (λv1, . . . , λvk)

(v1, . . . , vk) + (w1, . . . , wk) = (v1 + w1, . . . , vk + wk).Dowód. Nieh v1, . . . , vk b�d¡ takie, »e ||vi|| ≤ ε. Rozwa»my wielko±¢
F (a1 + v1, . . . , ak + vk).Rozwijaj¡ j¡ z k-liniowo±i otrzymujemy

F (a1 + v1, . . . , ak + vk) = F (a1, a2 + v2, . . . , ak + vk) + F (v1, a2 + v2, . . . , ak + vk) =

= F (a1, a2, a3 + v3, . . . ) + F (a1, v2, a3 + v3, . . . )+

+ F (v1, a2, a3 + v3, . . . ) + F (v1, v2, a3 + v3, . . . ) =

= · · · =

= F (a1, . . . , ak) + F (v1, a2, . . . , ak) + F (a1, v2, a3, . . . , ak)+

+ . . . + F (a1, . . . , ak−1, vk)+

+ funkje, które maj¡ o najmniej dwa argumenty vi i vj .Jednak»e, z i¡gªo±i, mamy F (v1, v2, a3, . . . , ak) = O(ε2), podobnie wszystkie inne zªonypowy»szego rozwini�ia, które maj¡ i elementów v i k − i elementów a, jak na przykªad
F (a1, . . . , ak−i, vk−i+1, . . . , vk), s¡ O(εi). Tak wi�

F (a1 + v1, a2 + v2, . . . , ak + vk) − F (a1, . . . , ak) = D(v1, . . . , vk) + O(ε2).To za± dowodzi tego, »e D jest pohodn¡ Fréheta F . �Przykªad 1. Nieh F (a1, . . . , ak) b�dzie równy wyznaznikowi maierzy utworzonej przezkolumnowo zapisane wektory a1, . . . , ak. Nieh ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (jedynka na i-tymmiejsu). W takim przypadku DF w punkie (e1, . . . , ek) na wektorah (v1, . . . , vk) jest równe(3) F (v1, e2, . . . , ek) + F (e1, v2, e3, . . . , ek) + . . . + F (e1, . . . , ek−1, vk).We¹my dla przykªadu pierwszy zªon w (3). Jest on równy
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v11 0 0 0 . . . 0
v12 1 0 0 . . . 0
v13 0 1 0 . . . 0
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v1k 0 0 0 . . . 1
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∣Rozwijaj¡ ten wyznaznik kolejno wzgl�dem k�tej, (k − 1)�szej itd. kolumny, wnioskujemy,»e jest on równy v11. Podobnie rozumuj¡ uzyskujemy, »e i-ty zªon w (3) jest równy vii. St¡dpohodna w kierunku (v1, . . . , vk) jest równa ±ladowi maierzy utworzonej przez (v1, . . . , vk).


